Partikulare Losungen der
inhomogenen Differentialgleichung

Sei y(”) + an_ly(”_l) + .o+ ay +ay = flx) , ap_1,...,a1,a0 ER.

Wie schon gesagt, 18t sich jede Losung y(x) der inhomogenen Gleichung
darstellen in der Form y(x) = yg(x)+y,(x) , wobel yg(x) eine geeignete
Losung der zugehorigen homogenen Gleichung ist und y,(x) eine spezielle
Losung der inhomogenen Gleichung.

Héufig besitzt die rechte Seite f(x) die Form f(x) = fi(x)+ fo(z)+.. .+
fm(z)
Satz. (Superpositionsprinzip)

Fiir die Funktionen wi(x),...,un(z) gelte L{u] = fi ,i=1,....,m.
Dann gilt fiir y(x) = ui(x) + ... + up(x)

Liyl=fi+...+ fn.

Beweis. Wegen der Linearitat von L gilt

Lyl = Llui + ...+ up| = Lw |+ ...+ Ljuy| = fi+ ...+ fr. O

Beispiel. Betrachte 3" +y=x+¢".

uy(z) =z ist Losung von uf +up =z = fi(x) .

X

uy(z) = 2e* ist Losung von uf + up = €* = fo(w) .
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Somit ist y(z) = x + %el' eine Losung von ¢ +y =2 +¢e” .

Fiir bestimmte rechte Seiten f(z) lassen sich Ansétze fiir partikuldre
Losungen angeben. Die dabei auftretenden vorerst unbestimmten Koef-
fizienten lassen sich dann durch Einsetzen in die Differentialgleichung bes-
timmen.

Sei f(x) = fi(x) + fa(z) + ... + fu(x) . Man spricht von &uflerer
Resonanz fir f;(z), wenn f;(z) zugleich eine Losung der zugehorigen
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homogenen Differentialgleichung ist.

Des weiteren liegt sogenannte innere Resonanz vor, wenn eine Nullstelle
A des charakteristischen Polynoms mehrfach auftritt.

Beispiel. Betrachte ¢y’ — 2y +y=¢" .

Das charakteristische Polynom ist A2 — 2\ + 1 wund hat die doppelte

Nullstelle A;» =1 . Folglich liegt innere Resonanz vor, und yg = Cre” +
Chxe® .

Des weiteren ist f(z) = e* eine Losung der zugehorigen homogenen

Gleichung 4" — 2y’ +y = 0 . Damit liegt fiir ¢* auch duflere Resonanz
VOT.

Um einen Ansatz in den nun folgenden Formen durchfithren zu koénnen,
darf keine auflere Resonanz vorliegen.

o fi(x)=A...(const.)
Ansatz fiir f; : B (const.)
° fz(x) =z bzw. fl(.T) = AO + All' + ...+ Amxm
Ansatz fir f;: By+ Bix + ...+ Ba™
o fi(x)= Ae”
Ansatz fir f; : Bet”
o fi(x)=Asin(kzx) , fi(x) = Acos(kzx) , fi(x)= Asin(kz)+ B cos(kx)
Ansatz fiir f; : Csin(kx) + D cos(kz)

o fi(x) = Aersin(kx) , fi(xr) = Ael cos(kx) , fi(x) = e (Acos(kz)+
Bsin(kx))

Ansatz fir f; . e (C cos(kx) 4+ Dsin(kx))
o fi(x)=e""P(z) (P(x)...Polynom)
Ansatz fir f; : eQ(z) (Q(z)... Polynom vom selben Grad wie



P(z))

o fi(x) = P(x)sin(kz) , fi(x) = P(x)cos(kx) (P(zx)...Polynom)
Ansatz fiir f;: Q(x)sin(kz)+ R(z) cos(kz) (Q(x), R(x)... Polynome)

Bemerkung.

(i) Liegt &uBere Resonanz und keine innere Resonanz vor, dann ist der
Ansatz fir f;(z) mit einem linearen Polynom in = zu multiplizieren.

(ii) Liegt a&uBere Resonanz und innere Resonanz vor, dann ist dann ist
der Ansatz fiir fj(z) mit einem Polynom in z von der Ordnung des
jeweiligen A\ zu multiplizieren.

Beispiele.
1) " =3y +2y =e"sinx

Das charakteristische Polynom ist A?> — 3\ + 2 und hat die Nullstellen
M =2 und My =1. Damitist yy = C1e* + Che® .

Da weder duflere noch innere Resonanz vorliegt, ist der Ansatz fiir vy,
gleich y, = e"(Acosx + Bsinz) .

Einsetzen in die Differentialgleichung und Koeffizientenvergleich liefert A =

1 _ 1
3 und B = 5 -

Damit ist y, = 3e”(cosz —sinz) und

y(z) = Cre?* + Che® + %ex(cosx —sinz) , C1,C, €R.

2) y" — 2y +y=sinx+sinhz

Das charakteristische Polynom ist A2 — 2\ + 1 und hat die Nullstellen
A2 = 1. Somit liegt innere Resonanz vor, und yg(x) = Cre” + Coxe® .

f(z) =sinz +sinhz =sinz + 3(e" — e ™) =sinz + 3e” — ™"

Fiur den Summanden %em

erhalten wir als Ansatz

liegt auch aulere Resonanz vor, und damit



Y, = Acosz + Bsinz + Cz?e® + De " .
, D=

N

Einsetzen und Koeffizientenvergleich liefert A = % , B=0,C=
1

3 -

1 1.2 x 1, —z

Somit ist y, = 5cosx + jr7e” — e und

— x T 1 1.2 « 1 —x
y(z) = Cre” 4 Cyze” + 5cosx + jr°e’ — ge " .



