Variation der Konstanten, Wronsky
Determinante

Wir betrachten zunachst eine lineare Differentialgleichung 2. Ordnung

y' +ai(@)y +ao(x)y = f(z) .

Des weiteren seien yi(x) und ys(x) linear unabhéngige Losungen der
zugehorigen homogenen Differentialgleichung (also ein Fundamentalsys-
tem).

Um die allgemeine Losung der gegebenen Gleichung anzugeben, benotigen
wir eine spezielle Losung der inhomogenen Differentialgleichung. Dazu
treffen wir den Ansatz

yp(z) = C1(z)y1(x) + Co(z)ya(x)  (Variation der Konstanten)

mit noch zu bestimmenden Funktionen Ci(x),Cs(x) .

Differentiation liefert
yp(r) = Cl(z)y1(x) + Ci(z)yy(7) + Cy(z)ya(z) + Co(7)ys(z) -

Fordern wir nun, dass C7(x)y1(z)+C5(x)ya(x) = 0 sein soll, dann erhalten
wir

yp(r) = Cr(x)y(2) + Co(x)ys() -
Durch Differentiation dieser Gleichung ergibt sich

yp (@) = Cr(w)yr () + Crz)yf (x) + Cy(x)ys(x) + Colz)ys () -
Einsetzen in die Gleichung 4" 4 a1(x)y’ + ap(x)y = f(x) liefert

11+ Cryl + Oy + Oy + ar(Cryy + Coyh) + ao(Cryr + Caya) = f bzw.

Cr(yf + a1y + aoyr) + Ca(yy + arys + aoyz) + Cryt + Coyy = f -, also
Ciyi +Cayp = f
Die beiden Gleichungen Ciy; + Chys = 0 und Cly) + Chyb = f stellen
ein lineares Gleichungssystem fiir die Funktionen C{ und C) dar.
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Durch Anwendung der Cramer’schen Regel und der Setzung W (z) =
y1(z)yh(x) — yi(z)ya(x)  (Wronski Determinante) erhalten wir

Cl(x) = —% und Ch(x) = % :

woraus durch Integration Ci(x) und Cy(z) gewonnen werden konnen,
und in weiterer Folge y,(x) .

Dieses Verfahren kann folgendermafien verallgemeinert werden:

Satz. (Variation der Konstanten)

Sei Lly] = y™ + ap_1(2)y" V) + .. + a1(z)y + ap(x)y = f(x) gegeben.
Weiters sei yi(x),...yn(x) ein Fundamentalsystem der zugehorigen ho-
mogenen Differentialgleichung.

Dann ist y,(z) = Ci(z)yi(x) + ...+ Ch(x)yn(x) eine partikuldre Losung
von Lly] = f, wobei die Funktionen Ci(x),...,C,(x) gegeben sind durch

yi(z)  ya(z) Yn(2) C 0
yi(x)  ys(w) Y () G| | o
@) V@) o @) )\ O f(x)

Bemerkung. Die obige Matrix Y(x) heiit Fundamentalmatrix bzgl.
des Fundamentalsystems y;(z), ... y,(x) .

Beispiel. Betrachte 3" — 3y +2y =¢” .

Ein Fundamentalsystem fiir die homogene Gleichung wird durch y;(x) =
e** und yo(x) = ¥ gebildet. Weiters ist f(z) = e*

Mit vorher ist W (z) = y1(z)vh(z) — yj(x)y2(x) = —€3* und

C{(x) — _W%)(igx) — _ifﬂegz — e 7 also Cl(x) — _e % und

Cs(z) = yl%a;)(igx) = 6,2255 = —1,also Cy(x)=—x.

Als partikulare Losung fiir die inhomogene Differentialgleichung erhalten
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wir damit

yp(z) = C(z)y1(x) + Co(z)ya(z) = —e %e** — ze* = —e*(1 4+ x) .

Seien nun n Losungen w1(z),...,y,(z) der linearen homogenen Differ-
entialgleichung L[y] = y™ + a,_1(2)y" ™V + ... + a1(2)y + ap(z)y = 0
gegeben.

Diese sind linear unabhangig auf einem Intervall I ; wenn die Gleichung
Myr(z) + ..o F yp(2) =0 Vaoel

nur fir Ay = Xy = ... =)\, =0 erfullt werden kann.

Fortwahrende Differentiation der obigen Gleichung liefert das folgende lin-
eare Gleichungssystem

Ayi(x) + .o Ayn(T)
Myi () + . Ay ()

0
0

Alyﬁn_l)(:ﬁ) +... 4+ )\nyfln_l)(x) =0

Dieses besitzt nur dann als einzige Losung die triviale Losung A = Ay =
...= A, =0, wenn die Determinante der Koeffizientenmatrix,

y}(fv) y3(9«“) . y7($)
oy V) o V) ()

d.h. der Fundamentalmatrix, auf ganz I nicht 0 ist.

Definition. Die Determinante der Fundamentalmatrix

@) ) )
W(x) =detY(x) = yl(x) yz(:L‘) . yn(a:)
V() yy () v (@)




heifit Wronski-Determinante.

Wir zeigen nun fiir den Fall n = 2 | dass die Wronski-Determinante auf
einem Intervall I entweder Null oder iiberall von Null verschieden ist, falls
die Koeffizienten der normierten Differentialgleichung (also mit a, = 1)
stetig sind.

Seien also y1(x) , yo(x) Losungen von y” + ai(z)y’ + ap(x)y =0, i.e.
Y+ ai(@)yr +ao()yr =0 und -y + a1 (2)ys + ao(w)y2 = 0 .

Multiplizieren wir die erste Gleichung mit yo(x) , die zweite Gleichung
mit y;(x) und subtrahieren die beiden Gleichungen, dann erhalten wir

(W1y2 — yay1) + ar(2)(Y1y2 — Y1) =0 .

Nunist yiyoa—ysy1 = (V1y2—voy1) = —W'(z) und yjya—yoy = —W(z)

Also ergibt sich  W'(z) 4+ a;(x)W (x) =0 und folglich
W(z) = Ce=Jm@dr

Da die Exponentialfunktion bei stetigem a;(x) nie Null auf [ ist, ist die
Wronski-Determinante entweder identisch Null auf I (Fall C' = 0) oder
iberall ungleich Null (Fall C # 0). Damit ist die Behauptung bewiesen.

Dieses Ergebnis kann auf folgende Art und Weise verallgemeinert werden.

Satz. Seien y;(z),y2(x),...,yn(x) Losungen der Differentialgleichung
Llyl = y™ + an-1(2)y" "V + ...+ ar(2)y' + ag(x)y =0,

wobei die Koeffizienten auf dem Intervall I stetig sind.

Dann gilt W (z) = Ce J@n1@de auf T .

Folgerung. n Losungen einer homogenen linearen Differentialgleichung
n-ter Ordnung (mit stetigen Koeffizienten) sind auf einem Intervall [ lin-
ear unabhangig, wenn die Wronski-Determinante an einem Punkt zy € [
von Null verschieden ist.



