Doppel- und Dreifachintegrale

Sei [a,b] ein Intervall des R? oder R? (also ein Rechteck bzw. ein
Quader) , i.e

[a,b] = [al,bl] X [ag,bg] oder [a,b] = [al,bl] X [CLQ,bQ] X [CL3,b3] .
Fiir Intervalle des R? bzw. R (und analog fiir Intervalle des R") konnen
ebenfalls Partitionen erklart werden,
Pla,bl: ey =zp<z1<...<x1="0

ar =Y <Y1 < ... < Yn = by bzw.

Pla,bl: ey =zp<z1<...<x1="0
ag =Y <y1 < ... <Yy =by

CL3=ZO<21<...<Zn=b3

Im Zusammenhang damit erklaren wir Riemannsche Summen bzgl.
einer reellwertigen Funktion f

l

Sp(fi€.1) = gf(&,m)( — 2y — yj1)  baw.

=1 7=1

~.

So(f:€.2.0) = 3 35 55 6 Gl = i)y = 91— 500

wobei §,7n,(¢ die Wahl von entsprechenden ”Zwischenpunkten” &;,n;, (i
bezeichnet.

Definition. Sei f:R?> - R (bzw. f:R? — R). Dann heifit f
R—integrierbar auf [a,b] , wenn jede ”Zerlegungsnullfolge” P™  mit
|P"| = 0 gegen ein und denselben Wert konvergiert, i.e.

i Spon (f1600,7™) = () baw.  lim Spe (567,40, () = L(f)

(unabhéngig von der Wahl der Zwischenpunkte &,7,()



Schreibweise.

L(f) = [[ fz,y)dedy = [[  f(z,y)dzdy

[a,b] [a1,b1] x[az,b2]
I3(f) = [[[ f(z,y, z)dedydz = Iff fx,y, z)dxdydz
[a,b] [a1,b1] % [az,b2] X [a3,bs]

Satz. (ohne Beweis)
Falls f 7stiickweise stetig” auf [a,b] ist, dann ist f R-integrierbar auf
la, b] .

Bemerkung. Dabei heifit f stiickweise stetig, wenn f stetig in allen
Punkten von [a,b] ist mit Ausnahme von Punkten einer Menge C', die
als Vereinigung von endlich vielen Kurven (im R?) bzw. als Vereinigung
von endlich vielen Flichen (im R3) darstellbar ist.

Definition. N C R? (bzw. N C R3) heifit Nullmenge, wenn es zu
jedem € > 0 endlich viele Rechtecke (bzw. Quader) A, gibt, sodass

NCUA, und > |A,l<e,

wobei |A,| den iiblichen Flacheninhalt eines Rechtecks (bzw. Volumen
eines Quaders) bezeichnet.

Satz. (ohne Beweis)
f ist R-integrierbar auf [a,b] < [ ist stetig auf [a,b] bis auf eine

Nullmenge.

Konkrete Berechnung von Doppel- und Dreifachintegralen

SP(f; §, 77) = i(yg - ?Jj—l) é:lf(ﬁi, nj)(xi - 372'—1)
S F(G e ) = 000) = 6(7:6) = [ fleppie.

wobei y ein Parameter ist. Daraus folgt



m m bl
Zlcb(nj)(yj —Yj-1) = (ff T, 0; d:z:)( — yj—1) + ein Rest, der mit
j:

Jj=1 \a1
|P| — 0 gegen Null strebt.

by
Insgesamt erhalten wir  Sp(f;&,n) f (ff x,y da:)d

Hierfir verwendet man auch die Schreibweise

f dyf flz,y)d
Bemerkung. Analoges gilt auch fiir Dreifachintegrale.

Satz. (Fubini)

Sei f auf [a,b] stiickweise stetig und beschrankt. Dann existiert

[[ f(z,y)dzdy = [[ f(z,y)dA und es gilt
[a,b] [a,b]

[fffa:ydA fdyffa:yd:r:—fd:r:ffa:y

Bemerkung. Analoges gilt auch fiir Dreifachintegrale. Unter den Voraus-
setzungen des Satzes von Fubini ist also die ”Reihenfolge der Integration”
unwesentlich.

Beispiel. Man bestimme f f 3/2dA wobei B gegeben ist durch

B: 0<z<1,1<y<L2.

2 1

2
1 - 1 dr = — 11 _

2 2
f +2 [ = —2arsinh2 + 2arsinh1 4 2In2 .
1 1

1+y



12
Hier wire [ dz [ (HZ% ungiinstig gewesen!
0 1

Bislang sind wir lediglich in der Lage, iiber ein Intervall (Rechteck im R?
bzw. Quader im R3) zu integrieren. Durch Anwendung des Satzes von
Fubini werden wir in der Lage sein, auch iiber allgemeinere Bereiche zu
integrieren.

Definition. B C R? heiit Normalbereich bzgl. der z-Achse, wenn
es zweil Zahlen a , b und zwei Funktionen f(z), g(x) gibt, sodass B
beschrieben werden kann durch

B={(z,y) - a<z<b, flz)<y<g@)}.

Analog ist ein Normalbereich bzgl. der y-Achse beschrieben durch

B=A(z,y) : fly) <z<gly), c<y<d}.

Definition. B C R? heifit Normalbereich bzgl. der zy-Ebene, wenn
es zwel Zahlen a , b, zwei Funktionen wu(x), v(x) auf [a,b] sowie zwei
Funktionen f(z,y), g(z,y) auf

A={(z,y) : a<zx<b, ulr) <y<wv(r)} gibt, sodass B darstellbar
ist durch

B={(z,y,2) : a<x<b, ul@) <y<v(z), f(r,y) <z<g(x,y)}.

Normalbereiche bzgl. der anderen Koordinatenebenen sind analog definiert.

Bemerkung. A stellt die Projektion von B auf die xy-Ebene (bzw.
die jeweilige Koordinatenebene) dar.

Ein Normalbereich im engeren Sinne ist ein Normalbereich bzgl. beider
Koordinatenachsen (im R?) bzw. aller Koordinatenebenen (im R?).

Beispiel. (i) Die Fliche des Einheitskreises im R? kann als Normal-
bereich dargestellt werden, namlich durch

4



—1<z<1, —vVlI-22<y<+V1-2a?

(ii) Die Flache des Dreiecks mit den Eckpunkten P;(0,0), P(2,0), P3(1,3)
kann als Normalbereich bzgl. der y-Achse dargestellt werden, namlich
durch

0<y<3, §<a<2-

wl

Frage. Gegeben seien die Punkte P;(0,0) , P(2,1) ,P5(1,3) . Kann
die dadurch definierte Dreiecksflache als Normalbereich bzgl. der x-Achse
bzw. der y-Achse dargestellt werden?

Bemerkung. Fiir das Integral iiber einen Normalbereich bzgl. der z-
Achse gilt dann

b gx)
[[ W, y)dzdy = [dx [ h(z,y)dy .
B a  f(z)

Fir das Integral iiber einen Normalbereich bzgl. der zy-Ebene gilt

b v(x)  g(zy)
fffhxy, dmdydz-fffhxy, )av = [dx [ dy [ h(z,y,z)dz
a u(z)  flzy)

Die Integrale tiiber die anderen Normalbereiche sind analog definiert.

Beispiel. Sei das Ellipsoid (f)2 + (%)2 + (f)2 <1 gegeben.
Die Projektion in die zy-Ebene ist (5)2 - (%)2 <1.

Also kann das Ellipsoid beschrieben werden durch




Beispiel. Man bestimme [ = [[aydxdy , wobei B das Dreieck mit
B
den Eckpunkten P;(0,0), P»(2,0),Ps(1,3) ist.

Von vorher wissen wir, dass B durch 0 <y < 3 |, % <z <2 —%
beschrieben werden kann.
3 2-% 3, 5w
Alsoist I= [ [ [ aydeldy= [ Zyl, * dy=
y=0 z=% y=0

3
= [ Qu—23)dy = (- 2°) ;=3
y=0

Bemerkung. Ist ein vorliegender Bereich B kein Normalbereich, so 1aft
er sich oft in Normalbereiche Bi, Bs,--- , B, zerlegen, wobei B;NB; nur
jeweils Randpunkte enthalt.

Fiir das Integral iiber B gilt dann eine entsprechende Additivitatseigenschaft.

Bemerkung. Ist B C R* (bzw. B C R3) ein Normalbereich, dann
erhalten wir durch [[ dzdy (bzw. [[[dzdydz) den Flacheninhalt von
B B

B (bzw. das Volumen von B).

Dies gilt auch fiir Bereiche, die sich aus Normalbereichen zusammensetzen
lassen.

Eigenschaften von Mehrfachintegralen.
Im folgenden seien f bzw. ¢ stets stiickweise stetig, und der Bereich B
stickweise glatt.

Mittels Riemannscher Summen kann man die Linearitat, Additivitat und
Positivitat nachweisen.

e (Linearitat) [--- [[Af(z1, -, 20) + pg(a, -+ xn)]dey -+ - dxy, =
B



B B

e (Additivitat) Sei By,---, B, eine Zerlegung von B , wobei Bj U
---UB,, = B und B;N B; nur Randkomponenten von B; bzw. B;
enthalt.

B
f...ff(ajl’... ’xn)dxl...dxn_|_..._+_f...ff(x1’... 7$n)dx1...dxn
Bl Bm
e (Positivitat) Sei f(z1,---,x,) >0 auf B.
Dann gilt [ [ f(zy, -+ ,2zp)dxy -+ -dzy, >0 .
B

Folgerung. Ist f > g auf B, dann ist
fff(x:l’ ’xn)dxldanIIg(x17 ’xn)dxldxn .
B B

(Beweis: Verwende h = f — g)

Weiters gilt die Betragsungleichung

‘f‘“ff(xl,'“,$n)d5131"'d56n
B

< [ [If(, o a)|dey - - day,
B

Beweis. Ist [--- [ fdxy---dx, >0, dann gilt wegen f <|f|
B

B B B

Ist f...ffdm...dxngo,danngilt wegen —f < |f]
B

‘f"'ffdﬂ?l"'d$n
B

—— [ [ fduy - da, =
B

= [ [(=f)dar-den < [ [|flday-dz, . O
B

B



Satz. (Mittelwertsatz)

Sei f stetig auf einem zusammenhingenden kompakten Bereich B C R3
. Dann existiert ein Punkt P(&,n,() , sodass

F&n.Q) = vy S f(z,y,2) AV, wobei

Vol(B) = fffB 1-dV das Volumen von B bezeichnet.

Beweis. Weil [ stetig auf der kompakten Menge B ist, werden das
Maximum und das Minimum angenommen, d.h. 3 Py(&y, 1m0, (9) sodass

f(&0:m0,C0) = m , 3 Pi(§,m,¢) sodass  f(§r,m,¢) = M und m <
flx,y,2) <M auf B.

Damit gilt
mVol(B) =m [[[,1-dV < [[[, f(x,y,2)dV < M [[[,1-dV = MVol(B)
Folglich m < u(f) = Vol fffB z,y,z)dV < M ( p(f) heiit auch

der Mittelwert von f ).

Weil B zusammenhangend ist, gibt es einen Polygonzug, also eine stetige
Kurve C : (z(t),y(t)z(t)) mit Anfangspunkt F, und Endpunkt P |
welche ganz in B verlauft.

Betrachte nun die stetige Funktion ¢(t) = f(x(t),y(t),2(t)) . Nach dem
Zwischenwertsatz wird jeder Wert zwischen Minimum und Maximum von
¢ angenommen, d.h. Ft* : o(t") = u(f) .

Der gesuchte Punkt ist dann P(&,n, () = P(z(t),y(t*), 2(t*) . O

Bemerkungen.

(i) Im 1. Mittelwertsatz der Integralrechnung wurde gezeigt, dass

b

[f@)de=(0b—a)f(§) ,a<&<b baw.

a

b
§) =+ [ f(z)dz und Vol(I)=b—a.



(ii) Der Mittelwertsatz gilt auch in analoger Weise fiir den R" .



