Lineare Abbildungen und Matrizen

In diesem Kapitel geht es um den grundlegenden Zusammenhang zwis-
chen linearen Abbildungen und Matrizen. Die zentrale Aussage ist, dass
nach anfanglicher Wahl von Basen in den beteiligten Vektorraumen jeder
(geeigneten) Matrix eine lineare Abbildung, und jeder linearen Abbildung
eine Matrix (die sog. darstellende Matrix) zugeordnet werden kann.

Seien V und W K-Vektorraume mit dim V =n und dim W =m .

Wir wollen jeder m x n Matrix eine lineare Abbildung V' — W zuordnen,
und umgekehrt jeder linearen Abbildung V — W eine m x n Matrix,
sodass wir einen Isomorphismus M (m x n; K) — Homg(V, W) erhalten.

Wichtig: Ein derartiger gesuchter Isomorphismus ist allerdings nicht
kanonisch gegeben. Wir miissen zuerst in beiden Vektorraumen Basen
wahlen, und der Isomorphismus wird dann von den gewahlten Basen abhangen.

Fiir das Folgende fixieren wir nun also eine Basis A = (v1,v9,...,v,) von
V', und eine Basis B = (wy,ws,...,w,) von W .

I. Die einer Matrix zugeordnete lineare Abbildung

Sei A = (aij) € M(m x n;K) . Wir definieren eine lineare Abbildung
F:V — W durch Angabe der Bilder der Basisvektoren.

F(Ul) = a11W1 -+ as21Wy + ...+ A1 Wiy

F(UQ) = a1oWi + axWy + ...+ QoW

F(vy) = appwy + aspws + . .. + QWi

Dies bedeutet: Die j-te Spalte von A ist der Koordinatenvektor von
F(v;) beziiglich der Basis B = (wy,wa, ..., wy) .



Beispiel. Az(i g _41) (m=2, n=3) liefert F:V — W mit

F(Ul) = w1 + 2wy , F(UQ) = 3wy , F(Ug) = —w —|—4U}2 .

Setzen wir Lz(A) = F , dann ist durch diese Vorgangsweise eine Abbil-
dung L# : M(m x n;K) — Homg(V, W) erklirt.

Spezialfall. (siehe vorher) Seien V =K", W =K" und K bzw. K
die kanonischen Basen in K" bzw. K™ .

Fir A= (a;;) € M(m x n;K) ist dann

F(er) = (a1, a1, - - -, am1)
F(Gz) = (a12, a2, . .. 7Cbm2)
F(en) - (alna A2n5 - - - 7afmn)

D.h. F(e;) ist die j-te Spalte von A .

Fiir ein beliebiges = = (z1,...,2,) € K" gilt somit

F(z)=F(rie1+ ...+ xpey) = x1F(ey) + ...+ x,F(e,) =

z1(a11,a91, - ., 1) + To(a12, @22, -« o, Am2) + -« + Tp(@1n, Q2ny - oy Q) =
n n n

(D0 ayay , Yo a9y ..oy D amjxy) -

j=1 j=1 j=1

Werden nun 2 € K* und F(z) = L&(A)(x) als Spaltenvektoren
geschrieben, dann kann =z als n x 1 Matrix, F(z) als m x 1 Ma-
trix aufgefafit werden, und es gilt mit y = F(z) = (y1,Y2,.--,Yym) die
Beziehung

Y1 ai; apz2 ... Qan T
Y2 . Az Q22 ... A T2
Ym Am1 Am2 .. Qmp Tn



wobei auf der rechten Seite die Multiplikation von Matrizen auftritt!

Aus diesem Grund verwendet man auch die Schreibweise

F(z) = Lk (A)(z) = Az .
Beispiel.

Sei AZ(éll _11 §> € M(2x3;R). A definiert F:R3— R? mit

I
B (1 =12 (11— 22+ 213
F(:U)—F((xl,xQ,x3))—(4 1 3> iz _(4x1+x2+3x3>'
3

Im speziellen ist etwa F((1,1,1)) = < ; ) :

(Ende des Spezialfalles)

Zuriick zum allgemeinen Fall.

Seien nun &4 : K®* - V und &5 : K" — W die durch A bzw. B
definierten Koordinatensysteme in V' bzw. W .

Die zentrale Aussage ist nun die, dass das folgende Diagramm kommuta-
tiv ist, d.h.

Do L (A) = Li(A) oDy K — W .

L5 (4)

K" =K
éAl l@s
Li(4)
Beweis. Sei =z = (r1,...,7,) € K" . Dann ist
LE(A)(z) = Az = (3" ayjzj o ..., D, amjx;) und
j=1 j=1



dpo LK (A)(z) = Pp(Ax) = (zn: ajxj)w + ...+ (Zi:l AT 5) Wy -

j=1
Andererseits ist ®4(z) = z1v1 + ... + 2,0, und (mit F = Lz(A))

LA(A) o @ 4(z) = LE(A)(m1v1 + ... + 20y) = 21 F (1) + ... + 2, F (v,) =

.1)1(&11101 + ...+ amlfwm) + ...+ xn(alnwl + ...+ amnwm) =

( aljxj)wl + ...+ (Z amjscj)wm .4
j=1 j=1

Dies bedeutet: Mit F = Lz(A) sei x der Koordinatenvektor von
v eV bzgl. A. Dannist y = Az der Koordinatenvektor von F(v)
bzgl. B .

Bemerkung. Lz(A) heift die der Matrix A bzgl. der Basen A und
B zugeordnete lineare Abbildung V — W .

Gilt V=W und A = B, dann schreibt man statt Lé auch Lg .

II. Die einer linearen Abbildung zugeordnete Matrix

Sei nun F':V — W eine lineare Abbildung.

Fiir jedes 7 =1,2,...,n gibt es dann eindeutig bestimmte Skalare
a1j,a2j, . - ., Qpy; sodass

F(Uj) = aljwl + agng T amjwm .

Auf diese Weise wird eine Matrix Mg (F) = (a;;) definiert bzw. eine
Abbildung

Mg Homg (V,W) — M(m x n;K) , F— Mg(F)

Man beachte, dass die j-te Spalte von MB‘l(F ) der Koordinatenvektor
von F(vj) bzgl. der Basis B ist.

Mg\ (F) heiBt die der linearen Abbildung F bzgl. der Basen A und B
zugeordnete Matrix (bzw. die darstellende Matrix von F bzgl. A

4



und B) .

L1 Y1
o T2 _ Y2 .
Ist veV und x = bzw. y = der Koordinatenvektor
In Ym

von v (bzw. F(v)) bzgl. A (bzw. B), dann gilt y= Mg(F) -z .

Beweis. v=x101+ ...+ xv, = F)=x1F(vn)+...+x,F(v,) =

xl(anwl +agrwo+ ...+ amlwm) +...+ xn(alnwl + aopWo + ...+ amnwm) =

(Zn: ai;Tj)wi + . (ZZ: Qi T )Wy

J=1

Damit ist Y; = Z Qi - U]
7=1

Satz. Die Abbildung
L : M(m x n;K) — Homg (V, W) | A~ Li(A)
ist ein Isomorphismus, dessen Umkehrabbildung durch
My : Homg (V,W) — M(m x n;K) , F s Mg(F)

gegeben ist.

Beweis. Wir setzen L = Lé und M = Mgl )

i) L ist linear.

Seien A,B € M(m xn;K) und A\p € K. Zu v € V sei x der
Koordinatenvektor von v bzgl. A .

LA+ puB)(v) = LM+ uB) o & 4(x) = Pp((MA + puB)x) =
Op(ANAzx + pBz) = A0p(Ax) + ndp(Br) =
AL(A) 0 @ A(x) + uL(B) o @ 4(x) = \L(A)(0) + uL(B)(v) =



(AL(A) + pL(B))(v) .

Dies gilt fiir jedes v € V' und somit L(AA 4+ uB) = AL(A) + uL(B) .

i) L ist bijektiv.
Fir A € M(m x n;K) gilt: die j-te Spalte von M(L(A)) ist der

Koordinatenvektor von L(A)(v;) bzgl. B . Dies ist aber die j-te Spalte
von A .

Damit gilt: Mo L(A) = A bzw. M o L = idp(nxnk) -

Fir F € Homg(V,W) und v eV gilt:
L(M(F))(v) = L(M(F)) 0 ®4(x) = ®p(M(F)z) = F(v) .
Also Lo M(F) =F bzw. Lo M = idHomK(V,W) .

Damit ist L ein Isomorphismus. [

Beispiele.
1) Sei V =P; mit Basis A= (1,t) , W =Py mit Basis B = (1,t,t?) .

1 -1
Wir suchen Lg(A) fir A= 2 0
1 2

Wir wissen: Ist x der Koordinatenvektor von v € V' bzgl. A, dann
ist Ar der Koordinatenvektor von L#(A)(v) bzgl. B .

1 —1 T I )
Also, mit v =x1-14ax9-t und Az =1 2 0 ( 1 ) = 211
T2
1 2 Ty + 229
gilt LA(A)(v) = (v1 — x2) - 1+ 2xy -t + (1 + 229) - 2.
Speziell, etwa fiir v=1—1¢,also ;1 =1, 9 = —1 ergibt sich damit

Lg(A)(v) =2+ 2t — 2.



2) Sei A = (vi,v9,v3) eine Basis von V =R und B = (wy,ws) eine
Basis von W =R? .

Die lineare Abbildung F : R? — R? sei gegeben durch
F(Ul) = w1 + ws , F(UQ) = 2w + woy , F(U3) = 2w, — wo .

Dann ist die darstellende Matrix von F bzgl. A, B offenbar gegeben
durch

wio-(13 %)

Sei etwa (4,5, —3) der Koordinatenvektor von v bzgl. A, also v =
4’01 + 5’(}2 — 3U3 .

Dann ist F(v) = 4F(vy) + 5F (vy) — 3F (v3) = 4(wq + wa) + 5(2w; + we) —
3(2wy — we) = 8wy + 12ws .
Also ist der Koordinatenvektor von F'(v) bzgl. B gleich < 182 ) .

4
: ) 1 2 2 8
Beziehungsweise: ( 11 1 > _53 = < 12) )

III. Komposition linearer Abbildungen

Seien V , V', V" K-Vektorraume mit Basen B, B, B” und weiters
gelte dmV=n,dmV' =m, dm V" =1r.

Wir betrachten lineare Abbildungen F :V — V', G : V' — V" und
setzen H=GoF:V = V".

Frage. Was ist die darstellende Matrix von H bzgl. B, B" 7
Setze A= ME(F) und B = ME,(G)

(DB\L (DBI\L \L@B/I

VFV/GV//




Fir v € V sei x der Koordinatenvektor von v bzgl. B , y der
Koordinatenvektor von F(v) bzgl. B , z der Koordinatenvektor von

G(F(v)) bagl. B’ .

Dann ist z = By und mit y = Az folgt, dass z = B(Ax) = (BA)x .

Damit: M5,(GoF)= BA= ME,(G)- ME(F)

D.h. die darstellende Matrix der Komposition von zwei linearen Abbildun-
gen ist das Produkt der einzelnen darstellenden Matrizen.

Analog zeigt man fir A € M(m x n;K) und B € M(r x m;K) , dass

LE(BA) = LE«(B) o L (4) .



