Wiederholung

Wir wiederholen einige Begriffe und Satze der Analysis, die in der Maflthe-
orie eine wichtige Rolle spielen.

Definition. Sei X # () eine Menge und d: X x X — R eine Abbildung
mit den Eigenschaften

1. d(a,b) >0 , d(a,b)=0 & a=0b
2. d(a,b) = d(b,a)
3. d(a,c) < d(a,b) +d(b,c) (Dreiecksungleichung)

Dann heifit (X, d) metrischer Raum (und d eine Metrik auf X) .

Beispiele. (Euklidische Metrik auf R" bzw. C")

1) X=R" und d(z,y) = \/Z (x; —y;)? fur
i=1

r=(x1,...,z,) und y = (y1,...,Yn) -

2) X=C" und d(z,w) = \/Z |z; — w;|? fur
i—1

z2=(21,...,2p) und w = (wy,...,wy,) .

Definition. Eine Abbildung f: X — Y zwischen metrischen Radumen
(X,d;) und (Y,ds) heifit Isometrie wenn

da(f(a), f(b)) = di(a,b) Va,be X .
Beispiel. f:R — R? mit f(z) = (x,1) ist eine Isometrie.

Definition. Sei K ein Kérper (meist R oder C) . Eine Norm auf
einem K-Vektorraum V ist eine Abbildung ||-| : V — R mit

1



Lol[20, Jvl=0 & v=0
2 2ol = Allloll s A e K
3. lv+w| <|v|| +|lw|]| (Dreiecksungleichung)

Bemerkung. Ist V' ein normierter K-Vektorraum, dann wird durch
d(v,w) = |lv —wl

eine Metrik auf V' definiert.

Beispiel. Fir V =R" (bzw. V =C" ) und z = (21,...,2,) € R"
(bzw. z = (21,...,2,) € C") ist die euklidische Norm gegeben durch

loll = Vai+ a3 +...+a2 (baw. |2l = ]al + [P+ ...+ [af?)

Sei (X,d) ein metrischer Raum, x € X und ¢ > 0. Die Teilmenge
K(r,e) ={ye X : d(z,y) <e;

heifit offene e-Kugel um =z .

G C X heit offen , wenn G = () oder mit jedem z € G ein g, > 0
existiert sodass K(z,e,) C X .

Aus der Dreiecksungleichung folgt, dass alle offenen e-Kugeln selbst offene
Mengen sind.

Die Familie aller offenen Mengen wird mit O(X) bezeichnet und heifit
die Topologie von (X,d) .

A C X heifit abgeschlossen , wenn X \ A offen ist, wenn also zu jedem
r ¢ A ein € >0 existiert mit K(z,e)NA=10.
Die Familie aller abgeschlossenen Mengen wird mit A(X) bezeichnet.

K C X heifit kompakt , wenn jede offene offene Uberdeckung von K
eine endliche Uberdeckung enthalt, d.h. gilt



K CUG; (G;...offen), dann Fiy,...,7, mit K C G, U...UG

i€l

Die Familie aller kompakten Mengen wird mit (X)) bezeichnet.

Bemerkung. In metrischen Raumen ist diese Definition der Kompaktheit
gleichbedeutend damit, dass jede Folge in K einen Haufungspunkt in K
besitzt (bzw. eine in K konvergente Teilfolge besitzt).

Wir erwdhnen weiters, dass im R” (bzw. C") die kompakten Teilmengen
genau jene sind, welche abgeschlossen und (norm)beschrénkt sind.

In beliebigen metrischen Raumen sind kompakte Teilmengen stets abgeschlossen.

Die abgeschlossene Hiille von M C X ist die kleinste abgeschlossene
Menge M , welche M umfafit. Dabei gilt

M = ({A : Aist abgeschlossen und M C A} sowie

r €M < 3 eine Folge (z,) C M mit x, — .

Das Innere (oder auch der offene Kern) von M C X ist die grofite in
M enthaltene offene Menge. Diese Menge wird mit intM oder M°
bezeichnet. Dabei gilt

M° =|J{G : G ist offen und G C M} sowie
reM® <& Jeg, >0 mit K(z,e,) M

Eine Teilmenge N C X heifit Umgebung von x € X |, wenn
Je>0 mit K(r,e) C N .

Eine Teilmenge D C X heifit dicht, wenn D = X ist, i.e.
VeeX Ve>0 gilt K(z,e)ND#0.

Gibt esin (X, d) eine abzdhlbare dichte Teilmenge, dann heifit der Raum
separabel . So ist etwa der R" separabel, weil die Menge der Punkte
mit rationalen Koordinaten abzahlbar und dicht ist.



Definition. Ein metrischer Raum (X, d) heifit lokal kompakt, wenn
jedes 2 € X eine Umgebung N, besitzt sodass N, kompakt ist.

So ist etwa der R" lokal kompakt, aber nicht kompakt.

Definition. Eine Folge (a,) in (X,d) heiit Cauchy-Folge, wenn
Ve>0 AN €N mit d(ay,an) <e Vn,m>N..

(X, d) heifit vollstdndig, wenn jede Cauchy-Folge in X konvergiert.

(Vollstandige normierte Rdume heiflen Banachriume, vollstandige Innere-
Produkt-Rédume heilen Hilbertraume)

Zu jedem metrischen Raum (X, d) gibt es einen vollstdndigen metrischen
Raum (Y;d) mit folgenden Eigenschaften

1. 4 eine Isometrie 7: X — Y

2.1(X)=Y ,ie ¢(X) ist dichtin Y .

Der Raum (Y, 0) ist bis auf Isometrie eindeutig bestimmt und heiit die
Vervollstandigung von (X,d) . So ist etwa R die Vervollstindigung
von Q.

Ein separabler, vollstandiger metrische Raum heifft auch ein polnischer
Raum .

Definition. Sei V ein K-Vektorraum. Ein inneres Produkt oder
Skalarprodukt auf V ist eine Abbildung (,):V xV — K mit

L. {(z,z) >0 , (z,2)=0 & =0

2. (y,z) = (v, y)
3. {x+y,z) ={(x,2) + (y, 2)
4. (Az,y) = Mz, y)



Satz. (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung)

[z, )P < (@, 2) - (y, )

(Gleichheit gilt genau dann, wenn x und y linear abhingig sind)

Damit kann nun gezeigt werden, dass durch
2]l = vz, z)

eine Norm (und damit auch eine Metrik) auf V definiert wird und die
Cauchy-Schwarzsche Ungleichung schreibt sich dann in der Form

[{z, )| < [l ]l lyl]

Eine wichtige (und elementar nachzuweisende) Eigenschaft von Inneren-
Produkt-Raumen ist die Parallelogrammgleichung

lz + Il + llz = ylI* = 2)|z[* + 2[|y [

Weniger trivial ist folgende Approximationsaussage, wo die Vollstandigkeit
des Raumes benotigt wird

Satz. Sei H ein Hilbertraum, U ein abgeschlossener Unterraum und
ac H\U .

Dann gibt es genau ein x € U mit |ja —z| = in(fj la—yl -
ye

Fiir dieses z gilt zudem (a —z,y) =0 VyeU.

Definition. Seien X,Y normierte Raume und A : X — Y linear.
Dann heiit A beschrankt, wenn

[Al = sup{[|Az]| : 2 e X, [lof] <1} < o0

Folgende Aussagen gelten
Az
o Al =sup{iaz] - xe X, flall =1} = sup 5

]

e ||A]| ist die kleinste Zahl K mit der Eigenschaft



|Az|| < K||z|| Vx€ X . Damit auch ||Az| < ||A||||z]] Vze X .
e A ist beschrankt < A ist stetig.

e Die Menge aller beschrankten linearen Abbildungen A : X — Y
wird mit L(X,Y) bezeichnet. L(X,Y) ist ein Vektorraum und ||A]| eine
Norm auf L(X,Y) .

Ist insbesondere Y = K, dann heifit A : X — K ein Funktional .

Von zentraler Bedeutung im Rahmen der Hilbertraume ist der sogenannte
Darstellungssatz .

Satz. Sei H ein Hilbertraum (iiber K) und A: H — K linear und
stetig.

Dann gibt es genau ein a € H | sodass Ax = (x,a) Vz € H .

Beweis. Gilt Az =0 Vx,setze a=0.

Ansonsten sei U=Ker A={zx € H : Az =0} . Dannist U # H und
(wegen der Stetigkeit von A) ein abgeschlossener Unterraum.

Wegen vorher 3z € H mit ||z]|=1 und (z,2) =0 VzeU.
Wir setzen nun u = (Ax)z — (Az)x , wobei = € H beliebig ist.
Au= (Az)(Az) — (A2)(Az) =0 = w e U und damit (u,z) =0.
0= (u,z) = {(Ax)z — (A2)z, 2) = Az — (A2){x,2) = Aw — (=, (A2)z)

Mit a = (Az2)z gilt dann Az = (x,a) V2 € H .

Fiir ein (weiteres) b€ H mit Ax = (z,b) Vo € H gilt offenbar
(x,a) =(x,b) YoxeH bzw. (r,a—b)=0 VzreH.
Speziell fir * =a — b erhalten wir

la—0b*={(a—ba—0b)=0,also a=b. O



Definition. Sei K=R oder K=C, (X,d) ein metrischer Raum und
f: X —=>K.

(i) Die Menge suppf ={zx € X : f(x)+# 0} heiit der Trager von f .

(i) Man sagt ”f verschwindet in o0” wenn es zu jedem ¢ > 0 ein
K e K(X) gibt mit |f(z)] <e firalle z ¢ K .

Folgende Raume von Funktionen sind von besonderer Bedeutung.
e C(X,K)={f: X >K : f stetig}

o (h(X,K)={f:X —>K : f stetig und beschrankt}

o C.(X,K)={f:X—=>K : f stetigund suppf kompakt}

o Ch(X,K)y={f: X —>K : f stetigund f verschwindet in co}

Bemerkung. Die Réume Cy(X,K) und Cy(X,K) sind Banachraume
beziiglich der Supremumsnorm

/]l = sup [f(z)] -
zeX

Des weiteren kann man zeigen, dass C.(X,K) dicht in Cy(X,K) liegt.



