32. Differentialrechnung in mehreren
Variablen

Bislang haben wir Funktionen f:R — R | y = f(z) betrachtet, wo die
Variable z die einzige unabhangige Variable war. Man spricht daher auch
von Funktionen einer Variablen.

Von Interesse sind naturlich auch Funktionen
fR" R | 2= f(x1,...,2,)

von mehreren unabhangigen Variablen.

Beispiel.

e Die Temperaturverteilung in einem raumlichen Bereich zu einem
gewissen Zeitpunkt kann durch eine Funktion

T=T(x,y,21t) , (x,y,2)... Raumpunkt , ¢ Zeitpunkt
angegeben werden.

e Die Gravitationskraft zwischen zwei Massen mj,moy im Abstand
Va2 +y?+ 22 ist durch

F=~- xQT;szQ , ... Gravitationskonstante

gegeben.
Weitere Beispiele.

1) Lineare Funktionen
Z2=a121 + asTo + ...+ apr, +b , a;,beER

Etwa 2= —x1+ bz + 323 — Ty

2) Polynome



N M
In zwei Variablen: > > a;2'y! |, a;; € R
i=0 j=0

Etwa 2z =4+ ay? — 23y + 225°

3) Rationale Funktionen als Quotient von zwei Polynomen.

Oft verwendete Schreibweisen:
fir n=2 : z= f(x,y)
fir n=3 : w= f(z,y,2)

Bemerkung. Im Falle z = f(z,y) wird einem Punkt P(x,y) € R?
eines Bereiches der Ebene eine reelle Zahl z zugeordnet, wodurch sich ein
Punkt Q(z,y,z) des Raumes ergibt.

Etwa z = f(z,y) = 2%y +4
(2,1) — 8 , also P(2,1) liefert Q(2,1,8)

Fiir ein "verniinftiges” f erhalten wir dadurch geometrisch eine Flache
im R3 .

Kartesisches Koordinatensystem 2= f(z,y) = (mg ¥ 3y2) 51—(z2+y2)

Setzen wir z = c... const. , erhalten wir durch f(z,y) = ¢ die
Niveaulinien (wir schneiden die Fliche 2z = f(z,y) mit der Ebene
z=c).

Bei Landkarten sind dies die Hohenschnittlinien.



Um Flichen im R? zu skizzieren, kann man folgendermafien vorgehen:
1) Man beachte eventuelle Symmetrien.

2) Wenn eine der Variablen z,y oder =z fehlt, ist die Fliche ein
”Zylinder” parallel zur Achse der fehlenden Variablen, sein ” Querschnitt”
ist die Kurve, die durch die Gleichung in den beiden anderen Variablen
beschrieben wird.

3) Im Falle z = f(x,y) bestimme man die Niveaulinien fiir geeignete
Werte ¢ und ”"verbinde” diese Niveaulinien ”glatt” miteinander.

Verwende eventuell auch die Kurven, wenn man x =0 oder y =0 setzt.

4) Ist die Flache in impliziter Darstellung F(x,y,z) = C' gegeben, 16se
nach einer Variablen auf und gehe nach Punkt 3) vor.

Oder setze x = const. und zeichne die entsprechenden Kurven in der
Ebene x = const.

Analog fiir y = const. und z = const.

Beispiel. 2 =a2?+y* (bzw. z==£\/2?+y?)

Symmetrisch bzgl. der x— und der y— Achse.

Fir z = ¢ = const. ergeben sich konzentrische Kreise mit Mittelpunkt
auf der z—Achse und Radius |c| .

Durch Setzen von x = 0 erhalten wir die Schnittkurve der Flache mit der
yz—Ebene. Dies ist das Geradenpaar z = +y .

Durch Setzen von y = 0 erhalten wir die Schnittkurve der Flache mit der
xz—Ebene. Dies ist das Geradenpaar z = £z .



Insgesamt ergibt sich ein Drehkegel mit Spitze in (0,0,0) .

Beispiel. z = 22 + ¢?

Symmetrisch bzgl. der x— und der y—Achse, und es muss z > 0 sein.
Fiir z = c¢ > 0 ergeben sich konzentrische Kreise mit Radius +/c .

Die Schnittkurven mit der yz—Ebene bzw. der xz—Ebene sind die Para-
beln z =19% bzw. z=2%.

Insgesamt ergibt sich ein parabolischer Drehkegel.

Beispiel. z = 2

Die Variable y tritt nicht auf.

2

In der zz—Ebene liegt die Parabel z = x* vor, die die Erzeugende eines
Zylinders ist, weil diese Relation fiir alle y € R gilt.

Die Flache ist ein parabolischer Zylinder.
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Beispiel. 2? + y? + 2% = R?

Dies ist die Gleichung der Kugeloberflache.
Durch Auflosung nach z ergibt sich formal

,z::I:\/RQ—x?—y2

z = —l—\/ R? — 22 — 42 beschreibt die obere Halbkugel, und
z=—y/R?— 22— y? die untere Halbkugel.

Man beachte, dass stets z? + 3% < R? ist.

Definition. Der Definitionsbereich von f(x,y) bzw. f(z,y,z) ist
jener Teilbereich des R? bzw. R3 | fiir den f erklirt ist.

(Dabei sind wieder Wurzelausdriicke, Logarithmus etc. zu beachten.)



Beispiel. z = f(z,y) =2y ++y—Inz .

Hier muss =z >0 und Inz <y sein.

Beispiel. 2z = .,/7y .

Definiert fuir zy >0 < x>0, y>0 oder x <0, y <0

Definition. Die Funktion f(z,y) heifit stetig im Punkt (xg, o), falls
gilt

lim  f(z,y) = f(xo, v0)

(z,y)—(w0,Y0)

f(z,y) heifit stetig in einem Bereich D, wenn f stetig in jedem (z,yo) €
D ist.

Die Notation lim  f(z,y) = A bedeutet,
(I,y)%(zo,yo)

dass fiir eine beliebige Folge (z,,vy,) , T, # To , Yn # Yo mit lim z, =
n—oo

rg und lim y, = yo die Folge f(x,,y,) der Funktionswerte gegen A
n—o0

konvergiert.

Bei jeder Art der Anndherung an die Stelle (z,yg) muss also stets derselbe

Grenzwert auftreten!

T




Satz. Summe, Differenz und Produkt von stetigen Funktionen sind wieder
stetig. Der Quotient von stetigen Funktionen ist an allen Stellen stetig, wo
die Nennerfunktion ungleich Null ist.

Insbesondere sind Polynome stetig, und rationale Funktionen an all jenen
Stellen, wo die Nennerfunktion ungleich Null ist.

Beispiel.
2?2
Betrachte z = f(x,y) = **1¥°
0 wenn  (z,y

N~—"
N
Y
=
=)
N~—

wenn  (z,y

N~—"
I
Y
=
O
N~—"

Die (rationale) Funktion ist in allen (z¢,yo) # (0,0) stetig.

Zur Untersuchung von (zg,yo) = (0,0) verwenden wir die Polardarstellung
mit z =rcosy , y =rsiny und erhalten

Z = 12 cos? p—r? sin® — r?(cos® p—sin’ ) = COS 280
72 cos? p+r2sin’ o 72 (cos? p+sin’ )
lim z;yi = lim cos 2¢ = cos 2¢
(2:9)=(0,0) w0

Fir unterschiedliche Winkel erhalten wir unterschiedliche Grenzwerte, also
ist die Funktion nicht stetig in (0,0) .

Sei xn:%, yn:% V n . Dann gilt z, -0 und y, — 0.

f(xmyn):ﬁ 112:0_>0

Bei Wahl von =z, = % , Yo =3 V n erhalten wir



4 1
f(xnayn): éJri :§—>%

Q
S

Wegen unterschiedlicher Grenzwerte liegt Unstetigkeit in (0,0) vor.

Beispiel.
(m2—y2)2
Betrachte z = f(x,y) = 22412 wenn  (x,y) # (0,0)
0 wenn  (z,y) = (0,0)
Zur Untersuchung von (xg,y9) = (0,0) verwenden wir wiederum die

Polardarstellung mit = =rcosy , y = rsiny und erhalten

2

o (r? cos? p—r? sin? ©)% _ r*(cos? p—sin®p)? TQ C082 9
© r2cos? p4r? sin® ©  12(cos? np—|—sin2 0) ¥
2 2\2 .
lim % = lim 72 cos?2p = 0
(z,9)—(0,0) Y r—0

Damit liegt Stetigkeit in (0,0) vor.

Beispiel.
sinz cos y 0
Betrachte z = f(x,y) = - wenn T #
cosy wenn =20
lim  S22C0SY )iy ST Jiy cosy = 1
(z.)—(00)  * 750 T 50

Weil 1 # f(0,0) , ist die Funktion unstetig in (0,0) .

Definieren wir allerdings den Funktionswert an der Stelle (0,0) neu durch
f(0,0) =1, dann erhalten wir eine stetige Funktion.



— SINXCOSY
2z =

Zur Erinnerung. Die Ableitung einer Funktion f(z) in einer Variablen
x an der Stelle xy war definiert durch

_ df _ i L @oth)—f(zo)
/(o) = (o) = lim Lzeli=tz)

Nun betrachten wir eine reellwertige Funktion f(x,y) in zwei Variablen
und wollen ebenfalls eine Ableitung an einer Stelle (z,yy) definieren.

e Wir schneiden die Flache z = f(x,y) mit der Ebene x = zy . Die
Projektion der Schnittkurve der beiden Flachen in die yz—Ebene ist

z = f(x0,y) = ¥(y)

Die Steigung der Tangente an diese Kurve in g, ist dann

%(3/0) = Ilclir(l) ?P(y0+k2—¢(yo) _ ,lcli% f($o7yo+k]2—f($o,yo) _. %($0> o)

Diesen Ausdruck bezeichnet man als partielle Ableitung von f(z,vy)
nach y an der Stelle (xg, o) -




e Wir schneiden die Fliche 2z = f(z,y) mit der Ebene y = y . Die
Projektion der Schnittkurve der beiden Flachen in die zz—Ebene ist

2= f(x,y0) = ()

Die Steigung der Tangente an diese Kurve in 1z, ist dann

plzoth)—o(@o) _ 15 L@othye)—flzoye) . Of
h

d .
42 () = lim liy o) 4

dzx h—0

(0, ¥o)

Diesen Ausdruck bezeichnet man als partielle Ableitung von f(x,vy)
nach x an der Stelle (xg,yo) -

Man verwendet auch die Schreibweisen
of

a—x(xo,yo) = fo(0,%0) %(xo,yo) = fy($07y0)
Beispiel. f(z,y) = 2%y

v3+2z0h+h?—x3

2. 2
(zo+h) hyo ToYo _ Yo lim 3
h—0

%(wopyo) = 112%

= Yo hm(2x0 + h) = 2$0y0
h—0

2
(yo-HIz) Yo _ 332 lim

Analog % = i
nalog 5 (20, 70) = lim o lim

Yo+k—10 2
k—0 k

:xo

An einer beliebigen Stelle (x,y) ist g—i = f, damit gleich 2zy , und
af = f, ist gleich z?.
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Bemerkung.

Bei der praktischen Bestimmung von % wird x als einzige unabhangige

Variable angesehen und die iibrigen Variablen als Konstanten (oder Pa-

rameter) und die iibliche Ableitung wird gebildet. (Analog fiir g—;)

9L(x0,10) beschreibt den linearen Anteil der Anderung des Funktions-
Ox

wertes von f an der Stelle (zg,yo) in Richtung der x— Achse.

ﬁ(arzo,yo) beschreibt den linearen Anteil der Anderung des Funktions-
y

wertes von f an der Stelle (zg,yo) in Richtung der y—Achse.

Bemerkung. Schneiden wir die Flache z = f(x,y) mit der Ebene
y = Yo , dann hat die Schnittkurve die Parameterdarstellung (mit = als
Parameter)

x 1
T(x) = Yo mit Tangentenvektor ¢ = 0
f(z, o) fa(,90)

Schneiden wir die Flache z = f(z,y) mit der Ebene z = z , dann hat
die Schnittkurve die Parameterdarstellung (mit y als Parameter)

) 0
T(y) = Y mit Tangentenvektor ty = 1
f('r()ay) fy(x07y)
Definition. Die partielle Ableitung einer Funktion f(x1,z9,...,z,) in

n Variablen nach der Variable z; ist

f(iL’l,...,iL’i_l,xi+h,l’i+1,...,iL'n)7f((L'1,...,mi_1,$i,$i+1,...,$n)

Bei der praktischen Berechnung wird wiederum z; als einzige unabhangige
Variable angesehen und die iibrigen Variablen als Konstante.

Die partiellen Ableitungen % sind wiederum Funktionen. Sind diese

stetig, dann heifit die Funktion f stetig differenzierbar .
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Bemerkung. Ist eine Flache z = f(x,y) gegeben und P(xq, yo, f (o, o))
ein Punkt der Flache, dann ist die Gleichung der Tangentialebene im Punkt
P gegeben durch

z = 20+ fo(20,%0) - (x — x0) + fy(To, %) - (¥ — Vo)

Auch fiir Funktionen mehrerer Variablen gibt es eine Kettenregel.

Zur Erinnerung: Sei y = f(z) eine Funktion einer Variable und
xr = ¢g(t) , dann kénnen wir

y = f(g(t)) = F(t) bilden.

Es gilt dann:  F'(t) = %-% — %.Z_ﬂg

Sei nun z = f(x,y) und gelte x = g(t) und y = h(¢) . Dann kénnen
wir

z = F(x(t),y(t)) = F(t) bilden.
Hier gilt nun

9 9
F(t) = a—ﬁ lorn(ey) 9 () + o oty P () =

dat — oz dt

9f ey of) Ay _ 0z dsy Dz dy
Ox (z,y) dt Oy H(zy) dt dt Oy

2

Beispiel. Sei z =z’ und x = cost, y =sint .

Wir konnen direkt einsetzen und erhalten
F(t) = cos®t - et mit
F'(t) = 2cost - (—sint) - ™! + cos’t - e - cost =

= ¢S (—2costsint + cos® t)

14\ — dz _ 0z  d 0z  dy __
Oder F'(t)=G =5 "Gt &=
= 2zeY(—sint) + x%e¥ cost =

= —2cost - M. gint + cos*t - ¥ . cost = S0 (—2costsint + cos? t)

12



Als néchstes betrachten wir den Fall z = f(z,y) mit = = p(u,v) , y =
(u,v) .

Wir haben also z = f(¢(u,v), ¥ (u,v)) = F(u,v) .
Dann gilt

_ 0z _Of 9z, Of Oy _
==+ =t vut fym

0 0 0 0 0
w=F= Frg w =Lty

Beispiel. Sei z=2y mit z =u*+v?, y=u®—0%.

Wir konnen wieder direkt einsetzen und erhalten

z= W+ (u?—v*) =ut —vt mit 2z, =4?, 2z, = —43 .

Oder mittels

fI:ya fy:xa .CUU:2U, ZUUZQU,yu:QU, yv:—2'U und

=fo Tyt fy Y=y 2utx-2u=
= (u? — v?)2u + (u? + v?)2u = 4u?

=fo v+ fy-yp=y-204+2-(—2v) =
= (u* — v})2v + (u* + v?)(—2v) = —4?

Die partiellen Ableltungen 35 \ und 4 beschreiben in gewisser

(x0,%0) dy ‘(xo,yo)
Weise die Anderung des Funktionswertes an der Stelle (zg,7) in die

beiden Koordinatenrichtungen.

Nun untersuchen wir die Ableitung in eine beliebige Richtung. Dazu legen
wir eine Gerade ¢ durch den Punkt (zg,y9) und verwenden einen

normierten Richtungsvektor 75 (d.h. ||75]| =1).
. . . cos & .
Dieser Vektor kann in der Form 1y = sino ) geschrieben werden,

wobei « der Winkel zwischen der Geraden und der positiven x—Achse

13



ist.

Mit =5 —a ist 75= ( zg:g ) ,und S ist der Winkel zwischen der

Geraden und der positiven y—Achse.

sina 70

(z0, 40)*cs o

Die Gerade g : f:<§gig>:<§§)+t<zzzg>

liefert eine Kurve I' auf der Fliche z = f(z,y) , ndmlich

x(t) xy + t cos o
I g(t) = y(t) = Yo +tcos 3
fa(t),y(t)) f(@o + teosa,yo + tcos B)

Dem Flachenpunkt P(zg,yo, f(x0,40)) entspricht dabei der Parameterwert
t=20.

Der Tangentialvektor an die Kurve I' im Punkt P ist

. COoS (v
t=9l,_g= cos 3
fe(T0,Y0) cos a + fy (0, yo) cos B

Die 3. Komponente von t ist offenbar

. t cos a,yo+t cos B)— f(xo,Y0)
Jim Lot
t—0 t
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und beschreibt somit die Anderung des Funktionswertes in Richtung 7 .

Definition. Sei z = f(z,y) eine Fliche und rj = ( EZZZ > , ol =1

(und B =7 — ) eine Richtung in der xy—Ebene. Dann heifit

Dy, f(x0,90) = fa(w0, yo) cosa + fy(on; Yo) cos 3

die Richtungsableitung von f im Punkt P(zg,1yo) in Richtung 7 .

Bemerkung. Speziell ergibt sich

=l

0= ( (1) ) = Dj, f(x0,%0) = fu(0, %)

=l

0= ( (1) ) = Dy, f(z0,y0) = fy(z0,y0)

Beispiel. Man ermittle im Punkt P(1,1) die Richtungsableitung der

Funktion f(z,y) = x+22*—3zy+10 in Richtung des Vektors 7= ( i >

)-(5)-

: : LS 3
Der normierte Richtungsvektor ist ry = % ( A ) = (

GOt w

fo=14+4x—-3y = f.(1,1)=2
fy=-3x = f,(1,1)=-3

Dy f(1,1) = fo(1,1) - cosa+ fy(1,1) -cos B =23 = 35 = —35

Definition. Funktionen f :R" — R nennt man auch Skalarfunktionen

oder Skalarfelder, weil einem Punkt des n—dimensionalen Raumes ein
Skalar (Zahl) zugeordnet wird.

Funktionen ¢ : R" — R" nennt man auch Vektorfunktionen oder
Vektorfelder, weil einem Punkt des n—dimensionalen Raumes ein Vektor
zugeordnet wird.
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Beispiel.

(a) Wasserstromung: jedem Punkt wird der (Stromungs)geschwindigkeitsvektor
zugeordnet.

Geschw. Vektor

W\

Feldlinie

(b) Die laminare Stromung in einer zidhen Fliissigkeit in einem koaxialen
0
Rohr folgt dem Gesetz von Hagen-Poiseuille ¢ = | R? — 22 — y?

Definition. Ist f(x,y) stetig differenzierbar, dann heifit der Ausdruck

grade(%)-f( )(f)
oy ty

der Gradient von f .
0

Der Operator V = ( % ) heifit Nabla-Operator.
Jy

af
of
y

<

Hier ”wirkt” also der Nabla-Operator auf eine Skalarfunktion f , und das
Ergebnis ist die Vektorfunktion grad f .

Bemerkung. Die Richtungsableitung kann damit in folgender einfacher
Form angeschrieben werden

Dy, f(o,90) = grad f|p, 7o
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(Skalarprodukt von zwei Vektoren)

Bemerkung. Analog ist der Gradient fiir Funktionen in drei Variablen
(bzw. n Variablen) definiert

fl’ fl‘l
grad f = | f, bzw. ( grad f = : )
f [z,
Die Richtungsableitung einer Funktion f(z,y,z) in Richtung 7 ,
wobei ||79]| =1, im Punkt Py(zo,yo,20) kann analog angegeben werden
durch

Dy, f (o, Yo, 20) = grad f |P0 70

Der (normierte) Richtungsvektor 7 kann wiederum in der Form

cos v
cos 3 geschrieben werden.
COS 7Y

—

To

Dabei sind «, 3,7 die Winkel, die der Vektor 75 mit den Koordinaten-
achsen einschlief3t.

Bemerkung. Der Gradient von f weist immer in Richtung des starksten
Anstiegs des Funktionswertes.

Beweis. Es gilt

Dy, f (0, yo, 20) = grad f|p, 70 = [lgrad f[p || - [[70]| cosyp =

= lligrad f[p, || - cos ¢
Dabei ist 1) der Winkel zwischen den Vektoren grad f|p und 7j .
Dz f(xo,y0,20) wird maximal < cosyy =1 < =0 O
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Bemerkung. Der negative Gradient —grad f |, gibt die Richtung der
starksten Abnahme des Funktionswertes an.

P(z,y) P(x,y,2)
Definition. Fir ein Vektorfeld ¢ = (Q ’ ) bzw. U= | Q(z,y,2)

([L”y) R(:U,y, Z)
heif3t
0
R . 9z P(z,y) opP
divi=V- 0= ax)-( ’ > + bzw.
<% Qx,y) )
% P(z,y,2) .
divi=V- 0= @ Q(gj,y, ) 8x+8y+3z
2 R(z,y, 2)

die Divergenz von v .

Bemerkung. Bei Bildung der Divergenz wird also einem Vektorfeld ein
Skalarfeld zugeordnet.

Bemerkung. Ein Vektorfeld v heifit quellenfrei, wenn an allen Stellen
div v =0 gilt.

In einem Bereich, wo div ¥ > 0 ist, existieren Quellen (Ausgangspunkte

von Feldlinien).

In einem Bereich, wo div ¢ < 0 ist, existieren Senken (Feldlinien ver-
schwinden).

x%)
Definition. Fiir ein Vektorfeld 7= | Q(z,y, 2) ) im R3 heifit
x%)
i P(z,y, R, - Q-
rot T=Vxi=| 2 | x Qx% P,— R,
% R(z,y,2) Q@ — P,
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die Rotation von v .

Bemerkung. Bei Bildung der Rotation wird also einem Vektorfeld wieder
ein Vektorfeld zugeordnet.

Beispiel. Das Gravitationsfeld einer Masse im Ursprung des R3 ist
gegeben durch
1

— 1
V= I‘ad = = rad —
g r g /$2+y2+22

Die erste Komponente von ¢ (analog werden die anderen Komponenten
bestimmt) lautet

9 1 — 1 2z =z
0 | [p2 42y 2 2 (g24y2422)3 3
X
3
Also 7= -4
-
_z
T3
Weiters gilt
0 (_x\ _ _ 1 | 322 O(_yyN_ 1 , 3
w—m) == —mt5r, glem) =5+
0 zZ\ 1 322
2:(—w) =~
Damit ist
o= 132 1 321 0322 3 34yt
leU——r—3+r—5—r—3+TL5—T—3+T—5——T—3+T—5—O

Somit ist ¥ quellenfrei.

Bemerkung. ¢ ist ein sogenanntes Gradientenfeld, d.h. es existiert

Ja
eine Skalarfunktion f sodass v =grad f = | f,

IE

Fiir die Rotation eines Gradientenfeldes gilt
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Bemerkung. Ein Vektorfeld @ , wo tiberall rot @ = 0 gilt, heift
wirbelfrei . Also sind im speziellen Gradientenfelder wirbelfrei.
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