Gewohnliche Differentialgleichungen

Vorbemerkungen.
Eine gewohnliche Differentialgleichung ist eine Gleichung, wo neben einer

gesuchten Funktion y(z) auch deren Ableitungen 3’ y” etc. auftreten,

z.B. y" +cosz-y'y’ =€ . Eine Funktion ¢(z) , welche eine vorliegende

Differentialgleichung identisch erfiillt, heisst Losung der Differentialgle-
ichung.

Die Ordnung einer Differentialgleichung ist der Grad der hochsten auftre-
tenden Ableitung (obiges Beispiel wére eine Differentialgleichung 3. Ord-
nung).

Fir Differentialgleichungen 1. Ordnung gibt es
e die explizite Form : ' = f(x,y) bzw. 2’ = g(x,y)
Gesucht ist dabei y(z) bzw. x(y) .

e die symmetrische Darstellung : P(z,y)dr + Q(z,y)dy =0
(Aus 3/ = % = f(x,y) ergibt sich dann etwa f(z,y)der —dy=0)

Exakte Differentialgleichungen

Zur Wiederholung: das totale Differential einer Funktion F(z,y) ist
gegeben durch dF = Fydx + F,dy .

Definition. Eine Differentialgleichung P(z,y)dx + Q(z,y)dy = 0 heisst
exakt, wenn es eine Funktion F(x,y) gibt mit

F,=P und F,=Q,

d.h. Pdx + Qdy ist das totale Differential von F', und die Differential-
gleichung hat somit die Form dFf' =0 .

F(x,y) heisst dann Stammfunktion.



Satz. Fir einfach zusammenhangende Gebiete gilt:

Pdx + Qdy = 0 ist exakt genau dann, wenn die sogenannte Integra-
bilitatsbedingung erfillt ist, d.h. wenn P, = @), .

Beispiel. Sei (ycosx + 2xe’)dzr + (sinx + 2%e¥ — 1)dy =0 .
P(x,y) =ycosx + 2ze! = P, = cosz + 2zeY
Qx,y) =sinz + 2%¢Y —1 = Q, = cosx + 2zeY

Die Differentialgleichung ist damit exakt.

Beispiel. (z + y)dr + y?dy = 0 ist nicht exakt.
(Py=1, Q,=0)

Satz. Die allgemeine Losung einer exakten Differentialgleichung ist
F(z,y)=C , C € R ...const.

Dabei ist F' eine Stammfunktion. Es sei weiters erwahnt, dass sich zwei
Stammfunktionen zu Pdz + Qdy = 0 nur durch eine additive Konstante
unterscheiden.

Sei nun P(z,y)dxr + Q(z,y)dy = 0 exakt, d.h. es existiert eine Funktion
F(r,y) mit F, =P, F,=0Q .

Wie kann F'(x,y) gefunden werden?

1. Moglichkeit

Wir integrieren F, = P nach x und erhalten
F(z,y) = [ P(x,y)dz = P*(z,y) + ¢(y) -

Aus F, = (@ folgt dann

Pr+dy)=Q = dy)=-F+0Q = o)

(Die Integrabilitatsbedingung gewahrleistet, dass ¢'(y) nur eine Funktion
von y ist!)



2. Moglichkeit

Wir integrieren F, = () nach y und erhalten
F(z,y) = [ Qz,y)dy = Q*(z,y) + () .

Aus F, = P folgt dann

Q+i(@)=P = ¢(z)=-Q;+P = 9()

(Die Integrabilitdtsbedingung gewéhrleistet, dass ¢'(z) nur eine Funktion
von z ist!)

Beispiel. Wir betrachten die Differentialgleichung von vorher

(y cosz + 2xe¥)dx + (sinz + 2% — 1)dy = 0
Diese ist exakt, P(x,y) =ycosz + 2xe? , Q(x,y) = sinx + z%e¥ — 1 .
F = [P(z,y)dz = [ (ycosz + 2ze¥)dr = ysinz + x%e + ¢(y)
Wegen [, = () erhalten wir nun
sinz + 2%e¥ + ¢'(y) =sinz + 2% —1 = Jy)=—-1 = oy)=—y
(da wir nur eine Stammfunktion bendtigen).

Folglich ist F(x,y) = ysinz + 2%¢¥ — y eine Stammfunktion und die
allgemeine Losung der Differentialgleichung ist
F(x,y) =ysinz + 2% —y=C , CeR.

(D.h. fiir jeden Wert C € R ergibt sich eine Losung, es liegen also
unendlich viele Losungen vor.)

Beispiel. (tany — 3z%)dr + —%-dy = 0

cos?y

P =tany — 32> = Py:@ Q=" = Qp=—

cos? y cos?y
Die Differentialgleichung ist also exakt. Aus F, = @) folgt nun
F=[-2-dy=zxtany+ () .

cos?y




Aus F, = P ergibt sich nun tany +¢/(z) = tany — 32> = '(z) =
-3z = Y(z)=—-a>.

Folglich ist F(z,y) = xtany — 23 = C' die allgemeine Losung der Differ-
entialgleichung.

Ist Pdx+ Qdy = 0 nicht exakt, dann kann die Differentialgleichung unter
Umsténden durch Multiplikation mit einem geeigneten Faktor u(z,y) in
eine exakte iibergefiihrt werden (welche dieselbe Losungsgesamtheit wie
die Ausgangsgleichung besitzt).

Wenn wir  Pdz + Qdy = 0 mit einer Funktion p(z,y) multiplizieren,
erhalten wir (uP)dz + (uQ)dy = 0 . Damit diese (neue) Gleichung exakt
ist, muss gelten

(,LLP)y - (H’Q)ZE < P +pb, = @ + pQy
bzw. Qu. — Py, = p(Py — Qy)
Eine Funktion p(z,y) , welche dieser Bedingung geniigt, heisst integri-

erender Faktor oder Euler’scher Multiplikator der Dgl. Pdxz+Qdy =
0.

Obige Bedingung ist eine partielle Differentialgleichung fiir die Funktion
p(x,y) , und damit scheint die Situation verkompliziert worden zu sein.
Allerdings kann man daraus wichtige Spezialfille herleiten, von denen wir
zwei herausgreifen.

e Wir fragen, wann ein integrierender Faktor existiert, der nur von =
abhangt.

Also p = p(x) . Wir setzen dann p, = ¢/ , und es ist p, =0 .

! nyQz
Qi = (P~ Q) & &=

Dies bedeutet, dass P@’%Q‘” nur eine Funktion von x sein darf!

Integration nach x liefert dann

Py—Qz 1

ln\,u\:f%%daz = p=el 0




e Analog wird die Frage behandelt, wann ein integrierender Faktor ex-
istiert, der nur von y abhangt.

Also p = pu(y) . Wir setzen dann g, = g/ , und es ist p, =0 .

1 z*Py
~Pu = (P = Qo) & =25

Dies bedeutet, dass % nur eine Funktion von y sein darf!

Integration nach y liefert dann

In|p| = [ Pdy = = el FFtdy

Zusammengefasst:
_ Py—Qq
1) Héngt P?’TQ”” nur von = ab, dannist p = el @ i integrierender
Faktor.
.. — . Qu—P; .. .
2) Hangt Q“PPy nur von y ab, dannist u = e/~ 7 "% ein integrierender

Faktor.

Differentialgleichungen 2. Ordnung

Bei einer Dgl. 2. Ordnung fiir die Funktion y(z) treten im allgemeinen
die GroBen z,y,v/,vy” auf. In diesem Abschnitt sollen gewisse Typen der-
artiger Dgl. erwahnt werden, die auch relativ leicht gelost werden konnen.

Beispiel. In vielen Fragestellungen der Physik hat man es mit dem
zuriickgelegten Weg zum Zeitpunkt ¢ zu tun, bezeichnet mit s(t) .

Dann ist offenbar v(t) = $(¢) die Momentangeschwindigkeit zum Zeit-
punkt ¢, und b(t) = 0(t) = §(t) die Momentanbeschleunigung zum
Zeitpunkt ¢ .

Beim freien Fall im Vakuum ergibt sich die Dgl. § = g , wobei ¢ die
Erdbeschleunigung bezeichnet (g = 9.81-2;).

sec?

Einmalige Integration nach ¢ liefert wv(t) = gt + Cy , und nochmalige
Integration nach ¢



s(t) = g5 + Oyt + Cy .

Hier treten bei der allgemeinen Losung zwei beliebige Konstanten Cf, Co
auf, welche durch Zusatzbedingungen, wie etwa Anfangsbedingungen (AB),
festgelegt werden konnen.

Zum Zeitpunkt ¢y =0 moge etwa gelten: s(0) =0 und v(0) =0 .
Wird s(0) =0 in die allgemeine Losung eingesetzt, erhalten wir Cy = 0

Wird v(0) =0 in die Gleichung v(t) = gt + C; eingesetzt, erhalten wir

Diese spezielle Losung stellt das bekannte Fallgesetz s(t) = g% dar.

Typ A : y' = f(z)

Hier treten y und v’ explizit nicht auf. Die Losung ergibt sich durch
zweimalige Integration

y = [ f(x)dx + Cy = g(z) + Cy
y:f(()—l—C’ldx—i—Cg fg dl’-’-Cll’—l-CQ

Typ B : ¢ = f(z,v)

Hier tritt y explizit nicht auf. Wir wéhlen die Substitution p(z) = y/(z)
und erhalten die Differentialgleichung 1. Ordnung p'(x) = f(z,p) fur

p(x) .

Beispiel. (1 —2%)y" —zy =0 fir |z|<1.

plz) =9y (z) = (1—$2)p/—xp:0 bzw. %: e %: T _dr

1-—z 1—22
. d —2
Integration liefert [ ?p = | 'zdr = —5 —5dT
also In[p|=—1In[l —2?+In|Cy|.
. C C
Damit \p\:\/'% = P=72= » C1ER



C C
p=y=gtm = v=) e

dx = Cy arcsinx + Csy

Typ C: y" = f(y,¥/)
Hier tritt « explizit nicht auf. Wir wéahlen die Substitution ¢'(z) =
p(y(x)) = p(y) -

Mit y" = %(p(y(x))) = 3—5 : % = p'p erhalten wir die Dgl.

p'p=f(y.p)
fiir die Funktion p(y) .

Beispiel. (y+ 1)y’ +4?=0

Mit v =p(y) , ¥’ = p'p erhalten wir
(y+1)pp+p°=0 bzw. plly+1)p'+p/ =0

Falll: p=0 & ¢ =0 & y=0C;, CieR

Fall2: (y+1)p'+p=0
) ) d
Dies liefert (y +1)z> = —p bzw.

P y+1
= Inlp|=—Inly + 1| +1n|Cy| bzw. p:%:y’

Lineare Differentialgleichungen zweiter und hoherer Ordnung

In der Vorlesung Mathematik 1 wurde bereits der Fall einer linearen Dgl.
1. Ordnung diskutiert. Diese hat die Form

ao(z)y' + ar(z)y = s(z) bzw. y' + g(z)y = s(z)

Eine lineare Differentialgleichung zweiter bzw. hoherer Ordnung hat die
Form

ag(2)y" + ar1(x)y’ + as(x)y = s(x)



ag(x)y” + ar(x)y” + ax(r)y’ + az(x)y = s(x)

ag(x)y(”) + al(:z:)y(”_l) + .. Fan(x)y = s(x)

Bemerkung. Zu gegebenen Funktionen ag(z),a1(z),...,a,(xz) konnen
wir einen Differentialoperator L betrachten, der einer Funktion y(z)
die Funktion

Llyl = ao(x)y"™ + ar(z)y"™ ) + ... + an(2)y

zuordnet.

Dies ist ein linearer Operator, d.h. es gilt
LCiy(z) + ... 4+ Chyn(x)] = C1LIy1 ()] + . .. + Cp L]y, ()]
fur C1,...,C, €R

Ciyi(z) + ...+ Cpyn(x) ist eine sogenannte Linearkombination der Funk-
tionen yi(x),...,y.(x) .

Definition.
Lly] =0 ... homogene Dg]l.
Lly] = s(xz) , s(x) #0 ... inhomogene Dg]l.

Satz. Sei L[y] =0 gegeben.

Dann bilden die Losungen dieser Differentialgleichung einen Vektorraum,
d.h. insbesondere

1) y =0 ist Losung, die sogenannte triviale Losung.
2) Sind y1,¥2,...,yr Losungen von L[y] =0, dann auch
Cryi1(x) + Coya(x) + ... + Cryr(x) , C1,Cs, ..., Cr €R

Beispiel. Wir betrachten y” — 3y +2y =0 .

Durch Einsetzen in die Dgl. sehen wir, dass die Funktionen w;(z) = €*



und ys(x) = €* Losungen sind.

Damit ist jede Linearkombination Ciy;(z)+ Chya(x) = Cre®+Cqe®* eben-
falls eine Losung , Cp,Cy € R | z.B. y(z) = 5e* — 3e** .

Definition. Die Funktionen yq,vs,...,yr heissen linear abhangig,
wenn es Konstanten C7,Cy,..., % gibt, die nicht alle gleichzeitig Null
sind, sodass

Ciyi(z) + Coya(x) + ... + Cryp(z) =0 V.
Ansonsten heissen die Funktionen linear unabhangig.

Beispiel. Die Funktionen yi(x) =1+, y(z) =2 -3z, y3(z) =
sind linear abhangig, weil

2y1 + (=) ya + (=5)ys =0

Beispiel. Wir betrachten yi(z) = e, yo(z) = * .
Aus Cie* +Che®* =0 V x folgt, dass C; +Che® =0 V.

Wiére Cy # 0, dann e* = —% ...const., ein Widerspruch. Also Cy =0

, und damit verbleibt C7; =0 .

Somit sind die beiden Funktionen linear unabhangig.

Satz. Sei L[y] =0 eine Differentialgleichung n-ter Ordnung. Dann gibt
es n linear unabhangige Losungen w1,%s,...y, und alle Losungen sind
gegeben durch

y(x) = Cryr(z) + Coya(x) + ...+ Cryn(z) , C1,Cy, ..., C, € R gegeben.

Sind irgendwelche n linear unabhéangige Losungen gegeben, dann nennt
man diese auch ein Fundamentalsystem (FS) .

Satz. Die Funktionen wi,%,...,y sind genau dann linear unabhéangig,
wenn die WRONSKI-Determinante ungleich Null ist:



n Y2 - Yk
Vi %o Y
Wz)=| W ¥ - Y |#0

k-1 (k-1 | k:—l
(1 ) e

Beispiel. Wir betrachten wieder y;(z) = e® und ys(z) = e** .

e? e : ..
Wi(x) = o 02 | = e3* £ 0 , also linear unabhingig.

Beispiel. Sei wieder yi(z) =1+2x, yo(z) =2 — 3z, ys3(x) =z .

l+z 2—-3x x
Wx)=| 1 —3 1| =0. also linear abhangig.
0 0 0

Homogene lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit
konstanten Koeffizienten

Diese haben die Form agy” + a1y’ + aoy = 0 mit ag,a,a9 € R, ag #0 ,
bzw.
V'+2y+2y=y"+py+qy=0.

Um Losungen zu finden, treffen wir den Ansatz y = e . Dann ist

y = XM und y" = \2eM |

Eingesetzt in die Dgl. erhalten wir die charakteristische Gleichung
A2eM 4 pheM +qer =0 bzw. AN +pA+qg=0

mit Al’gz—gﬂ: %—q

Dabei sind jetzt drei Falle zu unterscheiden.

Fall 1: %2 —q >0

Wir erhalten zwei reelle Werte A, Ao mit Ay # Xy , und zugehorige
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Losungen yi(z) = eM? | yp(x) = ™7 |

)\11‘ )\Q.T

€ €

N e | = P2 Ay 2

W(x) = ‘

Damit sind die beiden Losungen linear unabhangig, und die allgemeine
Losung der Dgl. ist

y(z) = CreM® + Che™® | C1,CH €R..

Beispiel. ¢’ — 3y +2y =0
Charakteristische Gleichung ist M2 =32 4+2=0 = M =2, My =1.
Somit ist die allgemeine Losung y(z) = C1e?* + Cye® , C1,Cy €R .

Fall 2: %2 —q¢=0 (innere Resonanz)

b

5 und die

Wir erhalten mit dem Ansatz nur einen Wert, namlich A = —
zugehorige Losung 41 (z) = e .

Ax

Durch Einsetzen in die Dgl. sieht man, dass ys(x) = ze’* ebenfalls eine

Losung ist.

6)@ .136)‘3:

Wix) = AeM (14 Ax)er

— 62)\1‘ 7& 0

Somit sind die beiden Losungen linear unabhangig, und die allgemeine
Losung der Dgl. ist

y(ilf) = Cle)‘x + CQ.%'GXE , C1,Cs e R.

Beispiel. 3" +2y +y =20
Charakteristische Gleichung ist A\ +2A+1=0 = \y=—1.

Also liegt innere Resonanz vor und die allgemeine Losung ist

y(az) = Cie ™ + Chxe™ , 01, CyeR.

Fall 3: Z —¢<0
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Wir erhalten zwei konjugiert komplexe Losungen Aj o = a=%if mit «, 8 €
R und f # 0, und suchen reellwertige Losungen y(z) .

Mit der Euler’schen Formel gilt e = cos(fz) + isin(Bz) und e ¥ =
cos(fx) — isin(fx) .

Damit ist g, = eM? = @87 = aweiBr — 0% (cog(Bx) + isin(Br)) und
Uy = 2% = elaTiB)T — par=ifr — o0t (cog(Ba) — isin(f))

Durch Einsetzen in die Dgl. stellt sich heraus, dass der Realteil e** cos(fz)

und der Imagindrteil e sin(fz) (bzw. —e*sin(fx)) reellwertige
Losungen der Dgl. sind.

Diese beiden Funktionen bilden ein Fundamentalsystem, weil

e cos(fSx) e sin(fx)

W =1 (0 cos(Br) — Bsin(Ba))eer (asin(a) + B eos(fa))e

620@5 ?é 0

Beispiel. Wir betrachten eine freie ungedampfte Schwingung, welche
durch " +w?y =0 mit w €R, w >0 gegeben ist.

Die charakteristische Gleichung ist A\? 4+ w? =0 = A5 = +iw . Hier ist
also a=0, f=w.

Damit sind ;(z) = cos(wx) und yo(x) = sin(wzr) Fundamentallosungen,
und die allgemeine Losung ist eine Linearkombination dieser beiden Losungen,
l.e.

y(x) = Cycos(wzx) + Cysin(wx) , C1,Cy €R..

Man beachte, dass wir hier periodische Losungen erhalten.

Homogene lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung mit kon-
stanten Koeffizienten

aoy(”) + a1y<n_1) + ...+ an—ly’ + ayy = 0 ; A € R y o 7é 0
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ey = \netr

Mit dem Exponentialansatz y = e | ¢/ = A
erhalten wir e/\f”(ao)\" +a N a, )+ a,) =0 bzw. das

charakteristische Polynom ag\" +a N\ '+ ...+ a1 A+a, =0.

Bemerkung. Das charakteristische Polynom P,(z) hat genau n kom-
plexe Nullstellen (von denen einige natiirlich reell sein kénnen).

Weiters gilt: ist )\]j a+1i8 , B # 0 eine Nullstelle mit der Vielfachheit
n; , dann ist auch A\; = o — i eine Nullstelle mit der Vielfachheit n; .

Satz. Esseien A1, Ao ,... , A, die verschiedenen Nullstellen von P, (x)
mit Vielfachheiten ny,ng,...,n,., (ng+na+...+n,=n).

Zu A; gibt es dann n; zugehorige linear unabhédngige Losungen, und
zwar

eij AT 2 0T

cxeNT | gPeht L g leNT

e’

Insgesamt erhalten wir dadurch ein Fundamentalsystem.

Ist \j=a+1i8 , 8#0 eine Nullstelle mit der Vielfachheit n; , dann
erhalten wir zum Paar (A;, ;) die 2n; linear unabhéngigen Losungen

e cos(Bx) , we® cos(fx) ..., " e cos(Bx)

e sin(Bz) , ve®@sin(Bx) ,..., 2% e sin(fx)

Inhomogene lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung

Zur inhomogenen Dgl. L[y] = s(x) haben wir die zugehorige homogene
Dgl. L[y =0 .

Satz. Ist yy(x) die allgemeine Losung der zugehorigen homogenen Dgl.
und y;(z) eine spezielle (partikuldre) Losung der inhomogenen Dgl., dann
ist

y(r) = yu(x) +yr(v)
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die allgemeine Losung der inhomogenen Dgl.

Bemerkung. Neben der Bestimmung eines Fundamentalsystems fiir die
homogene Dgl. ist also zumindest eine spezielle Losung der inhomogenen
Dgl. zu finden.

Dafiir gibt es die Moglichkeiten des ”Erratens”, spezieller Ansétze und das
Verfahren der Variation der Konstanten.

Im folgenden betrachten wir diese Moglichkeiten nur fiir den Fall von lin-
earen Dgl. mit konstanten Koeffizienten.

(a) Erraten

Gegeben sei 3y’ +y = e . Fiir die zugehorige homogene Dgl. " +y =0
ergibt sich

M+l1=0 = Ma==xi , yg=Cicosz+ Cysinz

Die rechte Seite ist s(z) = e* , daher priifen wir, ob eine ”&hnliche”

Funktion Losung der inhomogenen Dgl. ist, und erhalten y; = %ex :
Folglich ist die allgemeine Losung der inhomogenen Dgl. gegeben durch

y(z) = yu(z) + yr(z) = Crcosz + Cysinz + 3¢* , C1,C5 € R

(b) Spezielle Ansatze

Hat die rechte Seite s(x) eine spezielle Gestalt, dann kann als Ansatz
eine ”"ahnliche” Funktion mit unbestimmten Koeffizienten gewahlt werden
(z.B. fiir s(x) =142 kann man den Ansatz y; = by + byx wahlen). Die
vorerst unbestimmten Koeffizienten werden dann mittels Koeffizientenver-
gleich spezifiziert.

Ist s(x) eine Linearkombination von Funktionen, dann sind fiir die einzel-
nen Funktionen die entsprechenden Anséatze zu wéahlen.

Im folgenden werden einige typische Ansatze erwahnt.
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Stérfunktion s(x) Zugehoriger Ansatz fiir yr(z)

a(const.) b(const.)

ag+ a1z + ...+ anpz™ bo+bix+ ...+ bpz™
aeM® ez

asin(mz)

a cos(mzx) csin(mz) + d cos(mz)

asin(mz) + bcos(mz)

ae’ sin(mzx)
ae*® cos(mz) e**(csin(ma) + d cos(mz))
e’ (a sin(mz) + beos(mz))

e’ P(z) eMQ(x)
P(zx)sin(mz) Q(z) sin(mz) + R(z) cos(mzx)
P(z) cos(mz)

mit Q(x) =by+bix+...+bpa™
P(z)=ag+az+ ...+ amz™ | R(z) = co+az+... + cmz™

Bemerkung. Sind additive Anteile der Storfunktion s(z) (und in
manchen Féllen auch multiplikative Anteile) eine Losung der zugehorigen
homogenen Dgl. L[y] =0, dann spricht man von duflerer Resonanz .

In diesem Fall ist der entsprechende Ansatz fiir y;(xz) noch mit dem Faktor
x zu multiplizieren.

T

Beispiel. Fir ¢’ —y=e"+x ist yg = Cie” + Coe™

Wir beobachten, dass s;(z) = e” Losung der homogenen Dgl. ist, hingegen
ist so(x) = x keine Losung der homogenen Dgl.

Der "iibliche” Ansatz wire y;(x) = Ae® + B+ Cx .
Damit yj(z) = Ae* +C , yj(x) = Ae” .

Eingesetzt in die Dgl. ergibt sich —B — Cz = e* +x . Diese Gleichung ist
nicht identisch erfiillbar, daher funktioniert dieser Ansatz nicht.

Der korrekte Ansatz ist y;(x) = Aze® + B+ Cx .
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Dann ist y;(x) = Ae” + Aze” + C |, y](x) = 2Ae” + Aze” .
Eingesetzt in die Dgl. ergibt sich 2A4e* — B—Cr=¢e"+2z =

A:%, B=0, C=-1. Also yf(x):%xex—a:.

Bemerkung. Liegt zusatzlich zur aufleren Resonanz noch innere Res-
onanz vor (d.h. X ist k-fache Nullstelle), dann ist der entsprechende
Ansatz mit 2% zu multiplizieren (siche Beispiele).

(c) Variation der Konstanten
Wir betrachten die Dgl.  y" 4+ a1y + asy = s(z) , also ap=1.
Sei  y1(z),y2(x) ein Fundamentalsystem von Lf[y] = 0 mit Wronski-

Determinante W(x) = y} y3 :
Y1 Y2
Dann ist yg = Ciyi(x) + Coya(x) .

Um eine spezielle Losung der inhomogenen Dgl. zu bekommen, ersetzen
wir die Konstanten Cp,Cy durch Funktionen Cj(z),Cy(z) und treffen
den Ansatz

yi(x) = Ci(@)yi(x) + Co(x)ya(7)

Da dieser Ansatz tiberbestimmt ist (wir suchen nur eine spezielle Losung),
konnen wir eine weitere Bedingung formulieren.

yr = Ciyr + Cryy + Chys + Coyhy . Daraus fordern wir, dass
Ciyi+Chyp =0 = y; = Cryy + Coyy = yf = Cryp + Cryf + Coys + Coyy

Eingesetzt in die Dgl. ergibt sich ein Gleichungssystem fiir die unbekannten
Funktionen C7(x) und C)(x) , ndmlich

Ciyi +Cy2 =0, Chyy + Coyy = s(x)

Die CRAMER’sche Regel liefert dann

0 ys(x)
s(@) 1(@) | s s(2)ya(x)
Ci = W) == = O=-J)Twede



o = = —S(Qﬁiﬁx)dw

Beispiel. Man lose 3" —y = e* mittels Variation der Konstanten.

N—-1=0 = )\172::|:1 = yH(x'):Ol€x+026_x

y(x) = Cre” + Coe " + (§ = Jle” = Cre” + Coe " + 4e" , O, G2 €R

o8
A~

Die EULER’sche Differentialgleichung

Diese hat die Form
an™y"™ + ap_12" Yy 4+ amy’ +ay =0, ap,ai,...,a, €R

Durch die Substitution
lz| =¢', t =1In]|z|, wobei z#0,

kann die Euler’sche Differentialgleichung auf eine lineare Dgl. mit konstan-
ten Koeffizienten zuriickgefiihrt werden. Die Losung der Euler’schen Dgl.
ergibt sich dann durch Ricksubstitution.

y(x) = v(t) = v(t(z))

/ _dv dt _ 1. I
y(@) =% -5-=0 = xy =0

Y'(z) = —Ho+10d — L —p) = 2% =9—0
') = =20 —0) + LD A Ly 354 9) =

23y =0 -3 +20 etc.
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Numerisches Losen von Differentialgleichungen

Unter einem Anfangswertproblem (AWP) versteht man eine Kombi-

nation aus Dgln. und sogenannten ” Anfangsbedingungen”.

Einfachstes Beispiel. ' = f(z,y) , y(xo) = o

Hier ist eine Losung der Dgl. gesucht, welche durch den Punkt (z,yo)
geht, bzw. welche zum Anfangswert xy den Funktionswert gy, besitzt.

Da in einem Punkt (zg,yo) die Steigung der Losungskurve durch diesen

Punkt durch y' = f(xg,yo) bestimmt ist, kann man versuchen, Losungskurven

grafisch zu zeichnen.

Man spricht von einem Richtungsfeld, das aus den Linienelementen
(0, Y0,y (T0,y0)) besteht.

Beispiel.

Die Differentialgleichung 3" = —

T

, welche die allgemeine

Losung 22 +y? = C Dbesitzt, hat folgendes Richtungsfeld.

1

S S S e NN NN N
N e e N S N NN
VA e e S S N NN N
SIS S S S~ SN N N
VYYD SN AN
VP T N NENANA AN
[/ /777 m—=~NN NN
[ L0777/ 7=~~NNAN A\ L
[ O A A A S NN T T T B
N A O A A7 S VO T W O O L
T T T vy /7 77T
VA VANNNANNN~—// /71T ]
VANANNNANNS~——/ /]
ANNANNSNNSN~~t——r /)
\NANANSNSNSN~—A——rr S S
NN N N N N S A 4
NN NN\ N\ ~edmrr S S S S S
NN\ \ "\~~~ S/
NN NN NSNS 2 7 S S S
NN\ NN~ e s S
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Das EULER’sche Polygonzugverfahren ist ein Rekursionsverfahren
zur Ermittlung von Naherungspunkten. Ausgehend von einem Startpunkt
(xo,y0) und Schrittweite h ermittelt man die Folgepunkte durch

ri=x0+h , y1=yo+h- f(xo, )
ro=x1+h , yo=11+h-f(x,y1) bzw. allgemein
xn:ajnfl"i_h s yn:ynfl"}_h'f(mnflaynfl) ) n > 1

th ! : T
!mo ri1 X2

Es handelt sich dabei um ein Verfahren erster Ordnung, d.h. der Fehler
wéchst mit der Schrittweite, i.e. |y, — y(x,)| < const - h .

Die Methode nach RUNGE-KUTTA ist ein Verfahren vierter Ordnung
(ie. |yn — y(z,)|] < const - h*) und wird in der Praxis iiblicherweise
verwendet.

Das Verfahren lauft ahnlich dem EULER’schen Polygonzugverfahren, aller-
dings ermittelt man sich jeweils vier Hilfsgrofien, um den néchsten Naherungspunkt
zu bestimmen.

Gegeben sei also das AWP ¢/ = f(x,y) , y(zo) = yo .

K" = f(z0,90)

K = f(ao + L yo + LK)

K?EO) = f(xo+ %, Yo + %Kéo))

K = fawo + hyyo + hKL)

KO %(KFJ) n 2K§0) 4 2ngo) 4 Kio))

Daraus wird nun der erste Naherungspunkt bestimmt durch
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r1=x0+h , y1:yo+h-K(0)

Daraus ergibt sich die allgemeine Rekursionsformel. Liegt der Punkt (x,,, y,)
vor, dann

f( @0, Yn)

Flan+ 5y, + LK)
Flan + By, + 2K
f(mn—l—hyn—i—hK )

KM =LK™ 42K + 2K + KV)

1
6
Der nachste Punkt ist dann

Tn1 =20+ n+1)h , Ypi1=yp+h KW

Systeme von Differentialgleichungen

Wir betrachten ein System von n Gleichungen fiir Funktionen x1(t), ..., z,(t)
der Form

xr1 = fl(xlax% o 7$nat)

X9 = fQ(xlax% v 7'7:7171;)

Lp = fn(ZEl?an S ,I’n,t)

(System gewodhnlicher Dgl. 1. Ordnung)

—

Vektorschreibweise: 7 = f(#,t) wobei
xl(t) B fl(xlw"?xnat)
T = ; , f(@t) = ;
x,(t) fo(T1, .., Tp, t)

Ein zugehoriges Anfangswertproblem (AWP) lautet

20



=2t T(t) =T

—

Satz. Sind alle Komponenten von f(Z,t) stetig differenzierbar, dann ist
das AWP eindeutig losbar.

Bemerkung. Kommt auf der rechten Seite die Variable ¢ explizit nicht
vor, d.h. ist Z = f(Z) , dann heisst das System autonom.

Beispiel. Ein Teilchen im Kraftfeld einer grossen Masse.
Gesucht ist die Gleichung der Bahnkurve, die den Ort des Teilchens zum
Zeitpunkt t angibt.

1(t)

T(t) = | x2t) ... Parameterdarstellung der Bahnkurve
w3(t)

7= LE(t) ... Geschwindigkeit

7= g—;f(t) ... Beschleunigung

Das NEWTON’sche Gesetz besagt: Kraft = Masse x Beschleunigung

. P(f) P(.%‘l,ZE‘Q, 5173)
Mit dem Kraftfeld K(Z¥)=| Q&) | = | Q(z1,x2,23)
R(f) R(fl, X9, 5133)

ergibt sich somit K =mi bzw.

miy = P(x1, 29, x3)
miy = Q(x1, T, 73)
mis = R(xy, 2, 13)

Dies ist ein System von drei Dgln. zweiter Ordnung fiir die unbekannten
Funktionen x1(t), xo(t), x3(t) , welches durch die Substitutionen

1 =u, Ty =0, T3 = w in ein System von sechs Dgln. 1. Ordnung
tibergefithrt werden kann (fiir die unbekannten Funktionen x4, 9, x5, u, v, w)
, namlich

mi = P(x1, 29, x3)
mo = Q(z1, T2, T3)
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Lineare Systeme

Definition. Ein System der Form 7= AZ+b bzw.
I"l = an(t);vl + ...+ Clln(t)ﬂ?n + bl(t)
1'2 = agl(t)xl + ...+ agn(t)$n + bg(t)

Tp = ap1(t)xy + ..+ app(t)zy, + by (t)

heisst ein lineares System von Dgln. Ist b= 0, dann heisst das System
homogen, ansonsten inhomogen .

Sind alle Elemente der Matrix A reelle (oder komplexe) Konstanten,
spricht man von einem System mit konstanten Koeffizienten.

Bemerkung. Eine lineare Dgl. n-ter Ordnung
Y+ an (WYY o+ an(t)g + ao(t)y = s(t)
fiir die Funktion y = y(¢) kann in ein System von n Dgln. 1. Ordnung
iibergefiihrt werden.
Setze
xlzy,:@:y’:il,xg:gj:j:g,...,mn:y —in—l

Dann erhalt man

T1 = T9

To = T3

i'n—l =Ty

Ty = —QpT1 — Q1T — ... — Ap_1Ty + S(1)
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Beispiel. U + t*jj + cost -y + ey = sint

Mit z1 =y, o =9y, v3 =19 erhalten wir

Zi?l = T3
.Zi?g = T3
is = —elxy — cost - xo — t2xs +sint  bzw.
0 1 0 I 0
=1 0 0 1 o |+ 0
—e! —cost —t? T3 sin t

Satz. Sei ein homogenes System T = At gegeben (A ...n x n Matrix).

Dann bildet die Losungsgesamtheit einen n-dimensionalen Vektorraum,
d.h. es gibt n linear unabhéngige Losungen #i,%45,...,%, (ein Fun-
damentalsystem), sodass jede Losung als Linearkombination dieser Ba-
sislosungen dargestellt werden kann, i.e.

f:Clgl+ng2+...+Cn§n , C1,Cy,...,C,eR.

Damit ist die Summe von zwei Losungen wieder eine Losung, und das
skalare Vielfache einer Losung ist wieder eine Losung.

Satz. Die allgemeine Losung des inhomogenen Systems 7 = AT + § ist
Tr=1T,+7,,
wobei  T), die allgemeine Losung des zugehorigen homogenen Systems

T = A7 ist, und Z, eine spezielle Losung des inhomogenen Systems.

Beweis. Sei T eine beliebige Losung des inhomogenen Systems. Setze

7= —Z, . Dann ist
P=7—1,= AT+ 5— (AT, +5) = A(T—1,) = AZ, d.h.

Z ist eine Losung des homogenen Systems. [
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Homogene lineare Systeme mit konstanten Koeffizienten

Sei also 7 = AF , wobei A eine konstante Matrix ist.

Wir wahlen einen Exponentialansatz der Form Z = CeM , ¢ ein kon-
stanter Vektor.

7=XCeM = MM = ACeM = N0 =AC = (A—X)C =0
Dies bedeutet (sieche Mathematik 1):

Ist A ein Eigenwert von A und C ein zugehoriger Eigenvektor, dann
ist #©= CeM eine Losung des homogenen Systems.

Die Eigenwerte von A sind bekanntlich die Losungen der Gleichung
det(A—AI)=0.

ai — A aio T Q1n
S "
P\ =det(A—AI)=| " “
an1 an2 s Qpp — )\

ist ein Polynom vom Grad n mit reellen Koeffizienten (charakteristisches
Polynom).

Ziel ist es, n linear unabhangige Losungen zu finden. Daher unterscheiden

wir zwei Falle.

Fall a) Es gibt n verschiedene Eigenwerte Ai, Ao,..., A,

Zu jedem FEigenwert )\; wahlen wir einen zugehorigen Eigenvektor v .

Die Vektoren , 1o, ..., 7, sind dann linear unabhéngig, und wir gewinnen
ein Fundamentalsystem

_ = ot W
Y1 = vie , Yo = Vo€ .., Yy = Upe

Die allgemeine Losung ist damit #(t) = Ciy1 + Coyp + ... + CpYy, , wobei
017027"'7071 ER .

Fall b) Es gibt Eigenwerte, die mehrfach auftreten
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Seien diese Ai,..., A, mit Vielfachheiten ky,.... k. (k1 +...+ k. =n).

e Gibt es zu jedem Eigenwert \; mit der Vielfachheit k; auch &;
linear unabhéngige Eigenvektoren v;; , ;2 ,..., Uik, , dann erhalten wir
ein Fundamentalsystem durch

g At = At = At
v1€e”t, vigettt L., Uk et
- Aot — Aot - Aot
Ug 1€7%" , Ugo€™?" ..., Uy,e"?
— At — At — At
Up1€7" , Upo€™™ .oy Upg €7

Die allgemeine Losung ist dann wieder eine Linearkombination dieser Fun-
damentallosungen.

e Gibt es zu einem Eigenwert \; mit Vielfachheit k; weniger als k; lin-
ear unabhangie Eigenvektoren, so findet man dazu k; linear unabhangige
Losungen der Form

Z;=Pt)eM | j=1,.. k

Dabei sind die ]33(75) Vektoren, deren Komponenten jeweils Polynome vom

Grad < k; sind.

Konkret: Sei A\ ein Eigenwert mit Vielfachheit & | zu dem es weniger
als k linear unabhangige Eigenvektoren gibt. Sei ¢ ein Eigenvektor zu
A

Mit Hilfe der folgenden Ansatze werden die erforderlichen Losungen ermit-
telt.
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Inhomogene lineare Systeme mit konstanten Koeffizienten

Sei 7= A7+0b gegeben.

Enthalt die Storfunktion b(¢) in ihren Komponenten geeignete Funktionen,
so kann eine spezielle Losung #, durch einen entsprechenden Ansatz
(analog wie im Falle linearer Dgln. n-ter Ordnung) gefunden werden.

Zu beachten: Dabei ist auch bei Auftreten einer dieser Funktionen in
nur einer Komponente von b(t) der entsprechende Ansatz in allen Kom-
ponenten von Z, zu treffen.
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