Krummlinige Koordinaten

Einige Koordinatensysteme im R? haben wir bereits kennengelernt :
xr1,T9, 23 ... Kartesische Koordinaten
r,o,x3 ... Zylinderkoordinaten

r,o,9 ... Kugelkoordinaten

Sind andere Koordinaten wuq,us,u3 gegeben, sodass wir die kartesischen
Koordinaten x1,x9,x3 als Funktionen von wq,us,u3 schreiben konnen,
l.e.

x1 = x1(Uy, ug, u3) , To = xo(uy,uz,usg) , xr3 = xr3(u1, us, us) ,

dann konnen wir umgekehrt (lokal) die u; durch die z; ausdriicken, wenn
die Jacobi-Determinante verschieden von Null ist, d.h.
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Fixieren wir einen Punkt (ul,uY,uJ) , dann erhalten wir drei Kurven

durch diesen Punkt, indem wir zwei Koordinaten festhalen und die dritte
als Kurvenparameter nehmen. Dies sind die Koordinatenlinien durch
diesen Punkt.

F(ul) - (ulaugvug) ) 7:)(u2) - (u?,u2,ug) ) F(u?)) - (u?7u87u3)
Wenn sich die Koordinatenlinien in jedem Punkt jeweils paarweise im
rechten Winkel schneiden, spricht man von rechtwinkeligen oder auch
von orthogonalen Koordinaten.

Die Tangenteneinheitsvektoren in einem Punkt 7y = (u?,u),uJ) ergeben

sich durch
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Die Vektoren e, ,e,,,e,, hangen von wuj,us,u3 ab und haben daher im
allgemeinen eine vom Ort abhangige Richtung. Dies ist bei kartesischen
Koordinaten nicht der Fall.

Fir orthogonale Koordinaten gilt €, - €,, = d;; , 4,7 = 1,2,3. Die Vek-
toren €,,,€y,, €y, bilden eine (orthogonale) Basis des R? | und da diese
Vektoren auch Einheitsvektoren sind, spricht man von einer Orthonor-
malbasis.

Des weiteren spricht man von einem Rechtssystem (oder einer rechtshandigen

Basis), wenn gilt : €, X €y, = €y , €uy X €uy = €y , Cuy X €y, = €y,

Beispiel. (Zylinderkoordinaten)

z1(p, ¢) pCos o
r=| zap,p) | = | psing mit
xTs3 T3

0<p<oo, 0L p<2r, —00 < x3 < +00
Die Umkehrung ist durch p = /2% + 23 , p = arctan (i—j) gegeben.

Die Koordinatenlinien sind

p COS g
e 7(p) =] psingg ... eine von der z3-Achse in der Hohe :Ug im

0
L3

Winkel ¢y ausgehende Halbgerade

P COS ¢
o (p)=| posine ... ein Kreis mit Radius py in der Hohe %

0
L3

Po COS @y

o 73(x3) = | posingy ... eine Gerade von x3 = —oo bis +oo bei

75

Po, $o

Die normierten Basisvektoren in einem Punkt (p, ¢, z3) sind



€, = hipg—z = | singp (h,=1)
0
—sin
0
0
— 6_’
Coy = hi?)a_xrg = 0 (hl’S - 1)
1

Die Zylinderkoordinaten sind damit offenbar orthogonale Koordinaten, und
die Vektoren €,,e,,¢€,, bilden ein Rechtssystem.

Beispiel. (Kugelkoordinaten)

x1(r, 9, ) 7 sin v cos ¢
= | z3(r,d,) | = | rsindsing mit
x3(r, 9, p) 7 cos v

0<r<oo, 097, 0<p<2r

Die Umkehrung ist durch

2 2
r{+x5

r= /23 + 23+ 22, ¥ = arctan = arctan (;C—j) gegeben.

Die Koordinatenlinien sind

o 7(r) = r(r,d,¢y) ... eine Halbgerade vom Ursprung in Richtung
Do, o -
o 7(r) =7(rg,v,¢p) ... ein Lingenkreis mit Radius 7y in der Ebene

durch die x3-Achse im Winkel ¢, zur xix3-Ebene.

o i3(r) = 7(rg,J,p) ... ein Breitenkreis mit Radius rysindy parallel
zur x1xo-Ebene.

Die normierten Basisvektoren in einem Punkt (r,4,¢) sind
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Die Kugelkoordinaten sind damit ebenfalls orthogonale Koordinaten, und
die Vektoren ¢, €y, €, bilden ein Rechtssystem.

Sobald wir eine Basis in einem Vektorraum haben, konnen wir die Vektoren
des Vektorraums als Linearkombination der Basisvektoren darstellen.

Im Falle einer orthonormalen Basis (hier im R?) gilt offenbar

=t — — — -t — 1 =4 or
F=F,e, +F,e,+F.,, = F,=F ¢, = hﬂ{F . 6;

(2

Beispiel. Der Ortsvektor 7 ist in der kartesischen Basis durch 7 =
T1€1 + X969 + x3€3 dargestellt, hat also die Komponenten 1,9, 23 .
In der Basis der Zylinderkoordinaten ist 7= r,€, 4+ r4€, + 14,6, mit
r,=17"-€,=(pcosy, psing,xs) - (cosy,sing,0) = p
r,=1"-€, = (pcosy,psinp,xs) - (—sinp,cosp,0) =0

ey =T €y = (peosp, psing, x3) - (0,0,1) = 3

Beispiel. In Kugelkoordinaten ist 7= (7 sin ) cos ¢, r sin ¥ sin @, r cos )
und damit offenbar (siche vorher) = re, .

(Die Koeffizienten von €y und €, sind Null).

Beispiel. Wir bestimmen die Komponenten des Vektors F = (z3,0,0)
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im Basissystem der Kugelkoordinaten.
F,=F-& = (rcosd,0,0) - (sind cos ¢, sin ¥ sin ¢, cos ) =

= rsin v cos v cos ¢

Fy=F-& = (rcosd,0,0) - (cosd cos o, cos ¥ sin ¢, — sin ) =

= rcos® ¥ cos ¢

F,=F-€,= —rcosvsiny

Beim Differenzieren von Vektoren (in allgemeinen krummlinigen Koordi-
naten) ist nun zu beachten, dass nicht nur die Komponenten, sondern auch
die Basisvektoren differenziert werden miissen.

S o o 0F <~ (OF,, - 9.,
F:ZFuieui = 8_%22 8ujeui+Fu_

i Ou;
i=1 I

Ahnliches gilt fiir die Differenziation nach anderen Parametern.

Beispiel. Man bestimme aus dem Ortsvektor 7(¢) durch Ableitung nach
der Zeit den Geschwindigkeitsvektor w(t) .

Im Falle kartesischer Koordinaten sind die Basisvektoren konstante Vek-
toren und deren Ableitung verschwindet. Man braucht also nur die Kom-
ponenten nach ¢ ableiten.

Betrachten wir nun Zylinderkoordinaten. Hier gilt

i(t) = () = %(pgp + L3€2,) = PE + PEy + T3, + 37383:3

Die Ableitung eines Einheitsvektors steht senkrecht auf diesen und ist
damit eine Linearkombination der beiden anderen Vektoren. In unserem
Fall gilt

—

ép = Py , €y, = 0 und folglich @(t) = PE, + pPe, + T3€y,

Beispiel.  Beschreiben wir die Bewegung eines Punktes durch einen
zeitabhéngigen Ortsvektor 7(¢) in Kugelkoordinaten, so gilt



) =r(te, = ot)=7r(t) =rt)G + e .

Da dci’"J_a gilt, mufl djt’“ durch €y und €, darstellbar sein.

Tatsachlich gilt ddgtr — 9¢; + sin vpe, und damit ist
(t) = it 4 r(t)0ey 4 r(t) sindpe, baw.

i(t)

<y

7€, 4+ riéy + rsin e, .

Bemerkung. Die Komponenten eines Vektors sind immer bezogen auf
ein zuvor definiertes Basissystem.

Der Vektor @ habe in der kartesischen Basis €1, €, €3 die Darstellung
a = bx1€] + Dre€y + Dxses .

Dann sind 5z1, 5x9, bx3 die Komponenten von a bzgl. der kartesischen
Basis.

Diese Komponenten (bzgl. der kartesischen Basis !) koénnen auch durch
Kugelkoordinaten ausgedriickt werden.

S5x1 = brsinvcosy , bry = brsindsingp , Sry = 5rcosv

Wahlen wir nun die Basis der Kugelkoordinaten ¢, €y, €, , dann gilt
a = dre, .

Die Komponenten von a bzgl. der Basis der Kugelkoordinaten sind also
5r,0,0 .

Diese Komponenten konnen wiederum durch kartesische Koordinaten aus-
gedriickt werden, namlich durch 5\/ x? + 23+ 23,0,0 .

Als néchstes untersuchen wir die Form von V& , V - A , VX A , also
Gradient, Divergenz und Rotation fiir orthonormale Basissysteme.

e Gradient. V®(uy,us,us)



3
Vo => (V®D),e, , wobei (V®),. zu bestimmen sind.

1=1

3
a . -

gﬁ = Zl —gz g = V(1 (ur, ug, uz), o(ur, ug, uz), x3(ur, ug, uz)) - 5—;
j:

Also h%gzi = VO (uq, ug, us) - (%gj) = VO (uy,uz, ug) - €, = (VP),, .

Der Nabla-Operator hat also im neuen Basissystem die Form

3
_ 1 0 =»
V=3 gt
1=

Im besonderen gilt damit etwa Vu; = —¢,, .

Bemerkung. Bilden é,,e€,,,€,, ein Rechtssystem, dann ist

1 > _ 1 = > 1
hu3 eug o hu2h’ll,3 €u2 >< 6U3 o hu2hﬂ.3 6’1,[/1 ’

—

VUQ X V’LL3 = %e}z X
ug

Folglich ist €,, = hy,hy,Vus X Vus . Analog gilt

€uy = Pyghy, Vug x Vup  und €, = hy,hy,Vug X Vug .

Damit zeigen wir jetzt, dass mit einer Skalarfunktion 1 gilt

(b) VX (¥8,) = gy (W), = i (V)0
(c) Analoges gilt bzgl. der Vektoren wé,, und e, .
Beweis.
zua) V- (e, )=V - (Yhy,h,Vus X Vuz) =
= V(Yhu,hy,) - (Vug X Vuz) + Yhy,hy,V - (Vug X Vug) =

2 3 uzrug



_ 1 0
= Tyl Dur (Vs s

21 b) VX (0&y,) =V X (hhy, Vur) = V(thhy,) x Vug + phy, V X Vuy =

= V(¥hy,) X 7€, +0 =

- (i%('@/}hul)gul + i(‘%z(whm)é’w + h—;%(@bhul)gu3) X %é’ul -

= hu (whul) - hu11hugaiu2(¢hu1)€U3

3

e Divergenz. V - ff(ul,uQ,u;),)

A=Ay Cy + Ay, + Ay, . Damit ist V- A=
= V- (Ay, €y, + Ay, + Auy€uy) = V- (Ay €4,) + V- (A, €4,) + V- (A, €1)
Mit dem vorhergehenden Ergebnis folgt sofort

V . ff(ul, U9, U3) =

hu1hl - |:6u (hughu?)Aul) + 5' (hulhu3AU2) + 3u (hu1hU2A’U,3):|

ugtug

e Rotation. V x A(uy, us, us)

A=Ay Ey + Ay + Ay, . Damit ist V x A =

=V X (Ay, €y, + A€y + AuyCus) =
=V X (Ay,€u,) +V X (A, €4,) +V X (Ay€u,)

Mit dem vorhergehenden Ergebnis ist dann
V X ff(ul,u%u;»,) =

(Aul hul) (Aul hu1)6u3

h"l 8u3
g D1 (Auz Py ) €uy — hu s DUz (AUZ Py ) €y +

+h h 5 Oug (Au3h“3)€u1 hul Ouy (Auzshus)elm -

Uz hul h 8u2

_|_



ha 1hu [%(Aushw) o aiug(Athuz)} 5u1+

+h 1hu1 |:aiu3(AUlhul) - %(AUS}MB)} 6—)u2—l_

o {%(Athuz) - a%(Aulhul)} Cuy

Dies kann wiederum in folgender Form geschrieben werden.

—_ o 1 0 0 0
V x Alur, ug, u3) = grp 5= | 5y Duz Duz

Bemerkung. Daraus folgt etwa, dass auch in krummlinigen (orthonor-
malen) Koordinatensystemen der Rotor eines Gradienten verschwindet.

Sei A = V®(uy,up,u3) wobei ® zweimal stetig differenzierbar ist.

Do €y Puy€uy g€y

0 0 0

rot grad ®(uq, uz,u3) =V x (VO) = B 5 s | =0
o8 98 9%
Auy Oug Ous

Bemerkung. Damit kann auch der Laplace-Operator in orthonormalen
Koordinatensystemen angegeben werden.

AD(up, u, uz) =div grad ®(uy, us, uz) =V - VO(uy, us, u3) =

:_1 0 (Tughug 00\ | 0 (hughu 00\ | 0 (huluy 99
hulhu2 8u1 hu1 ouq Ous hu2 Oug Ous hu3 Ous

Beispiel. Zylinderkoordinaten p,p,x3

VO(p,p,x3) = [%% +2Cpas + %a%} D(p, ¢, x3)

AD(p, p,73) = [,%a%pa% + 25+ 5 } O(p,p, x3) =



2 2
83/)2 + pap + 12 0p? + aax } (I)(pa 90713)

Der Laplace-Operator im R? ergibt sich daraus, indem die Ableitung nach
r3 weggelassen wird.

Beispiel. Kugelkoordinaten r,, ¢
vernd.e) = {EW + gy + ﬁgw%] o (r, 9, ¢)

A0, ) = [3f (8) + by (sin035) + kg | @00, 0) =

r2sin® ¥ Op

_ cost 9 1 6%
- [81“2 —l— 1“87“ + T2 8192 + r2sind 0 + r251n2193<p2} (I)(T’, 19’ 90)

Zum Abschlufl betrachten wir noch Bogen-, Flachen- und Volumenselement
in orthonormalen Koordinaten.

Aus au = hyé€,, ergibt sich fiir die Differenziale in Richtung der w;-
Koordinatenlinie

dr, = F-du; = hy,duél, .

Der Grofle h,,du; entspricht daher die lineare Naherung eines kleinen
Bogenabschnittes entlang einer wu;-Linie.

Das totale Differenzial ds der Bogenldnge ist weiters (fiir orthogonale
Koordinaten) gegeben durch

ds = \/(hy,dur)? + (hu,dug)? + (hy,dus)?

Damit kann auch entlang Kurven in krummlinigen Koordinaten integriert
werden.

Beispiel. Bestimme die Lénge eines spiralformigen Drahtes (Zylinderra-
dius a , Ganghéhe des Drahtes 27b ).
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Die Kurve ist durch p=a, 0 <o <47, z =by gegeben.

(ds)* = (dp)* + p*(de)® + (dz)* = 0+ a*(dp)* + b*(dp)?

4
Also ist ds = Va?+ b*de und S = [ Va?+ b*dy = 4vVa? + b’r
0

Fiir das Flichenelement einer Koordinatenfliche #(uy,us,u3) gilt

dA(Ul,UQ) = |(hu1€u1) X (hquuQ)|dU1dUQ = \hulhw\duldm .

Analoges gilt fiir die anderen Koordinatenflachen. Fiir einen Zylinderman-
tel (Koordinatenflache bei Zylinderkoordinaten) gilt also etwa

dA(p, x3) = podpdrs

Das Volumselement wird in linearer Naherung als kleiner Quader
dV = |(hu1du1€U1) ) [(hu2du2€u2) X (hu3du3gu3)]| -
= |hy, By hous €4y - (€uy X €u,)]|durdusdus = |hy, by, o, | duy dusdug

Bei dem auftretenden Faktor handelt es sich um eine Determinante, die
Jacobi-Determinante, die schon erwahnt wurde. Im speziellen erhalten wir
fiir

e Zylinderkoordinaten: dV = pdpdpdxs

o Kugelkoordinaten: dV = r?sin ddrdddyp
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