Lineare Algebra I (NAWTI) WS2013/2014 Ubungsblatt Nel

Aufgabe 1. A, B und C seien Mengen. Welche der folgenden Schliisse sind zuléssig?

(a) Angenommen, alle Elemente von B sind Element von A, kein Element von C ist
Element von B; dann gilt: kein Element von C ist Element von A.

(b) Angenommen, kein Element von B ist Element von A alle Elemente von C sind
Elemente von B; dann gilt: kein Element von C ist Element von A.

Aufgabe 2. Bestimme die Losung des Gleichungssystems
§ + 3n + ¢ = 2
& — 2n — ¢ =1
4¢ 4+ 10n + 3¢ = 8
Aufgabe 3. Bestimme alle Losungen des Gleichungssystems
A — p + 2v =0
2N + p 4+ 3v = 4

Aufgabe 4. Begriinde, fiir welche Werte des Parameters ¥ das Gleichungssystem

X + vy =1
2-x + ¢ =1

in den Unbekannten Yy, ¢ losbar ist und bestimme ggf. die Losungsmenge.

Aufgabe 5. Von einem Parallelogramm in der Ebene sind die Punkte (—1,1), (5,2) und
(4, —2) bekannt. Berechne den fehlenden Punkt. Ist die Losung eindeutig?
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Aufgabe 6. Bestimme alle Losungen der folgenden Gleichungssysteme mit Hilfe des
Gauf-Jordanschen Eliminationsverfahrens.

r — 2y — 3z = 5 r — 2y — 3z = 1
(a) 4z + 10y + 62 = 2 () 4r 4+ 10y + 62z = —1
a5x—|—8y+3z:7 br + 8y + 3z = 1
-z — 4y — 3z =1 - — 4y — 3z = -1
Aufgabe 7. Bestimme die Losung des Gleichungssystems
— 5 ) - 2 Trs — Xy = —5
3 T + 11 ) + 4 T3 + Ty = 16
4 To + 2 T3 + x4 = 3
- + T2+ x3 + xy = 2

mit Hilfe des Gauf-Jordanschen Eliminationsverfahrens.

Aufgabe 8. Sei {2 eine Grundmenge und sei fiir Teilmengen A, B C Q die Verkniipfung
Ax B = (A\ B)U(B\ A) definiert. Dann gelten fiir alle Teilmengen A, B, C' C 2 die
folgenden Eigenschaften:

(i) AxB=Bx A

(ii) A (BxC)=(AxB)xC
(iif) Ax0=A
(iv) AxA=10

(

a) Beweise die Eigenschaften (i), (iii) und (iv).
(b)

Zeige mit Hilfe von (i)—(iv), daf es fiir gegebene Mengen A, B C ) genau eine Menge
X gibt sodal A * X = B.
Aufgabe 9. Ist das Viereck mit den Eckpunkten (3,2), (4,5), (5,6), (5,7) ein Trapez?
Aufgabe 10. Gegeben seien die Mengen

A={(r,y,2) €ER®: 2+ 2y + 32 = 4}
und
B={(1,4,7) +3,5,7) :t € R}

Bestimme die Schnittmenge A N B. Was ist die geometrische Interpretation der Mengen
A, Bund AN B?
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Aufgabe 11. (a) Sei ¢ = {(1,—-1) +t(2,—1) : t € R} Bestimme reelle Zahlen a,b,c
sodaB g = {(z,y) e R?*:ax + by = c}.

(b) Sei £ = {(v,y,2) € R® : x +y — 22 = 3}. Bestimme Vektoren a, b und @ sodaf
E={i+ Mo+ ué: \ peR}

Sind die Losungen eindeutig?

Aufgabe 12. Stelle fest, ob die folgenden Operationen kommutativ/assoziativ sind. Wel-
che Paare (X, o) bilden Gruppen? Bestimme ggf. neutrale und inverse Elemente.

(a) X =R, z oy = max(z,y)

(b) X =R, zoy=x+y+1

() X=R,zoy=x+y+uzy

Aufgabe 13. Zeichne die folgenden Teilmengen der komplexen Ebene C:
(a) {zeC:1<|z—i| <2}

(b) {z € C:Im(2?%) < 4}

(c) {z€C:|z—1i| =Re(2)}

Aufgabe 14. (a) Zeige, daB fiir a, b € C gilt |ab| = |a] |b].

(b) Folgerung: die Menge T = {z € C : |2| = 1} ist (mit der Multiplikation als Gruppen-
operation) eine Gruppe. Bestimme das neutrale Element und zu gegebenem z € T
das inverse Element.

(c) Sei zg € T. Zeige: (i) Die Menge {z : n € Z} bildet eine Gruppe beziiglich der
Multiplikation. (ii) Die Gruppe ist endlich genau dann, wenn es ein N € N gibt sodaf

N _
zy = 1.

Aufgabe 15. Lose das Gleichungssystem

(=241)z — 2y -z = =241
B+i)z + 9—i)y + 3z = 6
T + 3y + z = 2

iiber den komplexen Zahlen mit Hilfe des Gauf-Jordanschen Eliminationsverfahrens.
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Aufgabe 16. Zeige: Die Menge aller Zahlen {a + bv/2 : a,b € Q} bildet beziiglich der
iiblichen Addition und Multiplikation einen Korper.

Aufgabe 17. Lose das Gleichungssystem

4 + y + 4z = 3
4 x + 3z
r + 3y + z =0

Il
w

iiber dem Korper Zs.
Aufgabe 18. Betrachte R? mit den Operationen
(z,y) @ («,y) = (z +2',0)
AO (x,y) = (Ax,0)
Welche Vektorraumaxiome sind erfiillt?

Aufgabe 19. Sei V' ein Vektorraum iiber einem Koérper K. Zeige:
VAeKVaeV:da=0 = (A=0Va=0)

Aufgabe 20. Welche der folgenden Mengen (mit den iiblichen Operationen + und -)
bilden Untervektorrdaume des R™ (n > 2)?

(a) {(z1,22,...,2,) ER" 12y = 0}

(b) {(z1,22,...,2,) ER" 12y =1}

(c) {(z1,22,...,2,) ER" 1 2y =225}

(d) {(x1,29,...,2,) ER" 1y <29 < -+- <2, }

Aufgabe 21. Welche der folgenden Mengen sind Unterriume des Vektorraums (R¥, +,-)
aller Funktionen f : R — R?

(a) {f € R®: f(0) =1}

(b) {f e RE: £(0) + f(1) =2}

(c) {f € R®: £(0) + f(1) = f(2)}

(d) {f e RR:3C > 0 sodaB f(z) = 0 fiir alle x mit |z| > C'}
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Aufgabe 22. Bestimme alle Unterriume des Vektorraums (Z)?.

Aufgabe 23. Sei V ein Vektorraum iiber einem Kérper K, v € V', U C V ein Unterraum
und L = v + U eine lineare Mannigfaltigkeit. Zeige, daf§ fiir alle Vektoren w € V gilt:

weLl < L=w+U.
Aufgabe 24. Bestimme im R? die linearen Hiillen der Mengen
(@ {(1LO)} () {A+t0:teR} (o) {(0):tcR}

Aufgabe 25. Driicke den Vektor (2,1,0) € (Zs)? als Linearkombination der Vektoren
a=(1,1,0),b=(0,1,3) und ¢ = (3,0, 3) aus.

Aufgabe 26. Welche der folgenden Mengen sind linear unabhéngig?

(a) im R* (b) im (Zs)*
1 3 1 1 1 2 1 1 1
2 1 1 2 3 0 0 1 —1
31’14 21°13)°14 2171311411 4
4 2 4 3 2 1 1 1 —1

Aufgabe 27. Sei V ein Vektorraum iiber R und a,b,c € V drei linear unabhéngige
Vektoren. Untersuche, ob die Mengen

{a+bb+c,c+a},{a—bc—bc—a},{a,a—ba+b—c}
linear unabhéngig sind.

Aufgabe 27* (FleiBaufgabe)
Wie sieht es aus, wenn V' ein Vektorraum iiber (a) K = Z, (b) K = Zj ist?
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Aufgabe 28. Sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K und (A;);en eine Folge linear
unabhéngiger Teilmengen A; C V', sodal A; C A, fiir alle i € N.
Zeige, daf8 auch die Menge | J,. 4; linear unabhéngig ist.

Aufgabe 29. Sei V = R|z] der Vektorraum der reellen Polynome. Untersuche, ob die
Polynome

p=@-1=-2) p=@-2)(-3) p=-1)(z-3)
linear unabhéngig sind.

Aufgabe 30. Sei V ein K-Vektorraum und {uy, ug, . .., uy,} und {wy, ws, ..., w,} jeweils
linear unabhéngige Mengen. Seien U = L({u1, ug, ..., Uy }) und W = L({wy,wy, ..., w,})
die linearen Hiillen.

Zeige: Die Vereinigungsmenge {uy, ug, . . . , Uy, W1, Wo, . . ., Wy, } ist linear unabhéngig genau

dann, wenn U N W = {0}.
Aufgabe 31. Gegeben seien die Unterrdume

) —16 -9 —6 ~10 ~3
12 4 8 -3 7 11
U =L 6|, —2|,|-4 Uy =L of.] —21.,]-1
—5 1 92 3 —2 —6
1 1 1 1 ) 4

des R®. Bestimme jeweils eine Basis von (a) U; N Uy und (b) Uy + Us.
Aufgabe 32. Sei U der Unterraum von (Z3)*, der von den Vektoren

{[2, 0, 0,1],[1,0,0, 2], [1, 0,2, 1], [2, 0, 2, 0], [1, 0, 1, O]}
aufgespannt wird.

(a) Bestimme eine Basis von U.
(b) Erweitere die Basis zu einer Basis von (Z3)*.
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Aufgabe 33. Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum iiber K mit Basis {by,bs,...,b,}

und seien vy, vs, ..., v € V Vektoren mit eindeutigen Darstellungen v; = Z;;l Aijb;.
Zeige: {v1,vq, ..., v} ist linear unabhéngig genau dann, wenn die Menge der Koordina-
tenvektoren

{()\117 >‘127 ey Aln)v <)‘217 )\227 ey )\Qn)) ey (Akzla )\k27 ey Akn)}
linear unabhéngig in K" ist.
Aufgabe 34. Sei V = R* und

1 —1 1 -1

1 1 —1 —1

111 =11']1=11" 1 7M2 -
1

1 1 1 -1 -1

Mlz

o O =
—_ O =

Zeige, dafl V' von M; erzeugt wird und dal M, linear unabhéngig ist, und ergénze M,
durch Hinzunahme von Elementen aus M; zu einer Basis von V.

Aufgabe 35. Sei V = RF der Vektorraum aller Funktionen R — R. Zeige, dafl
Up={f:R—=>R: f(z) = f(—x) Vo € R} U_.={f:R=>R: f(z) = —f(—z) Vx € R}
jeweils Unterrdume von V sind und da§ V = U, & U_ (direkte Summe).

Aufgabe 36. Seien W, und W5 Unterrdume eines Vektorraums V. Zeige: W7 U W, ist ein
Unterraum genau dann, wenn entweder gilt W, C W5 oder Wy C W7

Aufgabe 37. Sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K und U;, Uy, Uz C V drei
Unterrdume. Zeige, dafl

(UyNUy)+ (UyNU;3) CUL N (Us + Us).
Zeige weiters durch Angabe eines Gegenbeispiels, daf§ Gleichheit im Allgemeinen nicht
erfiillt ist.

Aufgabe 38. Sei V ein Vektorraum der Dimension n and seien U und W zwei verschie-
dene Unterrdume der Dimension n — 1. Zeige, dafl dim(UNW) =n — 2.



Lineare Algebra I (NAWI) WS2013/2014 Ubungsblatt Ne§

Aufgabe 39. Gib drei Untervektorriume U, V und W des R? an, sodafl zwar UNV = {0},
VAW ={0} und UNW = {0}, aber U +V + W keine direkte Summe ist.

Aufgabe 40. Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber einem Koérper K. Eine
aufsteigende Unterraumkette der Lénge r ist eine Folge (U, Uy, ..., U,) von Unterrdumen
Ui Q V sodaB Uz g Ui+1. Zeige

(a) Fiir jede Unterraumkette (Uy, Uy, ..., U,) gilt r < dim V.

(b) Es existiert eine maximale Unterraumkette der Lénge r = dim V. Ist diese eindeutig?

Aufgabe 41. Sei V ein endlich erzeugter Vektorraum iiber K und A C V eine Teilmenge
(nicht unbedingt endlich), sodaB V' = L(A). Zeige, dal man eine endliche Teilmenge
B C A finden kann, die eine Basis von V bildet.

Hinweis: Bestimme zunéchst eine endliche Teilmenge von A, die den Vektorraum erzeugt.
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Aufgabe 42. Bestimme den Rang der Matrix

1 -1 1 3
-1 0 0 4
5 -1 1 =3
-3 0 0 3

tiber R durch (a) Zeilenumformungen (b) Spaltenumformungen und bestimme jeweils eine
Basis des Zeilenraums und des Spaltenraums.

Aufgabe 43. Welche der folgenden Abbildungen sind linear?

T+ Xo
(a) fi R* = R?, (i;) = o
(b) fr R* >R, (2) — (an + x5 + mm)
Aufgabe 44. Welche der folgenden Abbildungen f : Rlzx] — R[z| sind linear?
()  filp)(x) = p(z) =1 () fap)(x) = p(x) —zp(1)
() fs(p)(z) = 2”p(2) (d)  falp)(z) = 2p(a?)

Aufgabe 45. Sei V = U; @ U, eine direkte Summe, sodaBl jedes v € V eine eindeutige
Zerlegung v = uy + up mit u; € U; hat. Zeige, dafl die Abbildung P, : V — Uy, v — uy
linear ist.

Aufgabe 46. Seien V und W Vektorrdume iiber einem Korper K und A C V eine
Teilmenge mit V = L(A). Zeige, dal zwei lineare Abbildungen f,g: V — W genau dann
tibereinstimmen, wenn f(a) = g(a) fiir alle a € A.
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Aufgabe 47. Zeige, daf es genau eine lineare Abbildung von f : (Z5)®> — Zs mit den
Werten

ALLY))=1,  f(L,L4)=1  f((0,L1)=1
gibt und bestimme a, b, ¢ € Zs so, da} f((z,vy, 2)) = ax +by + cz fir alle z, y, z € Zs gilt.

Aufgabe 48. Seien
U = -1 ) Vg = —1 ) Vg =

ne() () m-()

Bestimme alle linearen Abbildungen F : R* — R? mit F(v;) = w; fiir j € {1,2,3} sowie
deren Matrixdarstellung beziiglich der Standardbasen in R? und R2.

—_ O =

Aufgabe 49. Sei Rz]; der Vektorraum der Polynome vom Grad < 3 iiber R. Bestimme
die Matrixdarstellung der linearen Abbildung

Q : Rlz]y — Rz];
p(x) = x - p(r)
beziiglich der Basen (Tp, Ty, T3) fiir R[z]y und (Ty, T, Ts, T3) fiir R[z]3, wobei
To(z) =1 Ti(x) =x Ty(z) = 22> — 1 Ts(z) = 42° — 3.

Aufgabe 50. Seien U, V, W Vektorrdume iiber einem Koérper K und seien f: U — V
und g : V' — W lineare Abbildungen. Zeige, dal go f : U — W ebenfalls linear ist.

Aufgabe 51. Seien V', W Vektorrdume und f : V' — W eine lineare Abbildung. Seien
weiters vy, v, ..., v, € V. Zeige: Wenn {f(vy), f(va),..., f(v,)} linear unabhéngig ist,
dann auch {vy, va, ..., v,}.

Wann gilt auch der umgekehrte Schluf3?
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Aufgabe 52. Wir betrachten Matrizen A, B € K"*". Zeige oder widerlege:
(a) Wenn A eine Diagonalmatrix ist und B beliebig, dann ist AB = BA.
(b) Wenn A, B # 0 (Nullmatrix) = AB # 0.

(c) AB=0 = BA=0.

(d) AB+ BA=0 = A?B* = B3A%

Aufgabe 53. Die Potenzen einer Matrix sind definiert durch A° = I sowie A" = A- A"~1
fiir n € N. Berechne "
1 a
(o 1)
fiir alle n € Ng.
Hinweis: Zunéchst n = 1,2, 3 ausrechnen, die Losung erraten und durch Induktion bewei-
sen.

Aufgabe 54. Zeige oder widerlege: Fiir jede komplexe 2 x 2-Matrix A gibt es eine 2 x 2-
Matrix B, soda8 A = B? ist.

Aufgabe 55. Sei V ein K-Vektorraum und f : V — V linear. Zeige:

() ker(f) C ker(f?) C ker(f%) C -+ C ker(f") C -+

(b) Ist dimV' < oo, dann existiert ny € N sodaf ker(f") = ker(f™) fiir alle n > ny und
ker(f™) € ker(f™*) fiir alle n < ng.

Aufgabe 56. (a) Seien U, V, W endlichdimensionale Vektorrdume und f : U — V|
g : V — W lineare Abbildungen. Zeige, dass rank g o f < min{rank g, rank f}.

(b) Gegeben m,n € N und r < min(m,n), finde lineare Abbildungen f und g, sodaf
rank f = m, rankg = n und rankgo f =r.

Aufgabe 57. Seien V und W endlichdimensionale Vektorrdume und U C V' ein Unter-
raum. Zeige: es existiert ein Homomorphismus f : V' — W mit ker f = U genau dann,
wenn dimU > dimV — dim W.
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Aufgabe 58. Sei V' ein Vektorraum f : V' — V eine lineare Abbildung. Sei v €
V ein Vektor mit der Eigenschaft, daB f"~'(v) # 0 ist aber f"(v) = 0. Zeige, daB
{v, f(v), f2(v), ..., f"}(v)} linear unabhiingig sind.
Aufgabe 59. Bestimme jeweils eine Basis von Kern und Bild der linearen Abbildung

T : R**? — R?

A~ Av

wobei v = (1).
Aufgabe 60. Gegeben seien die linearen Abbildungen f, g, h : R? — R?
fo(zy, 22) = (21422, 11—22) g (21, 22) = (T1+T2, 11+72) h: (21, 22) = (22, 21)
Zeige, daBl die Menge {f,g,h} linear unabhéngig ist, wenn man sie als Teilmenge des
Vektorraums! Hom(R? R?) aller linearen Abbildungen von R? nach R? auffaft.
Aufgabe 61. Sei V' ein Vektorraum und f : V' — V eine nilpotente lineare Abbildung,
d.h., es gibt ein k € N, sodafl f* = 0.

(a) Zeige, daB idy — f invertierbar ist mit (idy —f)~! =idy +f + f2+ -+ f*!
(b) Verwende (a), um die die Inverse der Matrix

1 2 3 4
0123
001 2
00 01

7zu bestimmen.

Aufgabe 62. Bestimme eine Permutationsmatrix P, sowie je eine linke und eine rechte
Dreiecksmatrix L und R, sodafl A = PLR fiir

5 2 1 12 3
(a) A=[10 7 6 b) A=[2 4 7
15 0 —10 117

Tn der Vorlesung mit L(R?,R?) bezeichnet.
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Aufgabe 63. Bestimme diejenigen Werte von «, fiir die das lineare reelle Gleichungssy-
stem

-r + Yy - z = -1
2+ 3y + az = —2a+3
r 4+ oy + z = 1

(a) keine Losung (b) genau eine Losung (c) unendlich viele Losungen hat und gib jeweils
die Losungsmenge an.

Aufgabe 64. Fiir welche Werte von a ist die Matrix

1 1 a
0 a 4
a 0 2
iiber Zs invertierbar?

Aufgabe 65. Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber einem Koérper K, und V*

der Dualraum. Zeige:
E CV ist ein Erzeugendensystem genau dann, wenn gilt:

Vw* € V¥ i [(Vv € E: (w*,v) =0) = w* = 0]

Aufgabe 66. Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum und U C V' ein Unterraum.

(a) Zeige, daB durch u ~ v <= u —v € U eine Aquivalenzrelation auf V' erklirt
wird, wobei die Aquivalenzklasse [v] eines Elements v € V genau durch die lineare
Mannitfaltigkeit v + U gegeben ist.

(b) Zeige, daB die Menge der Aquivalenzklassen V/U = {[v] : v € V'} mit den Operationen

+:V/UxV/U—=V/U KxV/U—=V/U
[u] + [v] := [u+ V] A o] = [M]
einen Vektorraum bildet.

c) Sei f: V — W eine surjektive lineare ildung un = ker f. Zeige, dafl durc
Sei f:V W ei jektive line Abbild d U = ker f. Zeige, daBl durch
f([v]) = f(v) ein Isormorphismus f : V/U — W definiert wird.

Aufgabe 67. Es sei ein lineares Gleichungssystem Az = b mit A € K,,,»,, und b € K™
gegeben. Die Faustregel

Anzahl der freien Parameter = Anzahl der Unbekannten - Anzahl der Gleichungen
trifft nicht immer zu:

(a) Gib ein Beispiel eines Gleichungssystems mit drei Gleichungen in zwei Unbekannten
an, das genau eine Losung besitzt.

(b) Gib ein Beispiel eines Gleichungssystems mit drei Gleichungen in drei Unbekannten
an, das keine Losung besitzt.

(c¢) Gib ein System mit m = 1 und n = 2014 an, das unlosbar ist.

(d) Wie konnte eine exakte Formulierung der Faustregel lauten? Wann ist ein System
von m Gleichungen mit n Unbekannten losbar und wie berechnet man die Anzahl der
freien Parameter?
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Aufgabe 68. Invertiere die Matrix

2 0 2 3
1 3 3 2
3220
1 4 4 3
iber Z5.
Aufgabe 69. Seien A;, A,, ..., A, quadratische n x n-Matrizen iiber einem Koérper K.

Zeige, dafl das Produkt A; A, ... A, invertierbar ist genau dann, wenn alle A; invertierbar
sind.

Aufgabe 70. (a) Sei A eine invertierbare n x n-Matrix {iber einem Koérper K und w, v
Spaltenvektoren (d.h. n x 1-Matrizen), sodaB gilt o = 1 + v'A"'u # 0. Zeige, dal
(A + uv') invertierbar ist und daf

(A4+uw') ™t =A""— lA_luvtA_l.
o

(b) Wende die Formel an, um die Inversen der Matrizen

2 3 01 2 3 01

3500 3500

=1y g9 g| mwd A=,y ,5 3

0 0 35 1 0 3 5

zu bestimmen.
Aufgabe 71. Wir betrachten die Teilmenge
Qg a1 Qg
M = o Qo a7 . Qp,01,02 e C

a; az Qo

von C3%3.

(a) Zeige, daB M einen Unterraum von C**? bildet und {I, E, E*} eine Basis von M ist,
wobei E/ = (%ég) .

(b) Zeige, daf fiir alle A,B € M gilt AB € M und AB = BA. (d.h., M bildet eine
kommutative Algebra).

Aufgabe 72. (a) Zeige, daf die Matrizen

1 2 -1 1 1 8 2 2
A=1[-1 3 -3 —-1], B=10 -23 1 -6
0 1 -3 0 -2 3 -1 0

dquivalent sind.
(b) Bestimme invertierbare Matrizen S und 7', sodafl SAT = B.
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Aufgabe 73. Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber K, U C V ein Unterraum.
Zeige, daf dim(V/U) =dimV — dim U.

Aufgabe 74. (a) Zeige, da8 die n x n oberen Dreiecksmatrizen, das sind die Matrizen

der Gestalt

X ok *
* *x

* % ¥

*
)

eine Teilalgebra der n x n-Matrizen bilden.

(b) Zeige, daB eine obere Dreiecksmatrix genau dann invertierbar ist, wenn alle Haupt-
diagonaleintrage von 0 verschieden sind und dafl dann die Inverse wieder eine Drei-
ecksmatrix ist.

(c) Sei A eine obere Dreiecksmatrix mit ganzzahligen Eintragen und es gelte dariiberhinaus,
dafl die Hauptdiagonaleintréige alle gleich 1 sind. Zeige, dafl auch die Inverse lauter
ganzzahlige Eintrédge hat.

Aufgabe 75. Sei V' ein Vektorraum iiber K und fi, fo,..., fin € Hom(V,K) lineare
Abbildungen. Zeige: fi, fa, ..., fm sind linear unabhéngig genau dann, wenn die Abbildung
F.V K"
v (f1(v), f2(0), - fn(v))

surjektiv ist.



