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Übung 1.
Zeige, daß (P(X),∆,∩) in der Tat ein kommutativer Ring im Sinn der Algebra ist.

Eine Teilmenge R ⊆ P(X) heißt Ring über X wenn sie einen Unterring des Rings
(P(X),∆,∩) bildet. Wenn außdem X ∈ R, dann heißt R Algebra über X.

Übung 2.
Zeige, daß R ⊆ P(X) ein Ring ist genau dann, wenn

(i) ∅ ∈ R
(ii) A,B ∈ R =⇒ B \ A ∈ R

(iii) A,B ∈ R =⇒ A ∪B ∈ R

Übung 3.
Zeige, daß R ⊆ P(X) eine Algebra ist genau dann, wenn

(i) X ∈ R
(ii) A ∈ R =⇒ Ac ∈ R.
(iii) A,B ∈ R =⇒ A ∪B ∈ R.

Übung 4.
Sei X eine unendliche Menge. Zeige, daß

A = {A ⊆ X : A abzählbar oder Ac abzählbar}
eine σ-Algebra bildet.

Übung 5.
Ist {A ⊆ R : A ⊆ [0, 1] oder Ac ⊆ [0, 1]} ein Ring? Eine σ-Algebra?

Übung 6.
(a) Sei f : X → Y eine beliebige Funktion und B eine σ-Algebra auf Y , dann bildet
{f−1(B) : B ∈ B} eine σ-Algebra auf X.

(b) Sei g : X → Y eine beliebige Funktion und A eine σ-Algebra auf X, dann bildet
{B ⊆ Y : f−1(B) ∈ A} eine σ-Algebra auf Y .

Übung 7.
Sei X eine Menge und (Ai)i∈I eine abzählbare Partition (Ai ∩ Aj = ∅ für i 6= j und⋃

i∈I Ai = X) von X. Zeige:

(a) die von (Ai)i∈I erzeugte σ-Algebra A besteht genau aus den Mengen der Form
⋃

i∈J Ai

mit J ⊂ I. Die Mengen Ai heißen dann die Atome der σ-Algebra A.
(b) A ist überabzählbar, wenn I unendlich ist.
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Übung 8.
Für jede natürliche Zahl sei Mn die vom System En = {{1}, {2}, . . . , {n}} erzeugte σ-
Algebra auf X = N. Zeige:

(a) Mn = {A ⊆ N : A ⊆ {1, 2, . . . , n} oder ∀m > n m ∈ A}
(b) ∀n ∈ N Mn ⊆Mn+1

(c) Warum ist dennoch
⋃∞

n=1Mn keine σ-Algebra?

Übung 9.
Sei A eine σ-Algebra über X und E ∈ P(X) eine beliebige Menge. Zeige, daß

σ(A ∪ {E}) = {(A ∩ E) ∪ (B ∩ Ec) : A,B ∈ A}


