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Ubungen Hohere Analysis - Blatt Ne2

Fleiflaufgabe. Konstruiere eine tiberabziahlbare Kette in P(N), d.h., eine Familie (A;);cs
von Teilmengen von N, sodaf

(a) I eine tiberabzdhlbare linear geordnete Menge ist

I"Jbung 10.
Zeige, daBl die Menge aller positiven reellen Zahlen = €]0, 1], die an irgendeiner Dezi-

malstelle eine 2 aufweisen, eine Borelmenge ist. Um Eindeutigkeit zu erreichen, sind da-
bei nur Dezimaldarstellungen zugelassen, die nicht in 9 periodisch enden, d.h., anstatt
0.x129 - 2,999 --- wird 0.x125 - - - x,1 geschrieben.

I"Jbung 11.
Sei A C R eine Borelmenge und A € R. Zeige mit dem Prinzip der guten Mengen, daf

auch AA = {Az : © € A} eine Borelmenge ist.

I"Jbung 12.
Sei X tiberabzahlbar und

M = {E C X | E abzéhlbar oder X \ E abzdhlbar }
die o-Algebra aus Ubung 4. Zeige, daB die Abbildung z : M — R definiert durch

0 wenn E abzahlbar
(k) = {1
sonst

die Mafleigenschaften erfiillt.

Ubung 13.
Sei X eine Menge, R ein Ring auf P(X) und g : R — R ein Inhalt mit u(X) < co. Die

folgenden Eigenschaften sind dquivalent:
1. w ist von oben stetig bei §: Wenn A,, \, @), dann gilt lim u(A,,) = 0.
2. p ist o-additiv: sei E,, € R eine disjunkte Folge mit E = ¥ ° | E,, € R, dann ist
(k) = 2211 p(En).

Ubung 14.
Betrachte die natiirlichen Zahlen mit der Mengenfunktion

i 1
pA) = lim (AN 1, N])
fiir Mengen A C N, fiir die der Grenzwert existiert.

(a) Zeige, dass diese Mengenfunktion additiv aber nicht o-additiv ist.
(b) Bestimme eine Menge A C N, sodass p(A) nicht existiert.



Definition. Ein Filter auf eine Menge X ist eine Teilmenge § C P(X) mit den Eigen-
schaften
() 0gs
(i) AcF, ACB — BegF
(i) A, Bef§ = ANBeF
Wenn zusatzlich gilt
(iv) VACX:AeFVA€eF
dann heift § Ultrafilter.

Zum Beispiel ist der von einer fixen Menge Aqg C X erzeugte Filter
Sa, ={BC X: Ay C B}

ein Ultrafilter. Das sind aber nicht die einzigen Ultrafilter: Aus dem Auswahlaxiom folgt
(und ist sogar dquivalent dazu), dafl jeder Filter zu einem Ultrafilter ergénzt werden kann.

Ubung 15.
Sei @ P(X) — R{ ein Inhalt mit den Eigenschaften u(X) = 1 und u(A) € {0,1}
VA C X. Zeige, dafl
{AC X :puA)=1}
ein Ultrafilter ist.

Ubung 16.
Zeige, daB es kein Maf p auf P([0, 1]) gibt mit den Eigenschaften
(a) p([0,1]) = 1.

(b) u({r}) = 0V € [0,1]

(c) p(A) € {0,1} VA C [0, 1].

Definition. Ein Mafiraum (X, .4, 1) heifit o-endlich, wenn 3(E,) C A mit u(E,) < oo
und X =, E».

Ubung 17.
Zeige, daf in einem o-endlichen Mafiraum (X, A, 1) die Menge {z : u({z}) > 0} hochstens
abzahlbar sein kann.



