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Übungen Höhere Analysis - Blatt �3

Übung 18.
Welche der folgenden Mengenfunktionen µ : P(R)→ R sind äußere Maße? Bestimme ggf.
die σ-Algebra der meßbaren Mengen.

(a) µ(A) = lim sup
n→∞

1

n
#(A ∩ {1, · · · , n})

(b) µ(A) =

{
0 für A = ∅
1 für A 6= ∅

(c) µ(A) =

{
0 für |A| <∞
1 für |A| =∞

(d) µ(A) =

{
0 für |A| ≤ ℵ0

1 für |A| > ℵ0

Übung 19.
Auf [0, 1]2 ist durch µ([0, 1]×[a, b]) = b−a und µ([a, b]×[0, 1]) = b−a eine Mengenfunktion
gegeben. Finde mindestens zwei verschiedene Fortsetzungen von µ zu einem Maß auf
B([0, 1]2).

Übung 20.
Sei f : R2 → R durch f(x, y) = min(x, y) gegeben. Zeige, daß durch

µ([a, b)× [c, d)) = f(b, d)− f(b, c)− f(a, d) + f(a, c)

ein Maß auf B(R2) gegeben ist. Berechne

µ
({

(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 ≤ 1
})
.

Übung 21.
Seien 0 < p ≤ 1/2 undA0 = [0, 1]. BildeA1 durch Herausnehmen des offenen Mittelstückes
der Länge p aus A0. Ist An gegeben (eine Vereinigung von 2n disjunkten, abgeschlossenen
Intervallen, so ergibt sich An+1 durch Herausnehmen der offenen Mittelstücke der Längen
pn+1

2n aus jedem Intervall von An. Im Limes erhält man eine Menge A.

(a) Ist A abzählbar oder überabzählbar?
(b) Enthält A ein offenes Intervall?
(c) Berechne das Lebesguemaß λ(A).

Übung 22.
Sei dim die Hausdorffdimension auf einem metrischen Raum (X, d) und A,B ⊆ X Borel-
mengen. Zeige:

(a) A ⊆ B =⇒ dimA ≤ dimB
(b) dim(A ∪B) = max{dimA, dimB}
(c) Zeige, daß für s < n das Hausdorffmaß H2 auf Rn nicht σ-endlich ist.



Übung 23.
Zeige, daß die Hausdorffdimension dim R2 = 2 ist.
Hinweis: Bestimme zunächst die Hausdorffdimension des Einheitsquadrats.

Übung 24.
Sei A ⊆ Rn eine Teilmenge mit nichtleerem Innerem. Zeige, daß dimA = n ist.

Übung 25.
Bestimme eine obere Schranke für die Hausdorffdimension der zweidimensionalen Can-
tormenge:


