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Übungen Höhere Analysis - Blatt №5

Übung 34.
Sei (X,A, µ) ein Maßraum und fn eine Folge integrierbarer Funktionen, die gleichmäßig
gegen eine Funktion f konvergiert. Zeige:

(a) Wenn µ(X) <∞, dann ist f integrierbar.
(b) Wenn µ(X) =∞, dann muß das nicht stimmen.

Übung 35.
(a) Sei (X,A, µ) ein Maßraum und seien f, g : X → R meßbare Funktionen. Zeige, daß

ess sup(f + g) ≤ ess sup f + ess sup g
(b) Sei X = R mit dem Lebesguemaß und sei zusätzlich f = g f.ü. und f eine stetige

Funktion. Zeige, daß ess sup f = ess sup g = sup f .

Übung 36.
Zeige, daß Konvergenz bezüglich L∞ äquivalent ist zu gleichmäßiger Konvergenz fast
überall.

Übung 37.
Sei 1 ≤ p < q < ∞. Gib jeweils Kriterien und Beispiele an für Maßräume (X,A, µ) mit
der Eigenschaft, daß

(a) Lp(X) = Lq(X)
(b) Lp(X) ( Lq(X)
(c) Lp(X) ) Lq(X)
(d) weder Lp(X) ⊆ Lq(X) noch Lp(X) ⊇ Lq(X).

Übung 38.
Zeige, daß im Allgemeinen weder

⋂
p<∞ L

p ⊆ L∞ noch
⋂
p<∞ L

p ⊇ L∞ gilt.

Übung 39.
Vergleiche

• gleichmäßige Konvergenz
• punktweise Konvergenz f.ü.
• fast gleichmäßige Konvergenz
• Konvergenz im Maß
• Konvergenz bzgl. ‖ ‖p, für verschiedene p ∈ [1,∞].

für die Maßräume

(a) X = N, µ({n}) = 2−n

(b) X = N, µ({n}) = 1
(c) X = [0, 1], µ = Lebesguemaß



Übung 40.
Sei (X,A, µ) ein Maßraum mit 0 < µ(X) < ∞. Sei f meßbar mit 0 < ‖f‖∞ < ∞ und
αp =

∫
|f |p dµ. Zeige, daß

‖f‖∞ = lim
p→∞

αp+1

αp

Übung 41.
Sei (X,A, µ) ein Maßraum, f ∈ L1,C(X,µ) und S ⊆ C abgeschlossen, sodaß ∀E ∈ A gilt

1

µ(E)

∫
E

f dµ ∈ S.

Zeige, daß f(x) ∈ S für fast alle x.


