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Übungen Höhere Analysis - Blatt №6

Übung 42.
Untersuche das Konvergenzverhalten (punktweise, f.ü., gleichmäßig, Lp, im Maß,. . . ) der
folgenden Folgen von Funktionen auf [0, 1] mit dem Lebesguemaß.

(a) fn(x) = (cos πx)n

(b) fn(x) = (cosnπx)n

(c) fn(x) = cosnπx

Übung 43.
Sei (X,A, µ) ein endlicher Maßraum. Zeige, daß durch

d(f, g) =

∫
X

|f − g|
1 + |f − g|

dµ

eine vollständige Metrik auf dem Raum der meßbaren reellen Funktionen (modulo Null-
mengen) definiert wird und daß die Konvergenz bezüglich dieser Metrik genau der Kon-
vergenz im Maß entspricht.

Übung 44.
Zeige, daß das Lebesguemaß bezüglich des Zählmaßes auf [0, 1] keine Dichtefunktion be-
sitzen kann, obwohl es absolut stetig ist.

Übung 45.
Sei µ ein σ-endliches Maß und seien ν, ρ signierte Maße sowie α ∈ R.

(a) Es gilt αν � µ mit Radon-Nikodým Ableitung

d(αν)

dµ
= α

dν

dµ

(b) Gilt sowohl ν � µ als auch ρ � µ und nehmen ν und ρ beide den Wert +∞ oder
beide den Wert −∞ nicht an, dann ist auch ν+ρ� µ mit Radon-Nikodým Ableitung

d(ν + ρ)

dµ
=
dν

dµ
+
dρ

dµ

(c) Ist ν ein σ-endliches Maß mit ρ� ν und ν � µ, dann ist ρ� µ und

dρ

dµ
=
dρ

dν

dν

dµ



Übung 46.
Bestimme jeweils die Lebesgue-Zerlegung von µ bezüglich ν und die Radon-Nikodým-
Dichte des stetigen Anteils. Bestimme außerdem

∫ 3

0
x dµ(x) und

∫ 3

0
x dν(x).

(a) µ = δ0 + 2δ1 + 3δ3 und ν = δ0 + δ2 + δ3 + χ[2,5]λ.
(b) Sei

F (x) =


0, x ≤ 0

x+ 1, 0 < x ≤ 1

3x2, 1 < x ≤ 2

13, x > 2

und µ([−∞, x)) = F (x), sowie ν das Lebesgue-Maß auf R.
(c) Sei

F (x) =



0, x ≤ 0

2x+ 1, 0 < x ≤ 1

3x2 + 1, 1 < x ≤ 2

2x3, 2 < x ≤ 3

60, x > 3

und

G(x) =



0, x ≤ 0

3x, 0 < x ≤ 1

3x2 + 1, 1 < x ≤ 2

5x2, 2 < x ≤ 4

108, x > 4

µ((−∞, x]) = F (x) und ν((−∞, x]) = G(x).


