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Kettenregel für Vektorfelder:

Satz: Seien

~f : D ⊆ R
n
→ R

m : (x1, . . . , xn) 7→





f1(x1, . . . , xn)
...

fm(x1, . . . , xn)



 ,

~g : E ⊆ R
m
→ R

k : (y1, . . . , ym) 7→





g1(y1, . . . , ym)
...

gk(y1, . . . , ym)





total differenzierbare Vektorfelder. Sei ~a ∈ D ein innerer Punkt, so daß auch
~f(~a) ein innerer Punkt von E ist. Dann ist die Funktion

~g◦~f : D ⊆ R
n
→ R

k : (x1, . . . , xn) 7→





g1
(

f1(x1, . . . , xn), . . . , fm(x1, . . . , xn)
)

...

gk
(

f1(x1, . . . , xn), . . . , fm(x1, . . . , xn)
)





total differenzierbar und es gilt:

J
~g◦~f

(~a) = J~g
(

~f(~a)
)

· J~f

(

~a
)

.

Beweis der Gleichung: Es gilt:

J~g
(

~f(~a)
)

=

















∂g1
∂y1

(

f1(~a), . . . , fm(~a)
)

. . . ∂g1
∂ym

(

f1(~a), . . . , fm(~a)
)

...
...

∂gi
∂y1

(

f1(~a), . . . , fm(~a)
)

. . . ∂gi
∂ym

(

f1(~a), . . . , fm(~a)
)

...
...

∂gk
∂y1

(

f1(~a), . . . , fm(~a)
)

. . . ∂gk
∂ym

(

f1(~a), . . . , fm(~a)
)

















und

J~f

(

~a
)

=

















∂f1
∂x1

(~a) . . . ∂f1
∂xj

(~a) . . . ∂f1
∂xn

(~a)
...

...
...

∂fi
∂x1

(~a) . . . ∂fi
∂xj

(~a) . . . ∂fi
∂xn

(~a)
...

...
...

∂fm
∂x1

(~a) . . . ∂fm
∂xj

(~a) . . . ∂fm
∂xn

(~a)
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Man beachte, daß der Eintrag von J
~g◦~f

(~a) in der i-ten Zeile und j-ten Spalte

genau
∂(gi ◦ f)

∂xj

(~a) (1)

entspricht. Wir berechnen nun den Eintrag von J~g
(

~f(~a)
)

· J~f

(

~a
)

in der i-ten
Zeile und j-ten Spalte:

m
∑

l=1

∂gi

∂yl

(

~f(~a)
)

·
∂fl

∂xj

(~a). (2)

Aufgrund der Kettenregel entspricht (2) genau der partiellen Ableitung (1).
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