Folie zur Vorlesung “Mathematik A”
27. Oktober 2011

Konvergenzkriterien:

Satz: Quotienten-Kriterium

1. Falls ein ¢ mit 0 < ¢ < 1 und ein ny € N existieren, so dafl fiir alle
n > ny
‘an+1|
a, #0 und <q,

|an]

so ist die Reihe Y °7  a, absolut konvergent.

n=1

2. Gibt es ein ng € N, so daf3 fiir alle n > nyg

‘an+1|

|an‘

> 1,

so ist die Reihe >, a,, divergent.

Beweis:

1. Gelte % < ¢ < 1 fiir alle n > nyg, d.h.

|ani1| < lan| - q < lan-1] - @ < lan-a| - ¢* <+ <lag| - "™

Also:
00 no—1
> lanl = Z\anl+2\an\
n=1 n=ny
no— 1
< Z ‘an| + Z ‘ano . n+1—no
n=no
no— 1
= Z\anlﬂano q- Zq” "
n=no
no— 1

= Y ol Han a0 34" < oo
n=1 n=0

RS =1/(1-9)



2. Gelte nun 2221l > 1 fiir alle n > nyg, d.h.

aal

\ant1| > |an| > |an—1| > |an—a| > -+ > |ag|.
Daraus folgt:
no— 1 no— 1
Z | = Z |an] + Z | > Z |an] + Z | =
n=ng n=mnqo
——
=00

Bemerkungen:

1. Die Bedingung |an+1|/|an| < ¢ < 1 ist erfiillt, falls

limm<1.

n—oo |y

2. Falls ¢ = 1 ist, so kann keine Entscheidung getroffen werden:

(a) Betrachte

=1
Pt

n=1
Hier gilt
1
) Qp+1 . o ) n
hm'n ‘:l "TH:hm =1.
n—00 ‘anl n—oo = n—oom + 1
n

Es ist aber bereits bekannt, dafl diese Reihe divergiert.
(b) Betrachte

1
n2
Hier gilt
41 SR n?
Jim (ntl) lim ———— —1

n

Es ist aber bereits bekannt, dafi diese Reihe konvergiert.



Satz: Leibniz-Kriterium

Ist > a, eine alternierende Reihe, wobei die Absolutbetrige |a,| eine
monoton fallende Nullfolge bilden, so ist die Reihe konvergent. Auflerdem

gilt unter den obigen Voraussetzungen: Wenn s,, die n-te Partialsumme ist
und s der Wert der Reihe ist, so gilt

|5 = 8| < lantal.

Beweis: Wir kénnen annchmen, daf§ die Reihe die Form > ° ((—1)"a, mit
a, > 0 besitzt. (Ggf. ein (—1) herausziehen aus der Summe, damit diese Form
erreicht wird).

Wir betrachten zunéchst die Teilfolge der Partialsummen

Sop = Gy — a1+ ax—as+ -+ ayp_2 — Aop—1 + A2y
= Sop—2 — Q2p—1 ta2, < S2,-2.
——

Za2n

Somit ist die Folge (s2,)neny monoton fallend. Andererseits ist diese Folge
aufgrund der Monotonie von (a,)neny beschriankt:

san = (ao - ar) + (as - az)+ -+ + (a2 . Qon—1) + aon, > 0.

>0 >0 >0 >0

Somit konvergiert die Folge (s2,)nen gegen einen Grenzwert s.

Nun ist noch zu zeigen, dafl auch die Partialsummen mit ungeradem Index
gegen denselben Grenzwert konvergieren. Dies lauft analog:

Sop+1l = QAo — @] + A2 — a3+ -+ Aop—2 — A2p—1 + A2 — A2p41

Sop—1+ G2, —Q2p41 = Sop—1-
~—

>a2n+1

D.h. die Folge ($2,+1)nen ist monoton wachsend. Aulerdem ist diese Folge
nach oben beschrinkt, da (s2,),eny monoton fallend ist:

Son+1 = San — A2p+1 < Sop < So.
Da (a;,)neny nach Voraussetzung eine Nullfolge ist, folgt:

lim s9,41 = lim $9, — a1 = lim $9, = s.
n—oo n—oo N~ n—00

—0



Somit konvergiert die Folge der Partialsummen, d.h. lim, .. s, = s.

Bemerkung: Der Satz liefert keine Aussage iiber den konkreten Wert der Summe

S.

Zur Abschétzung |s — s,|: Falls n ungerade ist, dann gilt:

S —5Sn = Qn4+1 “Any2 + An+3 —An44 + Apys — " < Qpy1,
<0 <0
§—=8n = (Ant1— Anya) + (A3 — Anyg) +--- > 0.
>0 >0

Falls n gerade ist, dann gilt analog:

§ =8, = —Qpy1+ (an+2 - an+3) + (an+4 - an+5) — 2 —0Qn41,
T/ X
S — 8, = \_anJrl + an+%:an+3 + anJr%_ - < 0.
<0 <0

Somit gilt fiir alle n € N: |s — s, < |ap41]-



