Folie zur Vorlesung “Mathematik A”
25. November 2011

Vektorraume:

Definition: Ein Vektorraum V ist eine nicht-leere Menge von Vektoren @, l;, Cyunns
fiir welche eine Addition @ + b sowie eine Skalarmultiplikation A - @ mit reellen

Zahlen X\ definiert ist mit folgenden Eigenschaften:

1. Addition: Seien a, 5, ¢ € V. Dann:
(a) d+beV
(b) Assoziativitét: (@ +b) + = d+ (b+¢)
(c) Kommutativitat: d +b =0+ a
(d) Es gibt ein neutrales Element 0 (Nullvektor) mit
i+0=0+d=a.
(e) Es gibt zu jedem @ ein inverses bzw. negatives Element —a € V' mit
@+ (—d) = (—a@)+a=0.
2. Skalarmultiplikation: Seien @,b € V und X, 1 € R (Skalare). Dann:

Beispiele:
L. R"={(x1,...,zn) | x1,..., 2, € R},
2. Sei
P(z) ={p(z) =a,x"+ - +amz+ay | n€Na,,... a €R}
die Menge aller Polynome mit reellen Koeffizienten. Dann ist P(x) ein
Vektorraum, wobei die Polynome die Vektoren sind.
e Die Addition zweier Polynome p(z) und ¢(x) ist gegeben durch p(z) +

q(x).

e Die Skalatmultiplikation ist gegeben durch Ap(x), d.h. p(x) wird mit
A multipliziert.

e Das negative Element zu p(x) ist gegeben durch —p(z).

e Der Nullvektor ist das konstante Nullypolynom p(x) = 0.



Definition: Sei V' ein Vektorraum. Eine nicht-leere Teilmenge U von V' heifit
Unterraum /Untervektorraum, falls gilt:

1. Vi, v € U: d+ U €U (Abgeschlossenheit bzg. Addition)
2.Vue U XeR: M-u e U (Abgeschlossenheit bzgl. Skalarmultiplikation)

Beispiele:
1. V und {0} sind stets Unterriume von V.
2. Sei V = R? und
U= {(z1,75) € R* | z; + 29 = 0}.

Dann ist U ein Unterraum, denn:

(a) U ist nicht-leer, denn (0,0) € U, da 04+ 0 = 0.

(b) Abgeschlossenheit bzgl. Addition: Seien & = (x1,22), ¥ = (y1,y2) € U,
d.h. 21 + 29 =0 und y; + y» = 0. Dann ist auch ¥+ ¢ € U, denn

T4y = (v1,22) + (Y1, 92) = (21 + Y1, 22 + 42)
und
(14+y) +(r2+y2) =(x1+22) + (1 +12) =0+0=0.
3. Sei V = R? und
U={(z1,75) € R* |z + 29 = 1}.

Dann ist U kein Unterraum, denn: @ = (1,0) € U wegen 1 + 0 = 0, aber
2-1u ¢ U, denn:

2-u=2-(1,00=(2,0) und 2+0#1.

4. Sei V= P(x) die Menge aller Polynome mit reellen Koeffizienten. Sei
P.(x) die Menge aller Polynome vom Grad kleiner gleich n mit
reellen Koeflizienten. Dann ist P, (z) ein Unterraum von P(x), denn:

(a) Addition zweier Polynome vom Grade kleiner gleich n ergibt wieder
ein Polynom vom Grad kleiner gleich n.

(b) Jedes Vielfaches eines Polynoms vom Grade kleiner gleich n ist wieder
ein Polynom vom Grad kleiner gleich n.



Bemerkungen zur linearen (Un-)Abhingigkeit:

1. Seien v7, ..., v} linear abhéngige Vektoren und

T = N0 + AUy + - -+ + N0y,

d.h. 7 ist eine Linearkombination der Vektoren v, ..., v;. Lasse sich z.B.
U1 als Linearkombination der Vektoren o, ..., ¢, darstellen (vgl. mit Satz
im Skriptum), d.h. es existieren puo, ...,y € R mit

U1 = [V + M3U3 + - -+ + U Uk.
Dann lésst sich auch Z als Linearkombination der Vektoren v, . . ., U, denn:

T = NUL+ AU+ -+ + N0
= )\1-(ugﬁg—l—ﬁbgﬁg—f—"'—l—ukﬁk)—|—>\2?72—|—"'—|—>\k?7k
= (Arpi2 + X)W + (Arp + A3)T3 + -+ + (Mg + Ar) U

2. Seien v, ..., U, Vektoren, die den Unterraum U aufspannen, d.h.
U= <?71,...,17k> = {)\1771+"‘+)\k77k | Al,...,)\kER}.

Falls die Vektoren v7,...,v; linear abhingig sind und lésst sich v; als
Linearkombination der Vektoren vy, ..., ¥} darstellen, so gilt sogar

U= <52,...,Uk> = {)\2172+---—|—)\k17k | Al,...,AkER}.
Also: Es 148t sich schrittweise die Anzahl der Vektoren, welche U aufspan-

nen, reduzieren, bis alle verbleibenden Vektoren linear unabhéngig sind.

Beispiel: Sei V = R*. Man betrachte die Vektoren
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Sei U = <171,172,63,174>. Da
U1 + Ug + U3 = Uy,

ist U = (1, U, U3). Da ferner

Uy = 20 — U3
gilt sogar U = (7, v3). Offensichtlich sind nun ¢; und o5 linear unabhéngig, da
11 kein Vielfaches des Vektors 03 ist.



