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Orthogonalprojektion auf einen Teilraum:

Sei @1, ..., x; eine Orthonormalbasis eines Unterraums U von R”, und sei Z ein
beliebiger Vektor des R".

Die Projektion von « auf den Unterraum U ist dann
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d.h. der Vektor ¥ wird zerlegt in

¥=p+ (¥—p), wobei (p,Z—p)=0.
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Wir miissen also zeigen, daf§ ¥ — p senkrecht/orthogonal zu jedem u € U ist,
d.h. es ist zu zeigen: (¥ — p, u) fiir alle & € U.
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Beweis: Jeder Vektor w € U lafit sich als Linearkombination der 77, ...T%
darstellen, etwa
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Mit Hilfe der Linearitiat des Skalarprodukts erhalten wir:
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Beispiel zum Gram-Schmidt-Verfahren:

Aufgabe: Man betrachte den Unterraum U des R*, der von den folgenden
Vektoren aufgespannt wird:
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Man berechne eine Orthonormalbasis von U, und projeziere den folgenden Vek-
tor ¥ = (1,0,—2,1) auf U.

Lo6sung:

1.Schritt: Wir normalisieren ; und erhalten dadurch g;:
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Den Vektor g5 erhalten wir durch Normierung von ws:
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3.Schritt: Wir berechnen zunéchst ws:

Wy = U3 — (Us, Y1)y1 — (U3, Ya) U
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Durch Normierung von ws erhalten wir ys:
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Die gesuchte Orthonormalbasis von U besteht also aus den drei Vektoren 4, 42, /5.



Projektion von ¥ auf U:
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Zum Gram-Schmidt-Orthogonalisierungsverfahren:

Seien 7y, Uy, U3 € R™ gegeben, die den Unterraum U aufspannen. Dann berechnet
sich eine Orthonormalbasis 71, 72, 75 zu U wie folgt:
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Zur Projektion auf einen Unterraum::

Seien ¥7,...,7; € R" gegeben, die eine Orthonormalbasis des von ihnen
aufgespannten Unterraum U bilden. Sei ¥ € R™ ein weiterer beliebiger Vektor.
Dann ist die Projektion von & auf U gegeben durch:

Projy (%) = (Z, 91)% + (T, Vo)V + « -+ + (&, Uk) V.

Mit anderen Worten: Proj; (&) ist der eindeutig bestimmte Punkt @ € U, so
da ||Z — Projy(%)|| minimal wird, d.h. Projy(Z) ist der Punkt in U, welcher
minimalen Abstand zu & besitzt.

Interpretation im Fall £ = 2: Sei U eine Ebene im R* mit Orthonormalbasis
U1, Uy. Dann ist:

Projy (&) = (Z,01)0 + (7, U




