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Binomialreihe:

Man betrachte für x ≥ −1 und α ∈ R die Funktion

f(x) = (1 + x)α.

Gesucht ist eine Darstellung dieser Funktion als Potenzreihe mit Entwicklungs-

punkt x0 = 0.

Die ersten Ableitungen sind:

f ′(x) = α·(1+x)α−1, f ′′(x) = α·(α−1)(1+x)α−2, f ′′(x) = α·(α−1)·(α−2)·(1+x)α−3, . . .

und allgemein

f (n)(x) = α · (α− 1) · (α− 2) · · · (α− n+ 1) · (1 + x)α−n

Insbesondere ist also

f (n)(0) = α·(α−1)·(α−2) · · · (α−n+1)·(1+0)α−n = α·(α−1)·(α−2) · · · (α−n+1).

Einschub: Für α ∈ R und n ∈ N ist der allgemeine Binomialkoeffizient

definiert als
(

α

n

)

=
α · (α− 1) · (α− 2) · · · (α− n+ 1)

n!
,

(

α

0

)

= 1.

Die Taylorreihe zur Funktion f(x) ist also gegeben durch

Tf,0(x) =
∞
∑

n=0

f (n)(0)

n!
xn =

∞
∑

n=0

α · (α− 1) · (α− 2) · · · (α− n+ 1)

n!
xn =

∞
∑

n=0

(

α

n

)

xn.

Konvergenzradius von Tf,0(x):

lim sup
n→∞

∣

∣

∣

(

α
n+1

)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(

α
n

)

∣

∣

∣

= lim sup
n→∞

∣

∣

∣

α·(α−1)·(α−2)···(α−n)
(n+1)!

∣

∣

∣

∣

∣

∣

α·(α−1)·(α−2)···(α−n+1)
n!

∣

∣

∣

= lim sup
n→∞

∣

∣

∣

α− n

n+ 1

∣

∣

∣
= 1.

Somit ist der Konvergenzradius von Tf,0(x) gleich 1.
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Nun zeigen wir, daß Tf,0(x) = f(x). Dazu betrachten wir:

(1 + x)T ′
f,0(x) = (1 + x)

∞
∑

n=1

n

(

α

n

)

xn−1

=

∞
∑

n=1

n

(

α

n

)

xn−1 +

∞
∑

n=1

n

(

α

n

)

xn

=
∞
∑

n=0

(n+ 1)

(

α

n+ 1

)

xn +
∞
∑

n=1

n

(

α

n

)

xn

=

(

α

1

)

+

∞
∑

n=1

(n+ 1)

(

α

n+ 1

)

xn +

∞
∑

n=1

n

(

α

n

)

xn

= α +
∞
∑

n=1

[

(n+ 1)

(

α

n+ 1

)

xn + n

(

α

n

)

xn
]

= α +

∞
∑

n=1

[

(α− n)

(

α

n

)

xn + n

(

α

n

)

xn
]

= α +
∞
∑

n=1

α

(

α

n

)

xn = α
(

1 +
∞
∑

n=1

α

(

α

n

)

xn
)

= α

∞
∑

n=0

(

α

n

)

xn = α · Tf,0(x)

Wir setzen

h(x) =
Tf,0(x)

(1 + x)α
.

Die Ableitung von h(x) ist dann

h′(x) =
T ′
f,0(x)(1 + x)α − Tf,0(x) · α · (1 + x)α−1

(1 + x)2α

=
T ′
f,0(x)(1 + x)− Tf,0(x) · α

(1 + x)α+1
= 0.

Also ist h(x) eine konstante Funktion und somit

h(x) = h(0) =
Tf,0(0)

(1 + 0)α
= Tf,0(0) =

∞
∑

n=0

(

α

n

)

0n =

(

α

0

)

= 1.

Also gilt

Tf,0(x) =
∞
∑

n=0

(

α

n

)

xn = (1 + x)α für |x| < 1.
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