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Satz 1.12 (Charakterisierung von Basen). Sei V ein K-Vektorraum und M ⊆ V . Dann sind folgende Aussagen äquivalent:

(1) M ist eine Basis von V
(2) M ist (bezüglich

”
⊆“) ein minimales Erzeugendensystem von V (d.h., jedes N ( M ist kein Erzeugendensystem von V )

(3) M ist (bezüglich
”
⊆“) eine maximal linear unabhängige Teilmenge von V (d.h., jedes N ) M ist linear abhängig)

(4) Jedes v ∈ V ist eindeutig als Linearkombination

v =
∑
w∈M

λww

darstellbar, wobei die λw ∈ K und nur endlich viele davon von 0 verschieden sind.

Bemerkung. Falls M = {w1, . . . , wm} endlich ist, so ist Punkt 4 äquivalent dazu, dass es zu jedem v ∈ V eindeutig bestimmte Skalare λ1, . . . , λm ∈ K gibt, sodass

v = λ1w1 + · · ·+ λmwm.

Beweis. •
”
1⇒ 2“. Wenn M eine Basis ist, ist es per definitionem auch ein Erzeugendensystem von V . Die Minimalität beweisen wir indirekt. Wir nehmen an,

dass N ( M ein Erzeugendensystem sei und wählen ein v ∈M \N . Dann gäbe es w1, . . . , wr ∈ N und λ1, . . . , λr ∈ K, sodass

v = λ1w1 + · · ·+ λrwr.

Durch Subtraktion erhalten wir

0 = (−1)v + λ1w1 + · · ·+ λrwr.

Da v, w1, . . . , wr ∈M , ist das ein Widerspruch zur vorausgesetzten linearen Unabhängigkeit von M .
•

”
2⇒ 1“. Wir müssen nur zeigen, dass M linear unabhängig ist. Dazu nehmen wir indirekt an, dass

λ1w1 + · · ·+ λrwr = 0

für gewisse w1, . . . , wr ∈M und λ1, . . . , λr ∈ K gilt, wobei nicht alle λj 6= 0. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit nehmen wir somit an, dass λ1 6= 0. Dann
ergibt sich allerdings

w1 = −λ2

λ1

w2 − · · · −
λr

λ1

wr.

Daher ist auch M \ {w1} ein Erzeugendensystem von V , Widerspruch.
•

”
1⇒ 3“. Per definitionem ist M linear unabhängig. Wir nehmen nun indirekt an, dass N ) M linear unabhängig sei. Sei v ∈ N \M . Da M ein Erzeugenden-

system von V ist, gibt es w1, . . . , wr ∈M und λ1, . . . , λr ∈ K, sodass

v = λ1w1 + · · ·+ λrwr.

Durch Subtraktion von v sehen wir, dass

0 = (−1)v + λ1w1 + · · ·+ λrwr,

was der angenommenen linearen Unabhängigkeit von N widerspricht.
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•
”
3⇒ 1“. Wir müssen lediglich zeigen, dass M ein Erzeugendensystem von V ist. Wir wählen ein v ∈ V . Falls v ∈ M , so ist v = 1 · v eine Linearkombination

von v aus Elementen von M und es ist nichts mehr zu zeigen. Wir nehmen daher von nun an an, dass v /∈ M . Da M ∪ {v} nach Voraussetzung nicht linear
unabhängig ist, gibt es w1, . . . , wr ∈M und λ, λ1, . . . , λr ∈ K, sodass

λv + λ1w1 + · · ·+ λrwr = 0

und nicht alle Skalare verschwinden. Falls λ = 0, so erhielten wir einen Widerspruch zur linearen Unabhängigkeit von M . Daher gilt λ 6= 0 und wir erhalten

v = −λ1

λ
w1 − · · · −

λr

λ
wr,

also wie gefordert eine Linearkombination von v aus Elementen von M .
•

”
1⇒ 4“ Die Existenz einer Darstellung der angegebenen Form ist eine unmittelbare Konsequenz aus der Tatsache, dass M ein Erzeugendensystem von V ist

(man setze nicht die Koeffizienten der nicht in der Linearkombination auftretenden Basiselemente auf 0).
Die Eindeutigkeit beweisen wir indirekt. Wir nehmen an, ein v ∈ V besitze zwei Darstellungen der geforderten Form. Es gibt also Skalare λw ∈ K und

µw ∈ K für w ∈M , sodass ∑
w∈M

λww = v =
∑
w∈M

µww

und nur endlich viele der Skalare von 0 verschieden sind. Durch Subtraktion erhalten wir

0 =
∑
w∈M

(λw − µw)w,

wobei wiederum nur endlich viele λw − µw von 0 verschieden sein können. Wegen der vorausgesetzten linearen Unabhängigkeit von M erhält man daraus aber
unverzüglich λw − µw = 0 für alle w ∈M , also λw = µw und die beiden Darstellungen stimmten überein.
•

”
4 ⇒ 1“ Da jedes v ∈ V als Linearkombination endlich vieler Elemente von M dargestellt werden kann, ist M ein Erzeugendensystem von V . Da 0 ∈ V

jedenfalls die Darstellung

0 =
∑
w∈M

0w

besitzt, und diese laut Voraussetzung die einzige ist, muss M auch linear unabhängig sein.
�

Es stellt sich nun die Frage, ob jeder Vektorraum eine Basis besitzt. Falls ein Vektorraum ein endliches Erzeugendensystem besitzt, so ist dies leicht zu sehen: Man
startet mit einem endlichen Erzeugendensystem und geht, solange das Erzeugendensystem nicht minimal ist, zu einer echten Teilmenge über, die noch Erzeugendensys-
tem ist. Aufgrund der vorausgesetzten Endlichkeit bricht dieser Prozess nach endlich vielen Schritten ab. Als Ergebnis erhält man ein minimales Erzeugendensystem,
also nach dem Satz eine Basis.
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