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Kapitel 1

Aussagenlogik (Sentential Logic)

1.1 Sprache der Aussagenlogik

Alphabet mit abzahlbar vielen aussagenlogischen Variablen, Junktoren und Klammern,
B={Ai|icZ}U{~,V,A,—, <[} U{()}

Definiere daraus die Sprache
B* = {Worter mit Buchstaben aus B}

Dabei ist ein Wort ein String endlicher Lénge, das leere Wort ¢ ist zugelassen.
A, die Sprache der Aussagenlogik, ist definiert als Teilmenge von B* induktiv durch

1. Vi: A, e A
2. A,Be A = (-A),(ANB),(AVB),(A— B),(A|B) € A

Bedeutung dieser induktiven Definition: Allgemeine Teilmenge T einer Menge S induktiv definie-
ren heiffit Angabe einer Liste von Relationen, wobei T' definiert ist als der Durchschnitt aller Teil-
mengen von S, die beziiglich dieser Relationen abgeschlossen sind. Wenn R C Sx...x.5 = 5" n-
stellige Relation auf S ist, dann heiffit M C S abgeschlossen beziiglich R, wenn Vmy,...,m, € S
mit my,...,mp—1 € M und (my,...,my—_1,my,) € R gilt: m, € M.

Am Beispiel der aussagenlogischen Sprache A ist S = B*, und A ist definiert als Durchschnitt
aller Teilmengen von B*, die abgeschlossen beziiglich folgender Relationen sind:

1. R, € B w € Ry, & w € {4; ‘ i € N}. Abgeschlossenheit beziiglich einer einstel-
ligen Relation heifit einfach, dass jene Elemente, die die Relation erfiillen, in A sind.
(my,....,mp—1 € A (m1,...,my) € R = m, € R, im Fall n = 1 gibt es keine
mi,...,my_1, daher my, ... ,my_1 € A “leer erfiillt”)

2. R.={(B,(-B)) | B€ B*}, Rx = {(A,B,(AAB)) | A, B € B*} etc.

Umgangssprachliche Abkiirzungen fiir aussagenlogische Formeln:

o AuBerste Klammer weglassen: —A steht fiir (—A), AV B fiir (AV B) etc

e Bindungsstérke: = bindet stérker als alle anderen Junktoren, dh. =AV B steht fiir ((—A)V
B) (und eben nicht (—=(A V B))). A,V binden stéirker als —, <, dh. AA B — C steht fiir
((AANB) — C).



Das sind ausschliefilich umgangssprachliche Abkiirzungen, keine Formeln € A, wenn man For-
meln als formale Ausdriicke behandelt vorher die weggelassenen Klammern eintragen.

Andere Art, die Sprache der Aussagenlogik zu definieren: Postfix- und Prefix-Notation. Hier
Postfix-Notation (Vorteil: keine Klammern, Nachteil: nicht optimal human readable).

Definition 1.1: Ap ist definiert als Teilmenge von B*, B = {A; | i € N} U {~,A,V,—, <, [}
durch

1. VieN: A, € Ap
9. A,B€ Ap = A, ABA ABV,AB —,AB <, AB| € Ap

Anmerkung (Strukturelle Induktion): Wenn eine Menge M induktiv definiert ist, dann kann
man Aussagen fiir jedes m € M beweisen, indem man eine Induktion entlang der induktiven
Struktur (in der Definition von M) fiihrt, dh. man zeigt:

1. Fiir alle Elemente, die die einstelligen Relationen in der Definition von M erfiillen: diese
Elemente erfiillen die Aussage.

2. Fiir alle n-stelligen (n > 1) Relationen in der Definition von M: wenn my, . .., my,_1 jeweils
die Aussage erfiillen und (mq,...,mp—1,my) € R, dann erfiillt m,, die Aussage.

Andere Formulierung: damit alle m € M die Aussage X erfiillen, geniigt es, zu zeigen: VR
Relation, die in der induktiven Definition von M vorkommen: wenn mq,...,m,_1 X erfiillen
und (mq,...,mp—1,my) € R, dann erfiillt auch m,, die Aussage X. (Punkt 1 betreffend der ein-
stelligen Relationen wird bei dieser Formulierung von Induktion auch erledigt, da fiir einstellige
R die Aussage, my,...,my,_1 erfilllen X, “leer erfiillt” ist und man Aussage X fiir jene m mit
m € R ohne Vorbedingung zeigen muss).

Beweis (Beweis, dass diese Induktion funktioniert): Sei M C S induktiv definiert, N Menge
der s € S, fiir die die Aussage X gilt. Angenommen, dass VR in der Definition von M gilt
“(mi,...,mp) € Rund my,...,my_1; € N dann auch m,, € N”. Zu zeigen ist dann M C N.
Das ist klar, da N C S und N beziiglich allen Relationen in der Definition von M abgeschlossen
ist,

M = N L
L abgeschlossen

N kommt unter den Mengen L, als deren Durchschnitt M definiert ist, vor, also N O M =\ L
O

”

Ubung: In jeder Formel € A kommen gleich viele “(” wie “)
Anfangsabschnitt mehr “(”.

vor, in jedem echten nichttrivialen

Definition 1.2 (Anfangsabschnitt): Der Anfangsabschnitt eines Wertes b1bs . . . by, ist ein Aus-
druck der Gestalt biby...b; fiir k¥ < n. Der Abschnitt ist nichttrivial, wenn k > 0, dh. der
Abschnitt ist nicht . Der Abschnitt ist echt, falls k¥ < n, dh. der Abschnitt ist nicht das ganze
Wort.

Korollar 1.1: Kein echter Anfangsabschnitt einer aussagenlogischen Formel € A (Version mit
Klammern) ist selbst eine Formel der Aussagenlogik.

Proposition 1.2: Jede Formel € A erfiillt die “eindeutige Lesbarkeit” in Bezug auf obige
induktive Definition von A, dh. fiir jede aussagenlogische Formel F' gilt genau einer der Félle

1. F=A; fireinieN
2. F=(-A)firein Ac A
3. F=(A%DB) fir A,B€ Aund x € {A,V,—, <, |}
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und im Fall 1 ist 4, im Fall 2 ist A, im Fall 3 sind A, B und * eindeutig bestimmt.

Beweis: (Beweis der eindeutigen Lesbarkeit von Formeln € A in Bezug auf die induktive Struk-
tur in der Definition). Zu zeigen: Fiir jede Formel B € A gilt genau einer der drei Félle:

1. B = A, fiir ein ¢ € N (aussagenlogische Variable)
2. B = (=C) fiir eine Formel C' € A
3. B = (C % D) fiir Formeln C, D € A und Junktor x € {A,V,—, <, |}

und in Fall 1 ist ¢ eindeutig bestimmt, in Fall 2 ist C' eindeutig, in Fall 3 C, D und *.
Jede Formel € A ist von dieser Gestalt (iiberlegen).

Fall 1 und 2, 3 schliefen sich gegenseitig aus. Verwenden dazu Lemma: kein echter, nichttrivialer
Anfangsabschnitt einer Formel € A ist selbst Formel € A (weil: jede Formel € A hat gleich
viele rechte wie linke Klammern; jeder echte Anfangsabschnitt hat echt mehr linke Klammern).
Daraus folgt: im Fall 3 sind C, D,  eindeutig bestimmt, denn angenommen B = (C*D) = (EoF)
mit C, D, E, F € A, %, o Junktoren. * sei k-ter Buchstabe, o /-ter Buchstabe. Wenn k& = ¢, dann
*=o0,C =FE, D =F. Wenn k < ¢, dann ist C' echter Anfangsabschnitt von FE, geht nicht
wegen Anzahl der Klammern.

Im Fall 2 ist C sowieso eindeutig.

Félle 2, 3 schliefen sich aus, da keine Formel € A mit — anfingt. O

1.2 Wahrheitsfunktionen fiir Formeln

Proposition 1.3: Sei M C S induktiv definiert und erfiille eindeutige Lesbarkeit. Dann kann
man eine Funktion f : M — N (N beliebige Menge) definieren, indem man

1. fiir alle m € M, die eine einstellige Relation in der Definition von M erfiillen, einen Wert
f(m) € N angibt und

2. Fiir jede n-stellige Relation, n > 1, in der induktiven Definition von M eine Vorschrift an-
gibt, wie man fiir mq, ..., m, € Smit (my,...,m,) € R aus bekannten f(m1),..., f(my—_1)
den Wert f(m,,) berechnet.

Beispiel: Wahrheitsfunktionen fiir Formeln der Aussagenlogik aus Belegungen der aussagenlo-
gischen Variablen berechnen.

Definition 1.3: Eine Belegung ist eine Funktion b : {4; | i€l} — {0,1}, wobei I C N. Eine
Belegung ist vollsténdig, wenn I = N.

Den Junktoren werden folgende Funktionen zugeordnet:

1 =0
o :{0,1} — {0,1}, o (z) = *
0 z=1
1 z=y=1
®p:{0,1} x {0,1} — {0,1},  Pa(z,y) =
0 sonst
0 =y=0
®,:{0,1} x {0,1} — {0,1}, @ e
1 sonst

V($7y)—
0 z=1,y=0
o :{0,1} x {0,1} — {0,1}, @H(x,y):{ TehY
1 sonst
3



1 =y
0 sonst

d._ :{0,1} x{0,1} = {0,1}, D (2,y) = {

@ :{0,1} x {0,1} — {0, 1}, ¢>(x,y):{0 r=y=1

1 sonst
Vollstéindige Belegung b zu Funktion b : A — {0,1} fortsetzen durch induktive Definition,

1. Funktionswerte fiir aussagenlogische Variablen sind durch b gegeben, fiir i € N ist b(A;) =
b(A;).

2. fiir F = (=A) mit A € Asei b(F) = ®_(b(A)) und fiir x € {A,V, —, <, |} und F = (AxB)
ist b(F) = ®,(b(A),b(B)).

Die frither bewiesene eindeutige Lesbarkeit ausniitzend, haben wir fiir jede Funktion b : {4; ’
i € N} — {0, 1} eine Fortsetzung b : A — {0, 1} definiert. Dadurch definiert jede Formel A € A
eine Funktion f4 : B — {0,1}, wobei B die Menge aller Belegungen der Variablen A; mit
Wahrheitswerten, dh. B = {b | b: {4; | i € N} — {0,1}}, ndmlich f4(b) = b(A). Man sieht
leicht, dass b(A) nur von b(A1),...,b(A,) abhiingt, wenn in A keine Variablen auler A1, ..., A4,
vorkommen. Daher definiert A € A, in der aufler A4,..., A, keine Variablen vorkommen, eine
Funktion fa : {b: {A1,...,A,} — {0,1}} — {0,1}. Alle vollstdndigen Belegungen ¢, die auf
Aq,..., A, mit b iibereinstimmen, haben denselben Wert bei A: b(4;) = ¢(A;) fir i =1,...,n,
dann ist b(A) = ¢(A) und wir definieren fiir b: {A1,...,A,} — {0,1}, b(A) = b(A), b beliebige
vollstéindige Belegung mit b(A;) = b(4;), i =1,...,n.

Definition 1.4: A,B € A heiflen dquivalent (A < B), wenn fa = fp, dh. wenn fiir jede
Belegung b gilt b(A) = b(B).

Beispiel: Es ist (A1 — Ag) < ((—A1) V Ag).

Al Ay | (AL — Ag) [ (HA1) V Ay)
1

_ -0 O
— O = O
— O = =

1
0
1

Ebenfalls ist A = ((A1 — Az) A (As V (—A3))) & (A1 — Az) = B. Betrachte f4, fp auf einer
Obermenge der in A, B vorkommenden Variablen.

Definition 1.5 (Tautologie, Kontradiktion, Erfiillbarkeit): Eine Formel A € A heifit Tauto-
logie, wenn f4(b) = 1 fiir jede Belegung b : {A4; ’ i € N} — {0,1}. A heifit Kontradiktion
(unerfiillbar), wenn f4(b) = 0 fiir alle Belegungen b. A heifit erfiillbar, wenn A keine Kontra-
diktion ist.
Beispiel (Tautologien):

e Tertium non datur: (AV (-4)), Aec A

o (2(AN(=4)))

e Kontraposition: (A — B) < ((-B) — (—A4)))

Proposition 1.4: A, B € A, dann ist (A < B) Tautologie genau dann, wenn A < B.
Beweis: Angenommen A « B Tautologie, dh. Vb : b(A «» B) = 1, dh. Vb : ®_,(b(A),b(B)) = 1
wegen der Definition von ®..,, ndmlich

1 z=y



dquivalent: Vb : b(A) = b(B), dh. A & B. O

Einige Aquivalenzen:

e Assoziativitdt von A: (AAB)AC) < (AN (BAC)), analog fiir V
e Kommutativitidt von A: (AA B) < (B A A), analog fiir V
e De Morgan: (—(A A B) < ((-A) V (=B)), analog (=(AV B)) < ((-4) A (—-B))

Wegen der Assoziativitidt von V und A sind alle Formeln € A, die eine Konjunktion von
By,..., By, in dieser Reihenfolge sind, mit beliebiger Klammerung dquivalent: schreiben By A
By A --- A By, als Abkiirzung fiir (((B1 A B2) A Bs)...).

1.3 Normalformen

Definition 1.6 (Literal, Klausel, Normalform): Ein Literal ist eine Formel der Gestalt A; oder
(=A;) (A; Variable).

Eine Klausel ist eine Formel der Gestalt By V Bo V...V B, fiir ein n € N, wobei jedes B; ein
Literal ist. Analog ist eine duale Klausel von der Gestalt By A Bo A ... A By,.

Eine duale n-Klausel ist eine Klausel der Gestalt By A...AB,,, wobei fiirt = 1,...,n B; entweder
A; oder (—A;) ist. Analog ist eine n-Klausel von der Gestalt By V B V...V B,.

Eine Formel ist in disjunktiver Normalform, wenn sie von der Gestalt C; V Cy V ...V C; mit
C; eine duale Klausel ist. Sie ist in disjunktiver n-Form, wenn jedes C; eine duale n-Klausel
ist und C; # Cj fiir i # j. Analog ist eine konjunktive Normalform (n-Form) von der Gestalt
Ci ANCo A ...\ Ck mit C; Klausel (n-Klausel).

Beispiel: Disjunktive 2-Form: (41 A (mA2)) V ((—A1) A (=A43)), disjunktive Normalform: A; V
(AQ VAN Ag) vV ((—\Al) VAN Ag)

Anmerkung: Jede Formel, in der aufler Aq,..., A, keine weiteren Variablen vorkommen, ist
dquivalent zu einer disjunktiven Normalform. Wenn sie erfiillbar ist (dh. keine Kontradiktion),
dann ist sie dquivalent zu einer disjunktiven n-Form. Diese disjunktive n-Form ist eindeutig bis
auf Reihenfolge der dualen Klauseln.

Ebenso ist jede Formel dquivalent zu einer konjunktiven Normalform, und wenn es keine Tau-
tologie ist, dann zu einer konjunktiven n-Form.

Bildung der Formen aus Min- bzw. Maxtermen (Wahrheitstabelle).

Definition 1.7 (Subformel einer Formel B € A): Fiir B = A; ist nur A; selbst eine Subformel
von B. Fiir B = (=C) ist die Menge der Subformeln von C' gegeben durch { B} U {Subformeln
von C}. Fiir B = (C'*D) ist die Menge der Subformeln { B}U{Subformeln von C'} U{Subformeln
von D}.

Proposition 1.5: Wenn man in A € A eine Subformel C' durch eine #quivalente Formel C’
(dh. C < ') ersetzt erhiilt man eine zu A #quivalente Formel.

Beweis: Induktion nach der Struktur von A:

e Fall A = A;: einzige Subformel A; durch C' mit C' & A; ersetzen: Man erhilt C’, wobei
C’' & A; = A nach Voraussetzung.



e Fall A = (—C): Subformel A ersetzen durch C' mit C' < A erhilt ¢/ < A v'. Subformel
C1 von C ersetzen durch C’ < C: nach Induktionsvoraussetzung erhiilt man A’ = (—D’)
mit D < C. Dann gilt fiir jede Belegung b

b(4") = & (b(D)) = &~ (b(C)) = b(A)

weil D < C definiert ist durch Vb : b(C) = b(D).

e Fall A = (C % D): ganz A ersetzen wie in obigen Féllen. Ersetzen Subformel C; von C
durch Cy mit Cy < (5. Nach Induktionsvoraussetzung ist das Ergebnis des Ersetzens von
Cy durch Cs in C eine zu C dquivalente Formel E. Zu zeigen ist: Wenn A’ das Ergebnis
der Ersetzung von C; durch C5 in A ist, dann ist A’ < A, fiir alle Belegungen b:

b(A') = ©.(b(E),b(D)) = 2.(b(C),b(D)) = b(A) O

Proposition 1.6: Sei A Tautologie, By,...,B, € A. Dann ist A[A1/By,..., A, /B,] Tautolo-
gie.

Anmerkung (Notation): A[A1/Bj,...,A,/By] bezeichnet das Ergebnis des Einsetzens von B;
in jedes Vorkommnis von A; (einmalig und gleichzeitig, nicht rekursiv).

Beweis (Beweisskizze zur Proposition): Sei f4s die Wahrheitsfunktion von A[A;/By, ..., A, /By]
eine Funktion in den Variablen Ay,..., A,, mit m > n, und m so groB, dass in By, ..., B, keine
Variablen aufler A4, ..., A, vorkommen,

fA'<A17"‘7Am) = fA(fBl(A17"-7Am)7fBQ(A17'"7Am)7"‘7an(A17‘ . '7Am)7An+17‘ . 7Am)

Die Funktion ist konstant 1, da f4 konstant 1 ist. O

Anmerkung (Vollsténdigkeit von Teilsprachen von A): Sei B = A; die Teilmenge von A be-
stehend aus jenen Formeln, in denen keine Junktoren auBer jenen aus I C {A,V,—, <, |, -}
vorkommen. B heifit vollstindig, wenn VA € A 3B € B mit B < A. Wir wissen aus der
Existenz von konjunktiven (bzw. disjunktiven) Normalformen, dass A Ay vollstindig ist.

Ubung: A(-ay und Ay sind vollsténdig, Ay, v, ) hingegen nicht.

Definition 1.8: A = B, B ist Folgerung von A (fir A,B € A) ist definiert durch: Fiir alle
Belegungen b mit b(A) =1 gilt b(B) = 1.

Ubung: Aus der KNF von A lassen sich leicht die KNF von allen Folgerungen von A bestimmen,
analog aus der DNF.



Kapitel 2
Topologie und Kompaktheitssatz

Definition 2.1: Eine Menge von Formeln B C A heifit erfiillbar, wenn 3b Belegung mit VB €
B : b(B) = 1. B heifit unerfiillbar, wenn Vb 3B € B : b(B) # 1.

Satz 2.1 (Kompaktheitssatz): Sei B C A. Wenn B unerfiillbar ist, dann existiert eine endliche
Teilmenge { By, ..., By} C B, die unerfiillbar ist. Aquivalent: Wenn jede endliche Teilmenge von
B erfiillbar ist, dann ist auch B erfiillbar.

Anmerkung: Dieser Satz gilt auch, wenn man in die Definition von A statt einer abzdhlbar
unendlichen Menge von Variablen {A4; | i € N} eine iiberabzéhlbare Menge von Variablen
{A; | i € I}, I beliebig grof, verwendet.

2.1 Topologie

Definition 2.2 (Topologie): Sei X eine Menge. Eine Topologie von X ist ein 7 C P(X), so
dass gilt:

1. 0, X er
2. Vi€ I:U; €7 (I beliebige Indexmenge), dann gilt | J;c; U; € T
3. UWer=UnWer
Die Elemente von 7 nennt man “offene” Teilmengen von X. (X, 7) heifit topologischer Raum.

Beispiel: (X, d) metrischer Raum hat durch d definierte Topologie:
Uer & VYueUTe>0:B(u) CU

Definition 2.3: (X, 7) topologischer Raum. A C X heifit abgeschlossen, wenn X \ A offen ist,
dh. (X \A4) eT.

Anmerkung: Sei (X, 7) topologischer Raum. Sei o die Menge der abgeschlossenen Mengen,
a={ACX|(X\A4) e}
Dann gilt
1. 0, X €«
2.Viel:Ajea =)

ier di € a



3. ABca = AUBc«
Man kann durch Angabe von o C P(X) mit 1, 2, 3 eine Topologie 7 auf X definieren durch
T={UCX|(X\U)€a}
Definition 2.4: Sei (X, 7) topologischer Raum. B C 7 heifit Basis der Topologie 7, wenn
VU erHB;i|icl} CB:U=|JB
el
Beispiel: In R™ ist eine (abzédhlbare) Basis der durch die Euklidische Metrik d gegebenen To-
pologie
B={By,(z)|reNuzecQ"}

Anmerkung: Sei X Menge, B C P(X), so dass
1. 0, X eB
2.UWeB=UnNnWeB
Dann ist auf X eine Topologie definiert durch
Uer < {Bj|ieIl}CB, U=|]JB;
el
und B ist eine Basis dieser Topologie 7.

Definition 2.5 (Produkttopologie): Seien fiir i € I (I beliebige Indexmenge) X; topologische

Raume. Dann ist auf dem kartesischen Produkt [, ; X; die Produkttopologie definiert durch

Angabe einer Basis B, ndmlich B € B genau dann, wenn 3iy,...,%, € [ und U;,,...,U;, mit

U, offen C X, (U;; € 73;), so dass b = (b;)ies € B genau dann, wenn fiir j = 1,...,n, b;; € Uy,
B:X1XU2><X3><U4><...XXZ‘

B ist definiert durch: fiir endlich viele Koordinaten muss b; € U; sein, alle anderen Koordinaten

ohne Einschrinkung.

Definition 2.6 (Karthesisches Produkt): Karthesisches Produkt, zB Produkt von endlich vie-
len Mengen,

n
X1 x Xy xox Xy = [[ Xi = {(z1, 22, ., 20) | 21 € X3}
=1

Fiir eine Menge von X, indiziert mit ¢ € I, I beliebige Indexmenge, ist
HXz' = {(zi)ier | =i € Xi}
iel
die Menge der “Auswahlfunktionen”
f:I— U X;
i€l

Funktion mit f(i) € X; fiir alle ¢ € I.



Kiirzen eine Auswahlfunktion f durch die Liste ihrer Werte ab: (z;)ier steht fir f mit f(i) =
z; € X;.

In J] X; kann man “Quader” definieren durch
[Tvic]]x
il el
wenn fiir jedes ¢ eine Teilmenge Y; C X; gegeben ist, dann sei

11V = {@ier | @i € Yivi}

i€l
2.2 Kompaktheit

Definition 2.7 (Kompaktheit): S C X, (X, 7) topologischer Raum. S heiit kompakt :< Aus
sclJo
i€l
mit O; offen fiir alle ¢ folgt: Jiq,...,7, € I, so dass
SCO;,U0;,U...UO0;,
Dh. jede offene Uberdeckung von S hat eine endliche Teiliiberdeckung.
Beispiel: Jede endliche Teilmenge eines beliebigen topologischen Raums ist kompakt.

Beispiel: S C R™ (euklidische Metrik) ist genau dann kompakt, wenn S beschrinkt (3B,(0)
mit S C B,(0)) und abgeschlossen ist.

Anmerkung: S ist kompakt < Aus

Sn(Ai=0
el
mit A; abgeschlossen fiir alle ¢ folgt diq,...,i, € I, so dass

Sﬂ(Ailﬂ...ﬂAin):(b
Entspricht Anwendung des Komplements auf obige Definition.

Satz 2.2 (Satz von Tychonoff): Seien X; fiir ¢ € I beliebig viele kompakte topologische Rédume,
dann ist auch

[1x
i€l
mit Produkttopologie kompakt.

Anmerkung (Produkttopologie): Die offenen Mengen sind genau die Vereinigungen von “offe-
nen Basismengen”. Eine offene Basismenge ist eine Menge der Form (fiir eine endliche Menge

{i1,...,in} C 1)

O =0, X0y x...x 04 X H X;
i€I\{i1,..rin}

fiir Ozk offen - sz



Anmerkung: Gegensatz dazu ist Boxtopologie. Offene Basismengen
[10:i = {(iics | Vi: i € O}
i€l

mit O; offen C X;. Damit wiirde Tychonoff nicht funktionieren.

Anwendung des Satzes von Tychonoff auf Aussagenlogik:

Fir A C A sei

A(A) = {b:{4; | i€ N} - {0,1} | o(A) = 1} € [[{0, 1}
€N

Menge der Belegungen (Funktionen {A4; } i € N} — {0,1} als Produktraum)
{o.3" =][{o.13
€N
auffassen durch
b— (b(4;))ien

Es gilt A < B (nach Definition genau dann, wenn Vb : b(A) = b(B)) genau dann, wenn

Das ergibt eine Aquivalenzrelation. Betrachten Menge der Aquivalenzklassen von Formeln in
A. Jeder Klasse A kann man zuordnen A(A) = A(A), ist wohldefiniert, denn: Sei B € A, dh.
B & A, dann A(B) = A(A).

Eine Formel A ist erfiillbar genau dann, wenn A(A) # (). Eine Menge von Formeln C C A heifit
erfiillbar, wenn 3b Belegung, so dass VC € C : b(C) = 1. Das ist #quivalent zu

(A©) #0
ceC

Satz 2.3 (Kompaktheitssatz der Aussagenlogik): C C A ist erfiillbar genau dann, wenn jede
endliche Teilmenge C' = {C1,...,Cy} C C erfiillbar ist.

Variante, dquivalent: Wenn C C A unerfiillbar ist, dann 3C’ endlich, C’ C C, mit C’ unerfiillbar.
Wenn also

() AC) =0

cec
dann existieren C,...,C), € C, so dass

ACHN...NA(C,) =0

Beweis: Das folgt aus dem Satz von Tychonoff, angewendet auf

[1{0. 1}

1€N

mit Produkttopologie. U

10



Anmerkung (Diskrete Topologie): Sei X beliebige Menge, dann ist die diskrete Topologie auf
X definiert durch:

T="P(X)

Dh. jede Teilmenge von X ist offen.

Anmerkung: Sei X endliche Menge, also topologischer Raum betrachtet, ohne dass die Topologie
eigens definiert oder erwahnt ist, dann ist immer die diskrete Topologie gemeint.

Anmerkung: Die Produkttopologie auf [ [, {0, 1} hat als offene Basismengen genau die Mengen
der Form

{(zi)ien | Tiy = €1y, @iy = €iyy -, i, = €0}, €4, € {0,1}

Diese offenen Basismengen sind gleichzeitig abgeschlossen, da das Komplement eine Vereinigung
offener Basismengen ist, also offen.

Es gilt: Fiir jede Formel A € A ist A(A) abgeschlossen, da als Vereinigung von endlich vielen
offen-abgeschlossenen Basismengen darstellbar. Wenn in A keine Variablen aufler Aj,..., A,
vorkommen, dann hingt b(A) nur von

Dliayy t LA A} — {013

ab. Seien by, ..., by jene Belegungen von Ay, ..., A, mit b(A) = 1, dann ist

k
A(A) = | J{(@m)men | 21 = bi(A1), 72 = bi(A), ..., zn = bi(An)}

i=1

A(A) ist abgeschlossen als Vereinigung endlich vieler abgeschlossener Mengen (k Stiick, & < 2™,
n die Anzahl in A vorkommender Variablen, k die Anzahl der Belegungen von {Aq,..., Ay},
die A erfiillen).

So ldsst sich aus dem Kompaktheitssatz von Tychonoff folgern: Sei C C A; wenn C unerfiillbar,
dann

() AC) =0

cecC

Da []{0,1} kompakt ist und jedes A(C') abgeschlossen, gibt es endlich viele C1,...,C; € C mit
ACH)N...NA(C,) =0

dh. {C4,...,Cy} unerfiillbar.

11
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Kapitel 3

Boolesche Algebra

3.1 Boolesche Algebren

Definition 3.1 (Boolesche Algebra): Ein Ring mit 1 (R, +,-) heiit Boolesche Algebra, wenn
jedes Element idempotent ist, dh. Vr € R : 72 =r.

Beispiel: Betrachte
[Ifo.1}
seS

mit koordinatenweise Addition und Multiplikation, wobei in jeder einzelnen Koordinate Addi-
tion und Multiplikation von ganzen Zahlen modulo 2 ausgefiihrt werden.

+]0 1 |0 1
0/0 1, 0[0 0
1{1 0 1{0 1

Anmerkung: Wiederholung: Ein Ring (R, +,-) ist eine Menge R # () mit zweiwertigen Opera-
tionen +: R X R — R, -: R X R — R, wobei (R, +) kommutative Gruppe ist, dh.

1. Assoziativitdt: r+ (s+1t) = (r+s) +1

2. Nullelement e=0: de € R:Vre R:e4+r=r+4+e=r

3. Additives Inverses s = —r:Vre R:ds€ R:r+s=s+r=0
4. Kommutativitat: r+s=s+r

und (R, -) ist Halbgruppe, dh.

5.7 (s-t)=(r-s)-t
und die beiden Operationen erfiillen Distributivitiit,

6. 7-(s+t)=r-s+r-tsowie (s+t)-r=s-r+t-r
Bei einem Ring mit 1 gilt zusétzlich

7a. Multiplikatives Nullelement v = 1: v € R:Vr € R:v-r =r-v = r, dieses Element ist
eindeutig.

Ein Ring heiffit kommutativ, wenn zusétzlich

™. r-s=s-r

13



Zur Notation: - bindet stirker als +.
Lemma 3.1: (R, +,-) sei Boolesche Algebra, dann ist R kommutativ und Vr € R:r = —r

Beweis:

r+s=r+s) 2 =r+rstsr+s>=r+rs+sr+s=(r+s)+ (rs+sr)
Rechts und links (7 + s) kiirzen (dh. —(r + s) addieren), dann folgt

O=rs+sr = rs=—sr
Das gilt fur alle r, s € R, insbesondere fiir s = 1, daher

VreR:r-1=-1-r = r=—r

AuBlerdem gilt rs = —sr = sr, dh. Kommutativitét. O

Definition 3.2: Sei (R, +,-) Boolesche Algebra. Definiere Relation < auf R durch
r<s:&r-s=r

(Analog zu C, - entspricht N)

Anmerkung: Das ist eine Ordnungsrelation:

1. Reflexivitét: zu zeigen Vrr € R : r-r = r, stimmt

2. Transitivitdt: zu zeigen r < s,s <t = r < t. Haben r-s = r, s-t = s, es folgt
r-t=r-s-t=r-s=r,alsor <t

3. Antisymmetrie: zu zeigen r < sAs <r = r =s.r-s =r und s-r = s, mit Kommutativitit
des Rings folgt r =r-s=s-r=s, alsor =s.

Anmerkung: Beziiglich < haben je zwei Elemente 7, s € R ein “grofites gemeinsames Kleineres”
Element inf(r, s) und ein “kleinstes gemeinsames Groferes”, sup(r, s).

3.2 Verbiande aus Booleschen Algebren

Definition 3.3: Gegeben eine Menge mit Ordnungsrelation (X, <). Wir sagen ¢ = inf(a,b)
genau dann, wenn

1. 1<a,1<b
2. Ve e X mit x < a, z < bgilt x <.
Analog ist s = sup(a, b) genau dann, wenn
l.a<s, b<s
2. Ve e X mita<z, b<xgilts<zx.
sup(a, b) und inf(a, b) miissen nicht existieren, aber wenn, dann sind sie jeweils eindeutig.

Anmerkung: In der Booleschen Algebra ist fiir r,s € R
inf(r,s) =7r-s, sup(r,s)=r+s+r-s

14



Uberpriifung Infimum:
re(r-s)=r’-s=r-s =>r-s<r
Analog r-s < s. Sei x < r,x <s, ist zu zeigen x < r - s:
x-r=x, x-s=x=2x-(r-s)=(x-r)-s=x-s=x = ax<r-s
Uberpriifung Supremum:
ro(r+s+r-s)=r’+r-s+r’-s=r > r<r+s+r-s
Analog s<r+4+s+r-s.Seir<z,s<z,dh.r-x=r,s-z=s:
(r+s+r-s)-x=r-x+s-cz+r-s-x=r+s+r-s=r+s+r-s<x

Definition 3.4 (Verband): Eine Menge X mit Ordnungsrelation < heifit Verband (lattice),
wenn zu je zwei Elementen x,y € X ein inf(x,y) und ein sup(z,y) in X existieren.

Anmerkung: Man schreibt dann z Ay (“meet”) fiir inf(x, y) und z Vy (“join”) fiir sup(zx,y). Es
gelten dann fiir A,V

V1. Kommutativitdt, t Ay =y Ax,zcVy=yVz
V2. Assoziativitét, (z Ay) Az =z A (y A z), analog fiir Vv
V3. xAx=x,xVax==zx
Vd (zAy)Vy=y, (xVy)Ay) =y
Beweis: Zu V1: sup, inf sind in x,y symmetrisch definiert, daher klar.
Zu V2: Hilfsdefinition
Definition 3.5: Gegeben (X, <), Y C X, dann sei
e i=infY oWeY:i<yundVyeY:z<y = <.
e s=supY :&VyeY:y<sund wenn fir x € X gilt Vy € Y: y <z, dann s < z.
sup Y, inf Y gibt es nicht fiir jede Menge Y C X, aber wenn, dann eindeutig.
Zeige jetzt: in Verband (X, <) ist sowohl inf(z,y, z) = xA(yAz) als auch inf(x, y, z) = (zAy)Az,
also folgt Gleichheit. Supremum analog. Mit Induktion gilt in jedem Verband (X, <): Es gibt
zu jeder endlichen Menge {z1,...,z,} € X Supremum und Infimum. Jede Klammerung von

1 Axg A ... Axy ist Infimum, jede Klammerung von z; V 22 V ... V x, erfiillt die Bedingung
fiir Supremum.

Anmerkung: Ein Verband, in dem VY C X supY und infY existieren, heiffit vollstandiger
Verband.

Zu V3: Klar.
Zu V4: Ubung. O

Anmerkung: Umgekehrt bekommt man aus jeder Menge X mit zweistelligen Operationen A, V,
die V1 bis V4 erfiillen, einen Verband, indem man definiert x < y :< z Ay = x (dquivalent:
xz Vy =1y, Ubung).
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Beweis: Uberpriifung, dass es sich beim so gewonnenen (X, <) um einen Verband handelt: Je
zwei Elemente haben ein Infimum, ndmlich inf(x,y) = x A y, und ein Supremum, némlich
sup(x,y) = x Vy. Aus V1 - V2 ldsst sich ableiten:

@Ay Ay=an(yAy)=azhy = (xAy) <y

Ay hNz=yAz)ANe=yAN(xzAx)=yAz = (zAy) <z

Angenommen z < z,z <y, zeige z < T A y:
zANy=z,z2 Nz =2z = zAN(zAy)=(Az) ANy=zAy=2z = 2<z Ay

Analog folgt sup(z,y) =z V y. O
Anmerkung: Man nennt auch eine Menge (X, A, V), die die Axiome V1 bis V4 erfiillen, Verband.

Aus Verband (X, <) den Verband (X, A, V) konstruieren mittels A y := inf(z,y), z Vy =
sup(z,y), aus zweiterem ersteres mittels x <y = x Ay = .

Wenn man von (X, <) auf (X, A, V) iibergeht und aus A,V wieder < definiert, bekommt man
die urspriingliche Relation < zuriick. Es gilt ndmlich in (X, <): x <y < inf(z,y) = x (bzw.
auch x <y & sup(z,y) =vy).

Ubung: Von (X, A, V) zur (X, <) iibergeben durch z < y :< z Ay = z und dann aus < (fiir das
Supremum und Infimum je zweier Elemente existieren) A,V konstruiert durch x Ay = inf(z, y),
x Vy = sup(zx,y), dann sind die neuen A,V dieselben wie die, von denen man ausgegangen ist.

Figenschaften des aus einer Booleschen Algebra gewonnenen Verbandes:

In dem aus einer Booleschen Algebra (R, +, ) gewonnenen Verband gibt es ein grofites Element
sup R, ndmlich 1, und ein kleinstes Element inf R, ndmlich O.

Daz<yeozxz-y=zgitVee R:z-1=ux,alsoVer € R:x < 1. Aulerdem gilt in jedem Ring
(R,+,-):¥Vre R:0-r=r-0=0 (Aus den Ringaxiomen folgt 0 + 0 = 0, also Vr € R:

r-0=r-(04+0)=r-0+r-0

Durch Subtraktion von r - 0 auf beiden Seiten folgt 0 = r - 0. Analog 0 - r = 0). Insbesondere
in der Booleschen Algebra: V& € R: 0-x = 0, also 0 < x. Sprechweise: 0 ist neutrales Element
beziiglich + (0 + x = # + 0 = z) und adsorbierendes Element beziiglich - (0-2z = 2 -0 = 0).
Hingegen ist 1 neutrales Element beziiglich - (1 -2 = x -1 = z) und adsorbierendes Element
beziiglich + (1+z=x+1=1).

Definition 3.6 (Komplement, komplementérer Verband): In einem Verband (X, <) mit kleins-
tem Element 0 und gréfitem Element 1 heifit y Komplement von x, wenn Ay = 0 und zVy = 1,
dh. inf(z,y) = 0 und sup(z,y) = 1. Ein Verband, in dem zu jedem z € X ein Komplement
existiert, heiit komplementirer Verband.

Proposition 3.2: Der von einer Booleschen Algebra kommende Verband ist komplementérer
Verband

Beweis: 1+ z ist Komplement zu x:
Q+z) z=z+a’=2x+2=0= (14+2)Ax=0, sup(l+z,z)=0

l14+z)+z+(1+2z)-z2=142+2+0=1= (1+2z)Ve=1, inf(l+z,z)=1 0O
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Definition 3.7 (Distributiver Verband): Ein Verband (X, A, V) heifit distributiv, wenn Va, b, ¢ €
X:

aV((bAc)=(aVb)A(aVc)
Anmerkung: In einem Verband gilt
Va,b,c:aV (bAc)=(aVb)A(aVe) < Ya,bc:aN(bVe)=(aNb)V(aAc)

Satz 3.3: Der aus einer Booleschen Algebra konstruierte Verband ist distributiv.

Beweis: Zu zeigen ist:

xA(yVz)=(xAy)V(zAz)
also zu zeigen

z(y + 2 +yz) = (zy) + (x2) + (zy)(22)

x(y+z+yz) =xy+ 2z +vyz = 2y + vz + xyxz O
Ubung: Ein Verband erfiillt x A (y V 2) = (x Ay) V (z A 2) genau dann, wenn er = V (y A 2) =

(xVy)A(zV z) erfillt.

Wir haben also gezeigt: der aus einer Booleschen Algebra ((R,+,-) Ring mit 1, in dem gilt
Vr € R : r? = r) konstruierte Verband (mit < definiert durch = < y 1< zy = x bzw. z Ay =
inf(z,y), x Vy := sup(z,y) beziiglich dieser <-Relation) ist ein distributiver, komplementérer
Verband.

Satz 3.4: In jedem distributiven komplementéren Verband ((V, A, V), so dass V1 bis V4 erfiillt
sind und V ein grofites Element 1 und ein kleinstes Element 0 hat und Vo € V3z¢ € V mit
x ANzt =0,zVat=1) gilt:

1. Vo € V : x¢ ist eindeutig bestimmt
2. de Morgan: (x Ay)¢ =z¢Vy°und (x Vy)*=z°Ay°
Beweis:
1. angenommen, ¥,y erfiillen beide die Bedingungen von z¢, dann
= Al=yA@Vy)=@Az)VHAy) =0V (Y Ay2) =y Ay

also y; < yo. Durch Vertauschung der Rollen erhélt man analog yo < ;. Insgesamt folgt
Y1 = Y2.

2. Wir zeigen: z¢V g€ erfiillt die Bedingungen fiir das Komplement von x A y:
(°VYIYN(xANy)=(xNxAy) V(Y Az Ay)=0V0=0

(VY )V Ay =@ Vy V) AN@Vy'Vy) =1Vy)A(z°V1)=1A1=1

Andere Richtung als Ubung. O
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3.3 Boolesche Algebren aus Verbinden

Jetzt gehen wir von einem distributiven komplementéren Verband (V, A, V) aus und konstruieren
daraus eine Boolesche Algebra (V,+,-) durch

Ty :=xANvy, x4y :=(@Ay°)V (z°Ny)
Anmerkung: Es gilt v +y = (x Vy) A (z A y)¢, da ndmlich
(xAY )V (@ ANYy)=(xVI)N (VY ANYVI)ONY Vy) =1A(xVy Ay Va)Al
=@ Vy Ay V) = (xVy) Az Ay)
e Jedes Element z € V ist idempotent: x = z - = heifit x = x A x (ein Verbandsaxiom).
e Assozitivitdt von - ist Assoziativitéit von A, also ebenfalls ein Verbandsaxiom.

e Neutrales Element beziiglich - ist das gréfite Element 1 des komplementéren Verbandes:
INz=2zN]1l=u=z.

e Neutrales Element beziiglich + ist das kleinste Element 0 des komplementéren Verbandes:
O+z=24+0=(xA0)V(@°A0)=(xALl)V(2°N0)=2V0=1

e Kommutativitdt von + folgt aus Kommutativitit von V.

e Inverses Element von x beziiglich 4, dh. —z, existiert und es gilt —z =z, da: z + = =
(xAzf)V(z¢ANz)=0V0=0.

o Assoziativitat von +:

2V NWAZ))D V(A (YA 2) V(YA 2)))

AV )V (@A (5 A 29V (5 A 2)))

(AN (Y V)V ((2°AYyAZ°)V (2 ANY A z))
(YyVzNV{(zA2)ANyVz))V(E AyAz)V (zCAY° A 2)
AV(@AzAY) V(@ ANYyAz°)V (2 ANY° A z)

Dieser Ausdruck ist wegen Kommutativitiat von A,V symmetrisch in x, z, also T+ (y+z) =
z + (y + z). Mit Kommutativitdt von + folgt  + (y + z) = (z + y) + z. Uberpriifen:

x(y + z) = ay + zz, (y + 2)xr = yx + zz mit Distributivitétsgesetzen von A,V und de
Morgan.

e Distributivitét: noch zu zeigen.

Anmerkung: Wenn man aus einer Booleschen Algebra einen distributiven komplementéiren Ver-
band konstruiert und aus diesem wieder eine Boolesche Algebra, bekommt man die urspriingli-
che Boolesche Algebra zuriick; analog, wenn man vom distributiven komplementéiren Verband
ausgeht.

3.4 Unteralgebren, Algebrahomomorphismen, Satz von Stone

Definition 3.8 (Unteralgebra): Eine Unteralgebra einer Booleschen Algebra (R,+,-) ist eine
Teilmenge S C R, die beziiglich +, —, - abgeschlossen ist und 1 enthélt, das heifit S C R : Va,b €
S:a+ba—b,a-s€Sund1eSb.
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Anmerkung: Eine Unteralgebra einer Booleschen Algebra ist beziiglich Einschrinkungen von
+,cauf +: xS — S5, -: 5 xS — S wieder eine Boolesche Algebra (da beziiglich +, —, -
abgeschlossen). Eine beziiglich +, —, - abgeschlossene Teilmenge muss nicht 1 enthalten.

Beispiel: Y C X: P(Y) C P(X) ist abgeschlossen beziiglich N, U, also beziiglich N, A (sind
-, +); aber P(Y) enthlt nicht 1px) = X.

Satz 3.5 (Satz von Stone): Jede Boolesche Algebra ist isomorph zu einer Unteralgebra einer

Booleschen Algebra der Form (P(A4),N,U).

Dabei ist ein Isomorphismus Boolescher Algebren ein Ringisomorphismus mit f(1) = 1, dh, eine
Funktion f: A — B bijektiv mit

o f(a1+a2) = f(a1) + f(az2)
o f(a1-az2) = f(a1)- f(a2)
° f(l):1

N#mlich genauer: eine Boolesche Algebra A ist isomorph zur Unteralgebra der offen-abgeschlossenen
Teilmengen des Stoneschen Raums S(A), der wiederum eine Unteralgebra von (P(A), N, U) ist.

P(A) kann aufgefasst werden als

[1{0.13

a€A

(Jede Teilmenge von A mit ihrer charaketeristischen Funktion xg identifizieren)
1 z€S
s A—{0,1}, xT) =
X {01}, xs(=) {0 v

[1{0,1} wiederum kann man auffassen als Menge aller Funktion f : A — {0,1} mit element-
weiser Addition und Multiplikation.

S8(A) ={f:A— {0,1} | f Ringhomomorphismus}
={f: A= {01} | fla+b) = f(a) + f(b), fla-b)=f(a)- f(b), f(1)=1}
Gegeben eine Boolesche Algebra (A, +,-) (bzw. (A, A,V)). Dann ist A isomorph zu der Sub-
Algebra der offen-abgeschlossenen Mengen des Stone-Raums S(A) von A.

Definition 3.9: Seien (A, +,-), (B, +,-) Boolesche Algebren. f : A — B heifit Homomorphis-
mus Boolescher Algebren, wenn

1. f(1)=1
2. flat+c) = fla) + f(c)
3. fla-c) = fla)- f(c)
Ein bijektiver Homomorphismus heifit Isomorphismus.
Definition 3.10 (Stone-Raum): Sei (A, +,-) Boolesche Algebra und
S(A) = hom(A4,{0,1})
die Menge der Homomorphismen f : A — {0, 1} mit Addition und Multiplikation
(f+9)(x) = f(z) +9(z), (f-9)(x)=f(z) g(z)
S(A) heifit Stone-Raum.
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Dieser Raum S(A) hat die Topologie geerbt von der Produkttopologie von
[I{0.1}
acA

Dh. eine Menge T' C S(A) heifit offen, wenn sie Durchschnitt einer offenen Menge im Produkt
[1{0,1} mit S(A) ist, dh. es gibt O offen, O C [[{0,1} mit O N S(A) = S.

In [J{0, 1} sind die offenen Mengen genau die Vereinigungen beliebig vieler offener Basismengen,
wobei die offenen Basismengen genau die Mengen der Form fiir gewisse endlich viele ay,...,a, €
A eq,...,en € {0,1}:

0= {(%)aeA € H{O,l} | T, = €1,20, = €2,...,%a, :€n}

a€A

In dieser Topologie sind die offenen Basismengen gleichzeitig abgeschlossen (und das sind schon
alle offen-abgeschlossenen Mengen C S(A)). Die offen-abgeschlossenen Mengen von S(A) bilden
eine Sub-Algebra (nach Axiomen der Topologie ist die Menge der offen-abgeschlossenen Mengen
beziiglich N, U (von endlich vielen) abgeschlossen).

Ein Isomorphismus ¢ : A — Sub-Algebren der offen-abgeschlossenen Teilmengen von S(A) ist
gegeben durch

pla) = {f € S(A) | f(a) =1}

Das ist offensichtlich eine offene Basismenge von S(A). Man bekommt alle offenen Basismengen
(dh. ¢ surjektiv), sei ndmlich

O=1{feSA)| flar)=...= flan) =1}
dann ist

O={f|flc)=1}, c=(arNazA...Nay)A(b5ABSA ... ADE)
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Kapitel 4

Priadikatenlogik (First Order Logic)

4.1 Terme

Das Alphabet B einer Sprache erster Ordnung besteht aus
LV ={v ’ i € N} abzihlbar unendlich viele Variablen

2. {(,),A,V,,—, <} (oder Klammern und eine Menge J von Junktoren, so dass A; (Aus-
sagenlogik mit Junktoren in J) vollstindig ist)

{V,3} Quantoren (theoretisch wiirde auch einer geniigen)
Vn € N F,, eine hochstens abzdhlbar unendliche Menge von Funktionssymbolen
Vn € N R, eine héchstens abzéhlbar unendliche Menge von Relationssymbolen

In einer Sprache mit “=” muss in Re das Symbol “=" vorkommen.

o otk W

C eine Menge von Konstanten (Symbolen), kann diese aber auch als C = Fy, dh. als Menge
der nullstelligen Funktionssymbole einfiihren.

Das Alphabet B ist disjunkte Vereinigung der genannten Mengen.
Definieren zuerst Subformeln, die in einem Modell “Elemente” bezeichnen sollen, ndmlich Terme.

Definition 4.1: Die Menge der Terme der Sprache £, T'(L), ist definiert als die kleinste Teil-
menge von B* (Worte mit Buchstaben in B, B das Alphabet von £), die

1. alle Variablen und Konstanten von £ enthilt

2. abgeschlossen ist beziiglich der Relationen

(t17t27- "7tk7ft1t2" tk)

fiir f € Fj. Abgeschlossenheit einer Menge M C B* beziiglich dieser Relation heifit:
YneNVfeF,: ti,....,t, € M = ftito---t, € M.

Die kleinste Menge, die V, C enthilt und beziiglich dieser Relationen abgeschlossen ist, ist wieder
formal definiert als Durchschnitt aller M C B* mit obigen zwei Eigenschaften.

Die Terme der Sprache erfiillen eindeutige Lesbarkeit, dh. ¢t € T'(£), dann gilt genau einer der
Falle
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1.teV
2. teC
3. IneN,If € By, Fty,...,tp, € T(L) mit t = ft1---ty,

und im Fall 3 sind n, f,t1,...,t, eindeutig bestimmt. Da

VﬂCﬂ(U Fn> =0, n#m = F,NF,=10

neN

schlieflen 1, 2, 3 sich gegenseitig aus und im Fall 3 sind f und n eindeutig bestimmt. Die einzige
Moéglichkeit zur Mehrdeutigkeit wire

Jti-tp=fs1-spn

mit Termen s;, t;. Sei k minimal mit t; # sg, dann ist t; ein echter Anfangsabschnitt von si
(oder umgekehrt).

Lemma 4.1: Kein echter Anfangsabschnitt eines Terms ist selbst ein Term.
Beweis: Fiihre ganzzahlige Gewichte w(x) fiir Symbole z ein:

w(z) =

1 reVYucl
1-n xz€ekF,

und definieren das Gewicht eines Wortes by - - - by, mit b; Buchstabe € VUCU|J F), als

Dann gilt fiir alle ¢t € T'(£): w(t) = 1 und fiir jeden echten Anfangsabschnitt a eines Terms ist
w(a) < 1.

Wir zeigen w(t) = 1 fiir Terme ¢ mittels Induktion: Behauptung ist erfiillt fiir ¢t € V UC. Im
Fall t = fty---tn, f € Fy, t1,...,t, Terme ist laut Induktionsvoraussetzung w(t;) = 1 fiir alle
1, insgesamt erhilt man

w(t) =w(f)+w(t) +...+w(ty,) =1

Fiir echte Anfangsabschnitte eines Terms ¢ wird ebenfalls eine Induktion gefithrt. Im Fall ¢ €
YV UC gibt es keine echten Anfangsabschnitte, Aussage erfiillt. Im Fall ¢ = ft; - - - £, unterscheide
je nach Form des Anfangsabschnitts a: Fallsa = f, w(a) =1-n <0< 1. Fallsa = fty - tpski1
mit siy1 echter Anfangsabschnitt von tx1q oder k 4+ 1 < n und sg11 = tx41, dann ist

w(a) =(1—n)+w(t)+... +w(ty) + w(sksr)
=1l-n+k+w(sp) <1

da entweder w(sg41) < 1 oder w(sgr1) =1 und k + 1 < n, also insgesamt kleiner 1. O

Durch die eindeutige Lesbarkeit von Termen ist fiir jeden Term auch eine “Hohe” definiert, und
zwar Hohe h(t) =0 fiir t € VUC und fiir ¢t = ft; - - - t,, Hohe h(t) := max{h(t1),...,h(t,)} + 1.
Das entspricht der Anzahl der Schritte, die man braucht, um diesen Term schrittweise aus vor-
handenen k£ Termen und einem davorgestellten k-stelligen Funktionensymbol zu konstruieren.

Umgangssprachlich schreibt man fiir Terme in Préfixnotation fagb auch f(a, g(b)) fir f zwei-
stelliges, g einstelliges Funktionssymbol, a,b Konstanten bzw. (a + b) fiir +ab etc.
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4.2 Sprache erster Ordnung, Struktur einer Sprache

Definition 4.2 (Sprache £): Induktive Definition der Formeln der Sprache L:

1. Eine atomare Formel ist Rtqts...t,, wobei R ein n-stelliges Relationssymbol ist und
t1,...,t, Terme.

2. Wenn A, B Formeln sind, dann auch (=A), (A A B), (AV B) und so weiter.
3. Wenn A Formel ist und v; € V (Variable), dann sind auch Jv; A und Vv; A Formeln.
Die Sprache L ist die kleinste Menge von Wortern, die die atomaren Formeln enthélt und

beziiglich der Konstruktionen 2, 3 abgeschlossen ist (dh. der Durchschnitt aller solcher Mengen).

Struktur zu einer Sprache £: M = (M, Relationen, Funktionen, Konstanten), wobei M nichtlee-
re Menge und eine Zuordnung zu jeder Konstante ¢ € £ ein Element ¢ € M zu jedem n-stelligen
Funktionssymbol f von £ eine Funktion f : M™ — M zu jedem n-stelligen Relationssymbol R
von L eine n-stellige Relation R C M™ existiert.

Wenn £ Sprache mit “=" ist, dann soll diesem Symbol die Gleichheitsrelation (Diagonale von
M?) zugeordnet werden, beispielsweise (N, <, +,-), (R, <, +,-), (Z, <, +,-) sind Strukturen fiir
eine Sprache £ mit einem zweistelligen Relationssymbol und zwei zweistelligen Funktionssym-
bolen.

Freie und gebundene Variablen in Formeln von £

Beispiel:
Jz((x <y)AVz(z- -z =1x))

Hier sind z, z gebunden, y frei.

Beispiel:

Va(=(y <y) AVy(y = y))
Hier ist x gebunden; y ist vor V frei, danach gebunden.
Beispiel:
Fy(Va(z < y))
Diese Aussage enthélt keine freien Variablen, dh. sie ist eine “geschlossene” Formel, interpre-
tierbar als Aussage iiber eine Struktur.

Beispiel: Vx(x < y) ist als Aussage iiber ein bestimmtes Element einer Struktur interpretierbar,
je nachdem, was man fiir y einsetzt.

Definition 4.3 (Freie, gebundene Vorkommen): Die freien Vorkommen der Variable v in einer
Formel F' € L sind:

1. Wenn F' atomar ist, sind alle Vorkommen von v in F' frei.

2. Wenn F' = (=G) oder F = (G * H), x Junktor, dann sind die freien Vorkommen von v in
F' genau die freien Vorkommen von v in G bzw. G und H.

3. Wenn F' =VwA oder F = JwA und w eine andere Variable als v ist, dann sind die freien
Vorkommen von v in F' genau diejenigen in A.
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4. Wenn F' =VvA oder F' = dvA, dann ist kein Vorkommen von v in F' frei.
“Nicht frei” ist synonym zu “gebunden”.

Eine Variable kann in einer Formel sowohl freie als auch gebundene Vorkommen haben. Die freien
Variablen einer Formel sind diejenigen Variablen, die in F' mindestens ein freies Vorkommen
haben.

Man schreibt F' = F[vy,...,v], wenn keine andere Variablen als vy, ..., v in F frei sind.

Analog fiir Terme t = t[vy,...,vx] heifit, in ¢ kommen hochstens die Variablen vy, ..., v, und
keine weiteren vor. Ein geschlossener Term ist ein Term ohne Variable (nur in Sprachen mit
Konstanten moglich).

Eine geschlossene Formel ist ein Formel ohne freie Variable.

Jedes gebundene Vorkommen einer Variable in einer Formel ist von genau einem Quantor ge-
bunden (Bindungsbereich des Quantors).

Definition 4.4 (Bindungsbereich eines Quantors): Sei ) € {V, 3}. Der Bindungsbereich von Q
in QuF sind genau alle freien Vorkommen von v in F' sowie das v, das unmittelbar auf @ folgt.

Der Bindungsbereich aller Quantoren in F' der Form (—=G), (GxH) ist genau der Bindungsbereich
des Quantors in der Subformel G bzw. H, in der er vorkommt. (Atomare Formeln haben keine
Quantoren).

Anmerkung: Wir haben hier die eindeutige Lesbarkeit von Formeln in £, einer Sprache erster
Ordnung, verwendet.

4.3 Interpretation von Formeln, Modelle

Gegeben eine Sprache £ und M dazupassende Struktur, dann interpretiert man Variablen als
Elemente von M (der Grundmenge von M) und man kann dadurch jedem Term ein Element
von M zuordnen.

Definition 4.5: Sei t Term, t = t[vy,...,v,]. Unter der Interpretation von v; als m; € M fiir
gewisse myq, ..., my, € M interpretiert man ¢t wie folgt:

1. t eine Konstante ¢, interpretiert als ¢ € M (die Zuordnung von Konstantensymbolen in £
zu Elementen von M ist mit der Struktur gegeben).

2. t eine Variable v; (1 < ¢ < n), interpretiere als m;.

3.t = ft1...t,, interpretiere als f(%1,...,%,), wobei #; die Interpretation von t; und f :
M"™ — M die in der Struktur dem Symbol f zugeordnete Funktion ist.

Man schreibt M0 =Mt =mn) o qor M b F fiir die Interpretation von ¢t in M (abhéngig
von einer Interpretation der in ¢t vorkommenden Variablen als Elemente von M, v; — my,...,v, —
M.

Interpretiere im Folgenden Formeln als Aussage iiber die Struktur (im Fall einer geschlossenen
Formel) bzw. als Aussagen iiber Elemente der Grundmenge der Struktur (im Fall einer Formel
mit freien Variablen) und definiere, wann M eine Aussage erfiillt.
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Definition 4.6: Sei £ Sprache, M die zugehorige Struktur. Gegeben eine Interpretation der
Variablen vy, ..., v, als Elemente mq,...,m, (dh. v1 — mq,...,v, — my), dann interpretiere
Formeln, die aufler vy, ..., v, keine freien Variabalen enthalten, wie folgt:

1. Wenn F atomare Formel, F' = Rty ...t: M(vy — mq,...,v, — my) E F genau dann,
wenn (%1, ...,tx) € R. Die Struktur M unter der Interpretation von v; als m;, i = 1,...,n,
erfilllt ' = Rty ...t genau dann, wenn die Interpretation #1,...,t; der Terme t; in Rela-
tion R stehen (R fiir die dem Symbol R von £ zugeordnete Relation).

2. Wenn F' = (=G), dann M(v; — m;,i =1,...,n) F F genau dann, wenn M (v; — m;) ¥ G.
¥ heifit “erfiillt nicht”, Verneinung von E. Wenn F = (G A H), dann M(v; — m;) E F
genau dann, wenn M(v; — m;) E G und M(v; — m;) E H. Weitere Junktoren analog.

3. Falls F = VaG, = eine Variable ¢ {vy,...,v,}. M(...) F F genau dann, wenn fiir alle
a € M gilt F (x — a,v1 — my,...,v, — vp) E G. Falls F = 322G, © ¢ {v1,...,v0,},
dann gilt M(...) F F genau dann, wenn ein a € M existiert, so dass M(x — a,v; —
mi, ..., — my) EG. Wenn F = Vu;G, dann M(...) E F genau dann, wenn fiir alle a €
M gilt M(v; — mj(j #14,1 <j<n),v; —a)F G. und falls F' = Ju;G, dann M(...) F F
genau dann, wenn es ein a € M gibt, so dass M(v; — a,v; — m;(i # j,1 < j <n))EG.

Wir haben definiert, wann eine Formel F' € L (Sprache £) in einer Interpretation von L,
M(z; — a; } i=1,...,n) (M eine L-Struktur, {z1,...,z,} umfasst alle in F' freien Variablen)
gilt, geschrieben M(x; — a;) E F. Abgekiirzte Schreibweise M F Flay,...,a,], falls klar ist,
dass F' = F[z1,...,%y] (Obermenge M E F der in F' frei vorkommenden Variablen und deren
Reihenfolge ist fix x1,...,2,).

Definition 4.7: Eine Formel F, in der keine Variable frei vorkommt, heif3t geschlossen.

Aus der Definition folgt auch die Definition von M F F' fiir M L-Struktur, F' € L geschlossen
(braucht keine Variablen interpretieren, () ist Obermenge der in F' frei vorkommenden Varia-
blen).

Wenn M E F sagt man, M ist Modell von F', bzw. fiir Menge von geschlossenen Formeln & C L
sagt man, M ist Modell von ® (M E @), wenn VF € & : M F F.

Definition 4.8: Seien F,G € L. Man sagt, G ist logische / semantische Folgerung von F', wenn
fiir jede L£-Struktur M mit M E F auch M E G gilt. F, G heiflen logisch dquivalent, wenn F
logische Folgerung von G ist und umgekehrt.

Man schreibt F = G fiir G logische Folgerung von F, und F == G fiir logische Aquivalenz von
F.G.

FEine Formel F' € £ heifit allgemeingiiltig, wenn fiir jede £-Struktur M gilt M E F und F € L
heifit erfiillbar, wenn eine Struktur existiert mit M E F.

Lemma 4.2: F F G genau dann, wenn F (F — G).

Beweis: Folgt aus der Definition von F:

“=” Sei F'FE G, dh. jedes M mit M E F erfiillt M E G. Jedes M erfiillt entweder F' oder es
erfiillt F' nicht. Im ersten Fall erfiillt M auch G, also M F (F — G). Im zweiten Fall, dh.
ME F, dann M F (F — G) nach Definition.

“<” Wenn F (F — @), dann gilt fiir jedes M nach Definition von F, dass M ¥ F oder
M E G. Also fiir jene M mit M E F folgt M E G. O
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Analog: F' =F G genau dann, wenn F (F' — G).

Fiir Formel F mit freien Variablen M E F definieren: M F F genau dann, wenn M E F,
wobei F der universelle Abschluss von F ist. Wenn z1, ..., z, die freien Variablen von F sind,
dann F := Va1Vzy...Vz,F. Reihenfolge der z; bis auf logische Aquivalenz egal. Dh. wenn
{z1,...,x,} die freien Variablen von F' sind, dann ist fiir jede Permutation = von 1,...,n
Ve )Ver(2) - - VTrn) F' logisch dquivalent zu Vr Vg ... Vo, F.

Ahnlich wie in der Aussagenlogik: wenn man nur modulo == rechnet, kann man zB. Junktoren
eliminieren, da zB. F' — G =F (=F V G) etc. Auch Klammern kénnen wegen Assoziativitidt von
V, A weggelassen werden. Ebenfalls kann man bis auf logische Aquivalenz ¥ durch Formel mit
4, = umschreiben, da VxF' 9 —-dxz—F.

Anmerkung: Bei Formeln F, G mit freien Variablen aufpassen: £ (F < G) bzw. F == G reicht
nicht, damit F' =F G.
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Kapitel 5

Sequenzenkalkiil

5.1 Sequenzen

Nach Ebbinghaus, Flum, Thomas.

Gegeben eine Sprache £, Menge S von Paaren (I, p) mit I' C L, ¢ € L. Schreibe ein Paar als
I'p. Men nennt I'p eine Sequenz. S ist induktiv definiert als kleinste Menge von Sequenzen, die
abgeschlossen ist beziiglich folgender Ableitungsregeln (wenn die Sequenz oberhalb eines Strichs
in S, dann auch die Sequenz unterhalb):

1. (“Element”) Wenn ¢ € T,

Iy
2. (“Teilmenge”) Wenn IV O T

I v
| )

3. (“Oder vorne”)

r P X
r P X
I' (V) x
4. (“Oder hinten”)
r ® r P
- d - r
T (pveg) T (JVe)

5. (“Fallunterscheidung”)

r ¢ o
r — o
r ®
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6. (“Indirekter Beweis”)
L= 9
Loy

7. (“Gleichheit”) Fiir ¢ Term

t=1

8. (“Gleiches Einsetzen”)

r e (2)
T t=t ¢<§>

9. (“Existenzquantor vorne”) wenn y nicht frei in I', Jzy, 9
L o(f) v
' dzep v

10. (“Existenzquantor hinten”)

L ¢(2)
' dze

t

X
alternativ ¢(t/z)) die Formel aus £ bezeichnen, die man durch simultanes Einsetzen von ¢ fiir
alle freien Vorkommen von z in ¢ erhilt, analog ¢(t1/x1,t2/x2, ..., tn/zy) bezeichnet simultanes

Einsetzen von t; fiir alle freien Vorkommen von z;.

Definition 5.1 (Einsetzen in eine Formel): Sei ¢ € £, t ein Term von £, dann soll ¢(+) (bzw.

Formale Definition induktiv nach der Struktur von ¢.
Zum Sequenzenkalkiil: wir nennen eine Sequenz I'¢ korrekt, wenn I' F ¢ (¢ ist logische bzw.
semantische Folgerung von I'), dh. wenn fiir jede Struktur M mit M E I'" auch M F ¢ gilt.

Fiir Ableitungsregeln zeigen: wenn alle Sequenzen oberhalb des Strichs korrekt sind, dann auch
jene unterhalb des Strichs. Daraus folgt: alle Sequenzen in S sind korrekt. Fiir I'p € S schreibt
man g I'p bzw. I" g ¢. Wegen Korrektheit gilt: Wenn I' Fg ¢, dann I' F ¢.

Beispiel (Ableitung von Sequenzen bzw. Formeln in 5):
Anmerkung: Sequenz (o wird als ¢ geschrieben.

Ableitung: (¢ V =) (“tertium non datur”) fiir beliebiges ¢ € L.

2 © Element
¢  (pV-g) Oder hinten
—¢ (¢ V-p) Oder hinten

(¢ V ) Fallunterscheidung

Schreibweise: Man schreibt endliche Menge I' einfach als Folge ihrer Elemente, schreibt Folge-
rungen ohne Strich unter die schon abgeleiteten Sequenzen, nur vor der letzten Sequenz Strich.
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Man kann auch zusétzliche Regeln ableiten, zB. Kettenschluss:

I @
I' o ¢
r (0

Dh. wenn I'p € S und I'py € S, dann auch .

Beweise vorher zusitzlich “Ex Falso Quodlibet”,

r v
L v

Loe
Mittels

r o Voraussetzung

r —« Voraussetzung

I' = 1 Teilmenge

I' ¢ —) Teilmenge

r o indirekter Beweis
Daher I'p € S.

r ¢ Voraussetzung

I' ¢ ¢ Voraussetzung

I' =p ¢ Teilmenge fiir I' =T U {—p}
I' =p —¢ Element

I' =p v Ex falso quodlibet

r v Fallunterscheidung (2), (5)

5.2 Vollstindigkeitssatz

Satz von Godel formuliert, Beweis (hier nur skizziert) nach Henkin.

Wiederholung der Notation:

Semantik: £ ist eine fixe Sprache erster Ordnung, eine Struktur M fiir £ besteht aus einer
Grundmenge M und fiir jedes n-stellige Funktionensymbol f € £ einer Funktion f : M™ — M
und fiir jedes n-stellige Relationssymbol R € £ einer Relation R C M™. M von £ heifit Modell
einer Menge von Formeln ® C £, wenn M alle ¢ € ® erfiillt. Man schreibt dann M F &. Wenn
® eine Menge von Formeln C L ist, ¢ eine Formel € £, dann schreibt man ® E ¢ fiir: VM

Modell mit M E @ gilt auch M E ¢.

Syntax: Wir haben das Sequenzenkalkiil S und formale Ableitungen von Sequenzen in S definiert
und zwar so, dass wenn I'p in S ableitbar ist (I" eine endliche Folge von Formeln € £, ¢ € L),
dann I' E . Man schreibt F I'p fiir I'e in S ableitbar. Fiir eine beliebige Menge von Formeln
® C L, p € L, schreiben wir ® I ¢, wenn es ein endliches ® C ® gibt mit - ® . Fiir endliche

Mengen von Formeln ist - ®¢ dquivalent zu ® - .

Korrektheit des Kalkiils: Es gilt: Wenn ® - ¢, dann ® F ¢.

Satz 5.1 (Vollstédndigkeitssatz V1): ® = ¢ genau dann, wenn @ F ¢.
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(Anmerkung: “<” ist genau die Korrektheit des Kalkiils, “=" ist die eigentliche Vollsténdig-
keitsaussage)

Satz 5.2 (Vollstiandigkeitssatz V2): Jede konsistente (widerspruchsfreie) Theorie hat ein Mo-
dell.

Eine Theorie ist dabei eine Menge (geschlossener) Formeln; Konsistenz bedeutet, dass keine
Widerspriiche ableitbar sind, dh. dass es keine Formel ¢ gibt, so dass sowohl ¢ als auch die
Verneinung —p abgeleitet werden kann.

Beispiel: ® = {(p V), (p V 1), ~p} ist nicht konsistent, da ¢ -1 und @ - ).

Beweis (Beweis von V2 = V1): Angenommen, V2 gilt, und sei ® eine Menge von Formeln, ¢
Formel, so dass ® F ¢, ® ¥ ¢. Wegen ® F ¢ hat ® U {—p} kein Modell. & U {—¢} konsistent.
Angenommen, es wire nicht konsistent, dann ® U {—¢} F ¢ und ® U {p} + ¢. Nach der
Fallunterscheidungs-Regel im Kalkiil gilt also ® - ¢, Widerspruch zur Voraussetzung. U

Beweis (Beweisskizze fiir V2): Gegeben ® C L. Wir konstruieren daraus eine Struktur (Ter-
minterpretation beziiglich ®) Zg.

Grundmenge To: Aquivalenzklassen von Termen € £ bzgl. Aquivalenzrelation ~, definiert als
t1 ~ ta 2<:>(I)|—t1:t2
Bezeichne mit ¢ die Aquivalenzklasse von t beziiglich ~.

Einem n-stelligen Funktionssymbol f € £ ordnen wir die Funktion f : 7 — 73 zu durch

FR e erers

(Wohldefiniertheit: wenn t1 ~ t),... ty, ~ 1, dann fty---t, ~ ft)---t))

Fiir ein n-stelliges Relationssymbol R definiere n-stellige Relation R C 7 durch:
Rty---t, (dh. (t1,...,t,) ER) & ®F Rty ---t,

(Wohldefiniertheit: wenn ¢t ~ t},...,t, ~t,, dann ® - Rty ---t, < ®F Rt} ---t])

Definition 5.2: Eine Theorie ® heifit vollstindig (negationstreu), wenn Vo € L gilt (® F ¢
oder ® - —p).

Anmerkung: Diese Vollstandigkeit ist nicht dieselbe wie im Vollstandigkeitssatz!

Definition 5.3: Eine Theorie ® heifit Henkin-Theorie, wenn gilt: Fiir jede Formel € £ der
Gestalt Jxyp existiert ein Term ¢, so dass ® - (Jxp — ¢(t/x)), dh. zu jeder Existenz-Aussage
in ® gibt es einen “Zeugen” (ein Beispiel).

Satz 5.3 (Satz von Henkin): Fiir jede konsistente, vollstindige Henkin-Theorie ® gilt: Zg F D,
also insbesondere: jede konsistente, vollstdndige Henkin-Theorie hat ein Modell.

Anmerkung: Aus der Definition von Zg folgt fiir eine beliebige konsistente Theorie ® fiir belie-
bige atomare Formeln ¢, dass @+ ¢ < Zg F .

Vollstandigkeit von @ liefert die Analogie von ® F ¢ oder ® - - zu Zg F ¢ oder Zg E - und
erlaubt es, die Aquivalenz ® - ¢ < Zg FE ¢ fortzusetzen auf Formeln der Gestalt ¢ V 1, =y,

p A Y etc.
Schlieflich Fortsetzbarkeit der Aquivalenz auf Formeln der Gestalt 3z durch Henkin-Eigenschaft.

Nachdem der Satz von Henkin bewiesen ist, folgt V2 durch Einbettung einer beliebigen konsis-
tenten Theorie in eine konsistente vollstdndige Henkin-Theorie. (]
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Kapitel 6

Berechenbarkeit

6.1 Turingmaschinen, rekursive Funktionen

Eine Turingmaschine besteht aus einem “Band” mit abzéhlbar unendlich vielen Feldern, in
denen jeweils 0 oder 1 steht. Die Maschine steht mit einem Lese-/Schreibkopf auf einem Feld,
und es gilt gerade eine von endlich vielen Regeln rq,...,r, der Maschine; die Regel i besagt,
wenn die Maschine auf einem Feld mit 1 steht, entweder: statt 1 schreibe 0, oder wieder 1, und
dann nach rechts gehen oder nach links gehen und zur Regel j iibergehen, oder die Regel ¢ ist
undefiniert; analog fiir 0. Zu Beginn der Berechnung steht auf dem Band der Input, und es gilt
Regel 1; die Maschine lduft, bis sie zu einer undefinierten Regel kommt, dann hélt sie. Es kann
sein, dass die Maschine nie hilt.

Definition 6.1 (Turingmaschine): Eine Turing-Maschine mit n Regeln ist definiert als Funktion
frdom fC{l,...,n} x{0,1} — {1,...,n} x {0,1} x {R, L}

Definition 6.2 (partiell rekursiv): Eine Funktion
F:domF C Ny — Ny

heifit partiell rekursiv, wenn eine Turing-Maschine existiert, die F' berechnet, dh. eine Turing-
maschine, die, wenn sie auf einem Band, das einen Block von n+ 1 konsekutiven 1 enthélt, sonst
0, auf dem Feld mit dem 1 ganz links unter Giiltigkeit der Regel 1 gestartet wird und

1. genau dann niemals hélt, wenn n ¢ dom F'

2. wenn n € dom F, hilt mit Output F(n), dh. auf dem Band steht ein Block von F(n) + 1
konsekutiven 1, sonst 0, und die Maschine steht auf dem 1 ganz links, wihrend eine Regel,
die bei 1 nicht definiert ist, gilt.

Analog heifit
F:domF C Nf — Ny

partiell rekursiv, wenn eine Turingmaschine existiert, wenn eine Turingmaschine existiert, die
fiir alle (my,...,mg) € dom F' mit dem Input

0% 11...1011...10...011...100...
S—— —— N——
mi+1 ma+1 mp+1
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den folgenden Output liefert
Ry
00— 11...1
—
F(ml,...,mk)Jrl

wobei die Maschine bei (j, 1) undefiniert ist, und fiir alle (my, ..., mz) € N\ dom F mit Input
(mq,...,my) wie oben nicht hilt.

Fiir (mq,...,my) € dom F schreibt man F(myq,...,my) |, fir (mq,...,my) ¢ dom F' entspre-
chend F(my,...,mg) 7.

Eine partiell rekursive Funktion F': dom F' C ng — N heifit total rekursiv, wenn dom F' = ng.

Notation: dom F' ist der Definitionsbereich (“domain”) der Funktion F.

Beispiel: Versuch einer Additions-Turingmaschine: es soll abgebildet werden

0™ 1011010, auf Lo0™dfq1. 10,
N—— S——
n+1 m+1 n+m-+1

Regeln (in der Form (Regel, Feldinhalt) — (Regel, Inhalt, Richtung)):

Nach unserer Definition der Turingmaschine hat diese hier 6 Regeln,
f:domf C{l,...,6} x{0,1} —- {1,...,6} x {0,1} x {R, L}
also

dom f = {(1,1),(1,0),(2,1),(2,0),(3,1),(4,1),(5,1),(5,0)}

Beispiel einer totalen (F : N — Np) Funktion, die nicht rekursiv ist: Sei fiir n, k € Ng b(n, k) =
¢ € Ny maximal, so dass ¢ als Wert F(k) einer durch eine Turing-Maschine mit < n Regeln
berechneten Funktion auftritt. Da es nur endlich viele Turingmaschinen mit < n Regeln gibt,
konnen diese auch nur endlich viele verschiedene Outputs bei Input k liefern. Sei G(n) :=
b(n,n)+ 1 dann ist, wenn F' durch eine Turingmaschine mit m Regeln berechnet wird, F/(m) <
b(m,m) < G(m), also G # F. Daher ist G keine rekursive Funktion.

Ubung: ebenso die “Busy Beaver”-Funktion nicht rekursiv, b(m) ist die maximale Linge eines
Blocks von 1 (sonst 0), der als Output einer Turingmaschine mit < m Regeln (die schlussendlich
hilt), gestartet auf leerem (nur 0) Band, auftritt.

Sei A beliebiges abzihlbar unendliches Alphabet, und A* die Menge der endlichen Worter
mit Buchstaben € A. Man kann ¢ : A* — N injektiv A* in Ny abbilden (Worter in A*
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eindeutig durch natiirliche Zahlen codieren). Man kann durch Turingmaschine auch Funktionen
F :dom F C (A*)F — A* berechnen, indem man die Funktion F* mit F*(¢(w1),...,p(wy)) i=
o(F(wi,...,wy)) betrachtet.

Beispielsweise konnte man, eindeutige Primfaktorzerlegung in Z ausniitzend, ¢ : A* — Ny mit

A ={aj,aq,...} so definieren:

ki qks | £k kn _ k1 Kk kn
O(Aky Ay g - - - A,y ) = 271 - 372 . 5% oplin = pit o po? - plY

wobei p; die i-te Primzahl bezeichnet. So kann man auch Turingmaschinen als Worter iiber dem
Alphabet No U {(,), R, L,—} auffassen und als natiirliche Zahlen codieren.

Halteproblem fiir Turingmaschinen: betrachte die Funktion H : Ny x Ng — Ny, so dass

1 wenn Turingmaschine n bei Input & schliellich hélt

H(n,k):{

0 wenn Turingmaschine n bei Input £ nicht h&lt

1 wenn Turingmaschine n bei Input leeres Band hailt
Ho(n) =

0 wenn Turingmaschine n bei Input leeres Band nicht hélt

Das ist nicht rekursiv; wir zeigen zuerst, dass die Funktion G : Ny — Ny gegeben durch G(n)
ist die maximale Anzahl von Schritten, die eine Turingmaschine mit < n Regeln, die schliellich
hélt, bei Input eines leeren Bandes zuriicklegen kann, ist nicht rekursiv (sonst wére die Busy
Beaver-Funktion rekursiv). Wenn H rekursiv wire, dann auch G; man miisste nur diejenigen
Maschinen, die stehenbleiben werden ablaufen lassen und Ergebnisse vergleichen.

6.2 Formalisierungen von Berechenbarkeit

Satz 6.1 (Churchsche These (Church’s thesis)): Die durch Turingmaschinen berechenbaren
Funktionen entsprechen genau den Funktionen, fiir die ein “Algorithmus” existiert, der sie
berechnet.

Da die Formulierung nicht exakt ist, sondern intuitiv-umgangssprachlich, ist sie nicht beweisbar
(also auch kein Satz).

Plausibel wird Church’s Thesis durch die Tatsache, dass alle bisherigen Versuche, “Berechen-
barkeit” zu formalisieren, dieselbe Klasse von Funktionen geliefert haben, beispielsweise

e Turingmaschinen

e Registermaschinen: Register R;, i € N, in denen jeweils eine Zahl aus Ny stehen kann (zu

Beginn in 7 der Input, sonst 0), und endlich viele mit 1, ..., n nummerierte Instruktionen
Iy; jedes Iy ist dabei von einer der folgenden Formen:

- Rj =0

- Rj = Rj + 1

- Rj = Rz

— if R; = R; then goto I, else goto I,
(oder so #hnlich).
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e Klasse der rekursiven Funktionen tatséchlich rekursiv definieren: Zuerst eine Teilmenge
“primitiv rekursive Funktionen”; Initiale Funktionen: f : ng — Ny von der Form

— f(k) = ¢ konstante Funktion
— f(k) = k + 1 Nachfolger
— f(k1,...,kn) = k; (fiir ein ¢ mit 1 <4 < n) Projektion auf i-te Koordinate

Zusammensetzung von Funktionen (Komposition) fiir g : N — Ng, h; : Nj — Np,
it =1,...,m sei die Zusammensetzung f : Njj — Ny definiert als:

flxr,... xn) =glhi(z1, ... yxn), - b (21, - - Tp))
Primitive Rekursion: g : Nj — N, h : N8+2 — Ny definieren ein f : Ng“ — Ny wie folgt:
FO, 21, xn) = g(x1, ...y 20), flk+1,21,...,20) = h(k,x1,... 2y, f(k,21,...,24))

Die kleinste Klasse von Funktionen, die die initialen Funktionen enthélt und beziiglich
Zusammensetzung und primitiver Rekursion abgeschlossen ist (Durchschnitt aller solcher
Mengen von Funktionen), heifit Klasse der primitiv rekursiven Funktionen.

Beispiel: Beispiel fiir rekursive, nicht primitiv rekursive Funktionen (nach Ackermann):
Ao(z) =z +1, An11(0) = Ap(1),  Appi(z +1) = Ap(Anta())

A(n,z) = Ap(z), A : N3 — N nicht primitiv rekursiv (aber rekursiv nach Church). Fiir alle
f: N2 — N primitiv rekursiv existiert n, so dass fiir alle a, b gilt

f(a,b) < A,(max(a,b))

Unbeschriankte Suche: gegeben f : NISH — Ny. Definiere g : N& — Ny durch

g(x1,...,xk) =y & f(r1,...,2,y) =0 und Vz<vy: f(z1,...,zk, 2) definiert und # 0

min{y ‘ flz1,...,25,y) =0, f(z1,...,28,2) |, falls z < y}
g(z1,...,2y) = ¢ undefiniert, falls pyf(x1,..., 25, y) = 0 oder Iyf(z1,...,25,y) T
und f(z1,...,25,2) 0 fir z <y

Partiell rekursive Funktionen: die kleinste Menge von Funktionen, die die initialen Funktionen
enthélt und beziiglich Zusammenhang, primitiver Rekursion und unbeschrinkter Suche abge-
schlossen ist.

(Definition von Zusammensetzung, primitiver Rekursion adaptieren auf partielle Funktionen: f
definiert genau dann, wenn alle Funktionen auf der rechten Seite definiert sind.)

f berechenbar: x1,...,x, fix: berechnen g(x1,...,z,): fir y = 0,1,2,... f(x1,...,2,,y) be-

rechnen: entweder man kommt (erstmals) zu einer Nullstelle, einem y mit f(z1,...,x,,y) =0,
setze g(x1,...,2x,) =y, oder Berechnung lduft ewig (entweder keine Nullstelle, oder man gerit
an ein y, so dass Berechnung von f(x1,...,x,,y) ewig lduft - dann g undefiniert.
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6.3 Rekursive und Diophantische Mengen

Definition 6.3: Eine Teilmenge S C Ny heifit rekursiv, wenn ihre charakteristische Funktion
Xz : No — {0, 1} definiert durch

1 ze€8
Xs($)={0 rd S

rekursiv ist. S C Ny heifit rekursiv aufzihlbar, wenn es ein partiell rekursives f gibt, f :
dom f C Ny — Ny, so dass S =Im f = f(Np) (auch r.e. recursively enumerable, e.e. effectively
enumerable).

Anmerkung: Eine rekursiv aufzihlbare Menge # () ist auch durch eine total rekursive Funktion
aufzéhlbar: f partiell rekursiv mit f(N) = S; konstruiere daraus total rekursives g. Berechnung
von g:

e 1. Schritt: 1. Schritt der Berechnung von f(0)
e 2. Schritt: 2. Schritt der Berechnung von f(0), erster Schritt der Berechnung von f(1)
o ...

e n-ter Schritt: n-ter Schritt der Berechnung von f(0), ..., 1. Schritt der Berechnung von
f(n)

Sobald erstmals die Berechnung eines f(k) abbricht und einen Wert liefert, g(0) := f(k), ab
diesem Schritt g(n) setzen auf den beim aktuellen Schritt aufgetauchten Wert von f, sonst auf

g(n—1)
Satz 6.2: S rekursiv < S und Ny C S beide rekursiv aufzihlbar.

Beweis: Ubung (Egal, welche Definition von Berechenbarkeit man zugrunde legt: intuitiv klar).

O

Beispiel: Rekursiv aufzdhlbare Menge, nicht rekursiv: Nummern jener Turingmaschinen, die bei
0 halten.

Definition 6.4: S C N* heiit Diophantisch, wenn es ein Polynom p € Zx1, .. Ty Yly -y Yl
gibt, so dass (a1,...,ar) € S < p(ai,...,ak,Y1,---,Ym) eine Nullstelle in Z™ hat.

Satz 6.3: Die Diophantischen Mengen sind genau die rekursiv aufzdhlbaren Mengen.
Beweis: Durch Matiyasievich et al. (Robinson, ...). O

Anmerkung: Folgerung: Hilberts 10. Problem, die Frage, ob es einen Algorithmus zur Entschei-
dung, ob ein Polynom in mehreren Variablen mit Koeffizienten in Z, p € Z[yi,...,y,] eine
Nullstelle in Z™ hat, gibt, hat die Antwort nein.

Ob man Nullstellen in Z™ oder Nj* betrachtet, ist egal: f € Z[y1,...,ym] hat Nullstelle in Nj’
genau dann, wenn

9= FWh + YT+ Uis+ Uin - Ui + Yz + Uina + Yima)
eine Nullstelle in Z*™ hat, und f € Z[y1, ..., ym] hat Nullstelle in Z™ genau dann, wenn
9= f(y11 — v12,921 — Y22, - - -, Ym1 — Ym2)

eine Nullstelle in Ngm hat.
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Die Unlosbarkeit von Hilberts 10. Problem folgt aus dem Satz “r.e. < Diophantisch” so: Man
wéhle S C Ny, S r.e., nicht rekursiv, dann Jp € Z[z,y1,...,Ym], so dass p(s,y1,...,Ym) Null-
stelle in Z™ hat genau wenn s € S. Hiatte man einen Entscheidungsalgorithmus fiir die Existenz
ganzzahliger Nullstellen von p(s,y1, ..., ¥Ym), dann wire S rekursiv.

Anmerkung: Folgerung: S C Ny ist r.e. genau dann, wenn 3f € Z[zy,..., 2], so dass S =
NoN f(Z™). Sei S r.e., Q € Z[x,y1,...,Ym], so dass Q(s,y1,...,ym) Nullstelle hat genau dann,
wenn s € S,

p(x, Y1, Ym) = (a:—i—l)-(I—Q(x,yl,...,ym)Q)—l

Fiir = einsetzen € Ny, fiir y1,...,ym in Z einsetzen. s tritt als Wert von p(Ng x Z™) N Ny auf
genau dann, wenn s € S. Fiir  einsetzen z? + 23 + 23 + 22, dann ist p ein Polynom mit den
erwiinschten Eigenschaften.
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