Flachen zweiter Ordnung

Definition:
Eine Flache zweiter Ordnung ist die Gesamtheit aller Punkte, deren Ortsvektoren & der
Gleichung

tTAZ+ T8+ f =

geniigen, wobei
T1 @11 Q12 Q13 b1
T=| 22 |, A= a2 ax a3 | , p=| p
T3 @13 Q23 Q33 Ps3

Ausfiihrliche Schreibweise:
anlﬁf + azﬂ% + CL33~’U§ + 2a1221 72 + 20137103 + 2a23T2%3 + P11 + paa + p3xs + f =0

Da die Matrix A symmetrisch ist, gibt es bekanntlich eine orthogonale Matrix B, die A
auf eine Diagonalmatrix transformiert:

M 0 0
BTAB=| 0 X\ 0
0 0 X

A1, A2, A3 bezeichnen die Eigenwerte von A.

Klassifikation und Aufzahlung:
Durch die oben erwéhnte Drehung gelangt man stets auf eine Form ohne gemischt quadrati-
sche Glieder (Diagonalform):

a1 Ty + apti + assxi 4+ 11 + pava + psrs 4+ f =0

Falls ay; # 0 : Parallelverschiebung x, = 27 — ;L,
a1

falls ase # 0 : Parallelverschiebung zo = 25 — ;i,
22

falls as3 # 0 : Parallelverschiebung z3 = 23 — ;i
ass

Damit erhalten wir die folgenden
3 Hauptfille:
(I) a1n #0, ax # 0, azg # 0 3 Parallelverschiebungen sind moglich,
(IT) a1 #0, age #0, azgg =0 2 Parallelverschiebungen sind mdglich,
(III)  a11 # 0, ags =0, agg =0 1 Parallelverschiebung ist moglich.
Bemerkungen:
(i) Félle wie a;; =0, ag # 0, asg # 0 erhdlt man durch Umnumerierung,.

(i) Triviale Falle ohne quadratische Glieder (Ebene) werden im folgenden iibergangen.



Parallelverschiebung liefert:
(I) Az?+ Bai+Cazi+ D=0, D#0

(I,) Ax? 4+ Bx3+Cz2=0

(IL) Azi+ B3+ Crz3 =0, C#0
(Ily) Aa?+4+ Bazi+ D=0, D#0
(II;) Aa?+4+ Baz3=0
(IIL) 22+ Bra=0, B#0
() 224+ D=0, D#0

(ITl3) 22 =0
Bemerkung zum 3. Hauptfall:
Zunichst erhélt man: Az? + Bro + Cxs+D =0, A #£0.
Setze: 11 = Ty, To = Tocosp — Tzsinp, x3 = Tosiny + Tzcosp. Dies bedeutet eine
Drehung um die x1-Achse um den Winkel . Dann folgt:
A#2 4 (Bceos g + Csing) + (—Bsing + C cos ) + D = 0.
Wiéhle ¢ derart, dafl -B sin  + C cos ¢ = 0. Wir unterscheiden 2 Falle:

~

(i) B =0, dann wéahlen wir ¢ = g,

@l

(ii) B # 0, dann wihlen wir tan g = —.

Damit erhalten wir: flx% + Biiy + D = 0, woraus wegen A # 0 nach Division durch A die
Félle (I11), (I1Iz) und (I1I3) folgen.

Auflistung der einzelnen Fille:

(1) A2?+ Ba2+Ca2+D =0, A B,C,D#0

2 2
! ) L3
CONCIMCII
A B c
-D -D
Nun ist entweder —— = a? > 0 oder — = —a?® < 0.
A A
Analoges gilt fiir den 2. und 3. Term.
2 2 2
(1) %+%+% — 1 ... Ellipsoid
2 2 2
(2) % + % — % = 1 ... einschaliges Hyperboloid
2 2 2
(3) % - % - .%,, = 1 .- zweischaliges Hyperboloid
a c
2 2 2
(4) _% — % - x—g’ = 1 .- nullteilige Fldche”
a c



(I,) Az?+ B2+ Cx2=0, A B,C#0

2 2 2
ry | Ty I3

(5) e + 2 + 2 = 0 --- entartete Fliche (Punkt)
2 2 2
(6) ﬁ—i—ﬁ—ﬁ = 0 .-+ Kegel

a2 b2 2

(IT;) Ax? + B3+ Cz3 =0, A B,C#0

2 2
(7) % + % = 2px3, p#0 --- elliptisches Paraboloid
(8) n_om_ 2 #0 --- hyperbolisches Paraboloid
BT @ = b D yperbolisches Paraboloi
(IL) Az? + B2+ D=0, A B,D#0
9) S+ 2 = 1 .- elliptischer Zylinder
a
r a3 . .
(10)  — - 2 = 1 --- hyperbolischer Zylinder
a
v A
(11) T T 1 -+ nullteiliger” Zylinder

(I13) Azi+ B3 =0, A,B#0

2

(12) 27+ % = 0 --- konjugiert komplexe Ebenen mit reeller
Schnittgeraden (z3-Achse)

2
2_ T2

(13) Ty — b2

() 22 + By =0, B#0

= 0 --- reelle, sich schneidende Ebenen

(14) 22 = 2pxy, p#0 --- parabolischer Zylinder
(L) 22+ D=0, D#0

(15) 23 = k* k#0  --- reelle parallele Ebenen

(16) 22 = —k? k#0 --- konjugiert komplexe Ebenen

(ILy) 2 = 0
(17) 23 = 0 --- Doppelebene



Beschreibung der Flachen

Neben der Untersuchung, ob eine Zylinder- oder eine Rotationsflache vorliegt, kann man
sich durch ebene Schnitte (parallel zu den Koordinatenebenen) eine gewisse Ubersicht
verschaffen. Mit Hilfe der sich ergebenden Schnittlinien lassen sich die Flachen meist

leicht identifizieren.

2 2 2
iy, P Ty X3
(1) ElllpSOld. ? + b7 072 =1, a, b, c>0
2 2 2
— —; <1, % <1, x—g’ <1, d.h. die Flache liegt ganz im Endlichen.
a c

Schnitt mit der Ebene z; =d, |d| < a:

2 2 2 2 2
T T d T T
—22—1——;’:1——2 bzw. 22_d2—|— 23_d2:1
b c a h2a c2a

Dies ist eine Ellipe in der Ebene x; = d.
Analoge Ellipsen ergeben sich fiir zo = e bzw. x3 = f.

(2) Einschaliges Hyperboloid: xj + xj - xj =1, a,b,c>0
* a2 b2 CQ Y ) Y

Schnitt mit der Ebene 23 = d, d € R:

2 2

,rl ZEQ . . . _
== JETET: + P 1 --- Ellipse in der Ebene x3 = d.
C C

Schnitt mit der Ebene 21 = e, |e| # a:

2 2
x x .
= 2 a22_62 3 a;’_dQ =1 .- Hyperbel in der Ebene z; = e.
a? a?
x2 22
Speziell: |e| = a: b% = —5’ -+ Asymptoten der Hyperbel
c

Schnitt mit der Ebene x5 = f, |f| # b: Analog zu x; = e

Spezialfall: a =b --- Rotationshyperboloid
2 2 2
(3) Zweischaliges Hyperboloid: 3% — % — x—;’ =1, a,b,c>0
a c

2 2 P22
Schnitt mit der Ebene 1 =d, d € R: — % + % = =
c

a2
|d| < a : keine reellen Punkte

|d| = a : 2 Punkte (+a,0,0)

|d| > a : Ellipsen (Kreise)

Schnitt mit der Ebene 25 = ¢, e € R (bzw. 23 = f, f € R):

x? a2 e?
:>%_7§’:1—|——2 -+ Hyperbel in der Ebene x5 = e
a c b
x?  x2 oz
(6) Kegel: %—i_b%_c%:o’ a,b,c >0

Mit P(x1, xs, 23) liegt auch Q(Ax1, Axe, Ax3) auf der Flache und damit auch die Gerade

4



durch P und den Ursprung (Kegelspitze)
Schnitt mit der Ebene 23 =d, d € R, d # 0:

2 2P
:>x—;+ﬁ:— -+ Ellipse in der Ebene x5 = d
a b2 2

Schnitt mit der Ebene x; = e, e € R, e # 0O:

2 2 2
w—;’ — % = 62 -+ Hyperbel in der Ebene z; = ¢
c a
b
Schnitt mit der Ebene 1 =0:= 23 =+-129 --- 2 Geraden durch die Spitze
c
v | 3
(7) Elliptisches Paraboloid: 2 + = 2px3, p#0
Aus p > 0 folgt x3 > 0. Schnitt mit der Ebene x3 = ¢, ¢ > 0 liefert:
x? a2
—; + -2 =9pc --- Ellipse in der Ebene z3 = ¢
a b2

Schnitt mit der Ebene 1 =d, d € R:

x5 d? d*b?
“2 = 2pr3 — — bzw. 23 =2b’pr3 — —— --- Parabel in der Ebene 2, = d
b? b? a?

2 2
(8) Hyperbolisches Paraboloid: % — % =2px3, p#0
Schnitt mit der Ebene 23 = ¢, d € R:

2 2
—; — =2 —=9pc --- Hyperbel in der Ebene x5 = ¢
a b2
Schnitt mit der Ebene 21 = d, d € R:
2 d2 d2b2
% = —2pxs + —  bzw. 72 = —2b*pwrs + — -+ Parabel in der Ebene z; = d
a a



