Kap 0 : Wiederholung

1) Metrische Raume (X, d)

X...Menge, d: X" X®R mit
(@ d(x,y)30 "Xyl X

(b) d(y,x)=d(y,x) " xyl X
) d(x,2£d(x,y)+d(y,2) " x,y,zl X

Beispiele :

) X=R, d(x,y)=|x-Y|

X=C, d(z,w) :|Z- W| (Betrag komplexer Zahlen)

(i) (Euklidische Metrik)

X=R", X=(X, X))+ Y=Yy Vo) % VI R

d(x,y)=\/§ (- )’

X=C", z=(z,...,z,) , w=(w,....,w.) z,wl C

d(z,w):Jé 7 - w’

i=1
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(offene) e— Kugel um x,I X :

Ol X heiRt offene Menge , wenn

"xI O $e,>0 : K(x,e)i O

FI X heiRt abgeschlossene Menge , wenn

X - F eine offene Menge ist, bzw.

"xIF $e,>0 : K(x,e)CF=A

Sei Al X :
A={xI X: K(x,e)CA! /£ ," e>0} _abg. Hiille von A
int A={xl X: $e>0mit K(x,e)l A} Inneresvon A

DI X heiRt dicht, wenn D=X bzw.
" O! £ offen: DCO! £

Dr. M. Ganster, Institut fir Mathematik, TU Graz Seite 2



Cl X heiRt kompakte Teilmenge , wenn jede offene

Uberdeckung von C eine endliche Teiliberdeckung enthalt,

d.h.
Ci U{o:ill1}, Q..offen, b

$i,,i,, 0 T 1 mit Ci 0,EQ_E..EQ,

Satz von HEINE-BOREL :
X=R" (bzw. C") + euklidischeMetrik

Cl X ...kompakt U C istabgeschlossen und

beschrankt

(x.) heiRt Cauchy — Folge, wenn
"e>0 $NIN "nmdN : d(x,x )<e

(X,d) heiRt vollstandig , wenn jede Cauchy — Folge

konvergiert.
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Seien (X,d), (Y,r) metrische Raume.

f:X®Y heiltstetigin x,I X , wenn
" e>0 $d>0 sodafR: d(x,,X)<d P r(f(x),f(x))<e
dh. f(K(X,d)) I K(f(x).e)

f: X®Y heilRt stetig, wenn f stetigin jedem XOT X ist.

~

Es qilt : f:X®Y iststetig U
Urbilder offener Mengen sind offen, d.h.
"VIY offen: f*(V)I X offen, U
Urbilder abg. Mengen sind abg. , d.h.
" Bl Y abg.: f(B)I X abg.

f: X®Y heilRt gleichmaRiqg stetig , wenn
" e>0 $d>0 sodalR: d(x,y)<d b r(f(x),f(y))<e

Es qilt : gleichmaRig stetig P  stetig
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2) Normierte Raume

) G Vektorraum tber Korper K ( K=R oder K=C)

|| || X® R heilt Norm auf X, wenn

@ [x20,[x=0U x=0 (Nullvektorin X)

o) =[] 'TK,x X

@ PeylEld v " xyT X

Beispiele :

1) X =R" ist Vektorraum tiber K=R

x| = /§ X euklidische Norm
i=1

x| = EE%)HXJ Maximumsnorm

2) X=C" istVektorraum tiber K=C

||Z|| = én. |Zi|2 euklidische Norm
i=1
|17 = mz?g)é|zl| Maximumsnorm
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3) C(X)={ f:X® R : fistsetig} ,

wobei X ein kompakter metrischer Raum ist.

C(X) st Vektorraum tber K =R , mittels
(f+9)(¥):= T (x)+9(x)
1.5)X)=I.f(x) , ITR
| f [:= max| f (x)| Maximumsnorm

Xl X

Analoges gilt auch fir den C-Vektorraum
C(X,C)={ f: X® C : fiststetig}

Jeder normierte Raum (X,|| ||) wird zu metrischen Raum

durch d(x,y) =|x-y|| .

Vollstandige normierte RAume heil3en Banachrdume .

R",C",C(X) und C(X,C) sind Beispiele fur

Banachraume.
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3) MaBraume (K=R oder K=C)

(X, W, mM MaRraum + Lebesgue Integral

Fir eine messbare Funktion f: X® K und p31 heildt

A/p
||f||p::§df|pdm2 die p—Norm von f.
ex (1]

Holdersche Ungleichung : p,q>1, % +§ =1

af gldm£ ] [g],
X

Minkowski Ungleichung : p31
[*+gl, £ 1], +ldl,

LP(X)={ f:X®K: fistmeBbar,und ¢f| dm<¥ },
X

wobei Funktionen identifiziert werden, die fast Uberall gleich

sind.

Dr. M. Ganster, Institut fir Mathematik, TU Graz Seite 7



Damit: LP(X) ist K- Vektorraum

||f||p ist Norm auf  LP(X)

L°(X) ist Banachraum .

L*(X)={ f: X® K: f.. meRbar, fast tberall beschrankt }

(wiederum werden Funktionen identifiziert, die fast Gberall

gleich sind)

L*(X) ist K- Vektorraum

| f]l, := supess|f|= R Xipj(A):O xTSl)ﬂPA| f(x) istNorm

L*(X) ist Banachraum .

Bemerkung : Genaugenommen erhalt man also die

Banachraume

L5(X) , Ls(X) , LA(X) und L5(X).
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4) Spezialfall von 3)

X=N, W= P(N) , m...ZahimaR

f:N® K istalso eine Folge (x,) von reellen (komplexen)

Zahlen (wobei f(k)=x,)

¥
Es gilt : df'dm= 3 |x/|°
X k=1
Statt L°(X) bzw. L' (X) schreibt man hier 1? bzw. |* .

1P ={x=(x): a x| <¥}

k=1

¥ ={ x=(x) : (x) ist beschrankt } , ( [¥] =SklsJI10|Xk| )

Hoélder — Ungleichung : p,q>1, — + 1—1
P9
y ;L p ,1 g
o)
a X hk|£9a |Xk| Qa b’

Minkowski — Ungleichunq :

0.1 p &%é (.jl/p &%é .1 p
Qa |Xk+hk| + a x| + alh’
ek=1 ek 1 [} ek 1 17}

Dr. M. Ganster, Institut fir Mathematik, TU Graz Seite 9



