Gruppen und Korper

7

Definition. Eine Gruppe ist ein Paar (G, ) wobei G eine Menge ist und ” - ” eine
Verkniipfung auf G ist, d.h. eine Abbildung G x G — G , (a,b) — a-b mit

Gl) (a-b)-c=a-(b-¢c) Vabced

G2) dJee G sodass eca=A VaeG (e.. neutrales Element)

G3) VaeG Fd €G mit d-a=e (d .. inverses Element von a)

(G, ) heiBt abelsche Gruppe, wenn a-b=b-a Va,be G ist (d.h. die Verkniipfung

ist kommutativ).
Vereinfacht wird meist G statt (G, -) und ab statt a - b geschrieben.

Bemerkungen.

i) %l neutrales Element e € Gund a-e=a VaecG,

ii) mit d’a =e gilt auch ad’ =e,

%I inverses Element von a , dies wird in der Regel mit a~! bezeichnet,

iii) () t=a , (ab)P=bla! |, elt=¢.

Beispiele.

1) (Z,+) ist abelsche Gruppe beziiglich der iiblichen Addition von ganzen Zahlen.
Das neutrale Element ist 0 , das inverse Element von n ist —n .

In derselben Weise sind (Q,4) und (R,+) ebenfalls abelsche Gruppen.

2) (Q*,.), wobei Q* = Q — {0}, ist eine abelsche Gruppe beziiglich der {iblichen
Multiplikation. Das neutrale Element ist 1 , das inverse Element von ¢ € Q* ist % )
Ebenso sind die Mengen R* =R —-{0} , Q1. ={z€Q : >0} und Ry ={z R :
x > 0} abelsche Gruppen bzgl. der Multiplikation.

3) Sei M # () eine Menge, und sei S(M):={f: M — M : f ist bijektiv} .
Dann ist (S(M),o0) eine Gruppe bzgl. der Verkniipfung von Abbildungen, und heifit
die symmetrische Gruppe von M . Das neutrale Element ist die identische Abbildung
idyr , das inverse Element zu f € S(M) ist die Umkehrabbildung f~! .

Man beachte, dal (S(M), o) im allgemeinen nicht abelsch ist.



Im speziellen sei M = {1,2,...,n} . Dann schreibt man S,, fiir S(M) . Jede Abbildung

o €5, heifit eine Permutation der Zahlen 1,2,...,n .

Definition. Ein Korper ist ein Tripel (K, +, ), wobei K eine Menge ist und ” +” bzw.
7.7 Verkniipfungen (” Addition” bzw. ”Multiplikation”) auf K sind, also Abbildungen
+:KxK—-K (a,b)—a+b bzw. -:KxK —K (a,b)— a-b sodass

K1) (K,+) ist abelsche Gruppe. Das neutrale Element wird mit 0 und das inverse
Element von a € K mit —a bezeichnet,

K2) (K*,-) mit K*= K — {0} ist abelsche Gruppe mit neutralem Element 1 und
a~! als inversem Element zu a € K .

K3) a-(b+c)=(a-b)+(a-¢) , (a+b)-c=(a-c)+(b-c).

Als vereinfachte Schreibweisen hat man K statt (K,4+,:) , ab statt a-b , a—1b
statt a 4+ (—b) , % statt b-a”' ,und ab+ac statt (a-b)+ (a-c).

Bemerkung. Fiir jeden Korper K gilt:
i) 0ca=a-0=0 VaeK
i) a-b=0 = a=0 oder b=0 (Nullteilerfreiheit)
iii) a-(=b)=(—a)-b=—(a-b) .

Beispiele.

1) (Q,+,:) und (R,+,-) sind Korper.

2) RxR wird ein Koérper durch (a,b)+(a’,V') := (a+a',b+V) und (a,b)-(a',V) :=
(aa’ =0V, ab'+a’b) . Das neutrale Element bzgl. der Addition ist dann (0,0) , das neutrale
Element bzgl. der Multiplikation ist (1,0) .

Dieser Korper heifit der Korper der komplexen Zahlen und wird mit C bezeichnet.

Man beachte, dal die Abbildung R — R x R mit a — (a,0) injektiv ist. Wegen
(a,0)+ (¢/,0) = (a+a’,0) und (a,0)-(a’,0) = (a-a’,0) kénnen R und R x {0} CC

identifiziert werden, d.h. der Korper R kann als ” Unterkorper” von C betrachtet werden.



Man definiert i := (0,1) € C als die sogenannte imaginire Einheit . Damit gilt dann

(a,b) = (a,0) + (b,0) - (0,1) =a + bi .

Zu A=a+bi € C heifit
Re) := a der Realteil von A |
ImA :=b der Imaginarteil von A ,

X :=a—bi die konjugiert komplexe Zahl zu \ .

Die folgenden Rechenregeln gelten fiir \,p € C, A=a+ b :
Atpu=A+1 , A-p=A-71 , NeR & A=)
A= VI = Va® + 0% = ||(a,b)|| heiBt der Betrag von A
(Al S UM+ fpl 5 Aul = AT [ul -

3) Sei K ={0,1} und definiere 0+0=0, 0+1=14+0=1, 1+1=0 sowie
0-0=1-0=0-1=0, 1-1=1.
Dann ist (K, +,-) ein (endlicher) Kérper (der Kérper der Restklassen mod 2) .



