Kap 3: Lineare Abbildungen

e Esseien V und W K-Vektorrdume. Eine Abbildung F: V — W heifit K-linear (bzw.
abgekiirzt, linear), wenn

Ll) Flv+w)=F@w)+Flw) YoweV

L2) F(Aw)=AF(v) VveV VieK.

Die Bedingungen L1) und L2) sind &quivalent zu:
F(\v + pw) = A\F(v) + pF(w) Yo,weV VApuekK.

Mittels vollstandiger Induktion gilt offenbar fiir eine lineare Abbildung F:V — W :
F()\lvl -+ )\2?)2 + )\nvn) = >\1F(U1) + )\2F<’U2) + )\nF(Un) v; € 1% )\z c K.

e Elementare Eigenschaften. Sei F:V — W linear.

1) F0)=0, Flv-w) = F(v) - F(w)

2) (v;)ier linear abhéngig in V' = (F(v;))ies linear abhéngig in W

3) (F(vi))ier linear unabhéngig in W = (v;);es linear unabhéngig in V
4) VeV = FV)<W

5) WaW = FYW)«V

6) dimF (V)< dimW

e Beispiele fiir lineare Abbildungen.

1) Die Nullabbildung F:V — W | F(v) =0 Vv €V | ist stets linear. Die identische

Abbildung F:V =V | F(v)=v Yv eV | ist stets linear.

2) Fiir festes A € K ist die Abbildung F: K" — K™ | F(v) = Av , linear.

3) Jede m Xn Matrlx A= (aij) definiert eine lineare Abbildung F': K" — K™ durch
Fv) = (Z a1;; ,Z A2;Tj , ... Z amjz;) fir v = (x1, T2, ...,2,) .

4) TIst X eine beheblge Menge , V. =Abb(X,R) und ¢ : X — X eine beliebige

Abbildung, dann ist F':V — V mit F(f) = f o¢ eine lineare Abbildung.



e Die folgende Aussage dient oft dazu, lineare Abbildungen zu definieren. Sie besagt,
dafB eine lineare Abbildung durch die Bilder der Vektoren einer Basis eindeutig bestimmt
ist.

Satz. Seien V,W K-Vektorrdume, (v;);c; eine Basis von V und (w;);e; eine beliebige
Familie in W .

Dann gibt es genau eine lineare Abbildung F:V — W mit F(v;) =w; Viel.

Des weiteren gilt:
a) F(V) = Span(w;) ,
b) F ist injektiv < (w;) ist linear unabhéngig.

Ist (v;)ies lediglich eine linear unabhéngige Familie in V', dann wird es i.a. mehrere

lineare Abbildungen F :V — W geben mit F(v;)) =w; Viel.

e FEine lineare Abbildung F :V — W wird auch als Homomorphismus bezeichnet. Die
Menge aller Homomorphismen V — W wird mit Homg (V, W) bezeichnet.
F € Homg (V, W) heift

[somorphismus, wenn F' bijektiv ist,

Monomorphismus, wenn F' injektiv ist,

Epimorphismus, wenn F' surjektiv ist,

Endomorphismus, wenn V = W ist,

Automorphismus, wenn V' = W und F' bijektiv ist.

Sind F:V —-W und G:W — U lineare Abbildungen, dann ist auch Go F :V — U
wieder linear.

Ist F:V — W ein Isomorphismus, dann ist die Umkehrabbildung F~!: W — V
ebenfalls linear und damit ist auch F'~! ein Isomorphismus.

Aut(V) , die Menge der Automorphismen von V' | ist eine Gruppe bzgl. der Verkniipfung
von Abbildungen.

Es seien V, W K-Vektorraume. Fiir jede beliebige Menge X ist dann Abb(X, W) ein
K-Vektorraum durch (f + ¢g)(x) = f(x) + g(x) und (Af)(z) = Af(x) .

Insbesondere ist damit Abb(V, W) ein K-Vektorraum, und Homg (V, W) ist ein Un-
terraum von Abb(V, W) .



e Kern und Bild einer linearen Abbildung.

Essei F:V — W eine lineare Abbildung. Dann heifit
KerF'=F1(0)={veV : F(v)=0} der Kern von F ,
ImF = F(V) das Bild von F .

Offenbar ist KerFF <V und ImF < W . Des weiteren gilt:
F ist injektiv < KerF = {0} , und F ist surjektiv < ImF =W .

Ist dimV < oo , dann gilt die wichtige Dimensionsformel:

dimV=dim KerF-+dim ImF .

e Die transponierte Matrix

Essei Ae M(mxn;K). Fir i € {l,...,m} und j e {l,...,n} setze bj; =a;; . Die

n x m Matrix ‘A = (aj;) heiBt dann die zu A transponierte Matrix.

Folgende Rechenregeln gelten fir A, B € M(m xn; K) und A € K :
"(A+B)="A+'B , "(MNA)=X'A | (TA)=A.

e Matrizenmultiplikation

Seien A = (a;;) € M(m xn; K) und B = (bj,) € M(n x r; K) , d.h. die Spaltenanzahl
von A ist gleich der Zeilenanzahl von B .
Dann ist eine Matrix C'= A.B = (¢;) € M(m x r; K) folgendermafien erklart:

Cik = aj1big + apobop + ... + ajpby,  fir ¢=1,...,m und k=1,...,r.

C = AB heifit das Produkt der Matrizen A und B . Man beachte, dal AB nur dann
definiert ist, wenn die Spaltenanzahl von A gleich der Zeilenanzahl von B ist. Zudem ist
die Matrizenmultiplikation nicht kommutativ, d.h. selbst wenn die Matrizen AB und BA
existieren, wird i.a. AB # BA sein.

Definition. Fiir jedes n € N heifit die (quadratische) n x n Matrix



10 ... 0
01 0

E, = e die n-reihige Einheitsmatrix.
00 ... 1

Offenbar gilt fiir jede Matrix A€ M(nxn; K): AE,=E,A=A.

Fir AL AeM(mxnK), BBBeMnxr;K), Ce M(rxs;K) und A € K sind
folgende Rechenregeln erfiillt:

1) ABB+B)=AB+AB" , (A+A)B=AB+ A'B

2) A(AB) =(MA)B = \(AB)

3) (AB)C = A(BC)

4) "(AB) ='B'A



