Kap 4: Lineare Abbildungen und
Matrizen

e Koordinatensysteme

Es sei V ein K-Vektorraum mit dimV = n , und B = (vy,v9,...,v,) sei eine Basis in
V . Dann gibt es fiir jedes v € V' genau ein n-Tupel = = (z1,z9,...,x,) € K™ soda8
V=TV + ...TpUy .

Die zugehorige Abbildung &5 : K" — V. mit ®p(xy,...,z,) = 2101 + ..2,0, ist ein
Isomorphismus, und heifit auch Koordinatensystem in V' .

Zu veV heiBt z=(z1,...,2,) = P5'(v) der Koordinatenvektor von v bzgl. B .

e Wir betrachten nun die folgende
Grundsituation. V und W sind K-Vektorraume mit dimV = n und dimW =m .

A = (v1,v,...,v,) ist Basis von V' | B = (wy,wsy, ..., w,,) ist Basis von W .
1. Die einer Matrix zugeordnete lineare Abbildung

Sei A = (a;;) eine mxn Matrix. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung
F:V —-W mit

F(v1) = apjjwy + agiwsg + ... + a1y,

F(vg) = ajawy + agws + ... + Gmatpy,

F(v,) = a1pwy + agnwy + ... + Wy,
D.h. der Koordinatenvektor von F'(v;) bzgl. der Basis B ist die j-te Spalte von A .

Man schreibt auch Lg(A) = F .
Auf diese Weise wird eine Abbildung Lz : M(m x n; K) — Homg(V,W) definiert,
wobei A+ Lg(A) .

Spezialfall. Sei V = K", W = K™ und K bzw. K’ seien die kanonischen Basen in
K" bzw. K™ . Werden z € K" und y = F(z) = L& (A)(x) € K™ als Spaltenvektoren

geschrieben, dann konnen = bzw. y als nx1 bzw. m x 1 Matrizen aufgefafit werden
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und es gilt y = Az , d.h. y ist das Produkt der Matrizen A und =z .

Wir betrachten nun die durch die Basen A bzw. B definierten Koordinatensysteme

Oy K" —V und Pp: K™ — W . Dann ist das folgende Diagramm kommutativ

Li¢/(A)

K’I’L > K’I’)’L

ol |

VL;; w

dh. ®go Lk (A)=LA(A)od, bzw. LF(A) = dpo L (A)o(dy)?

Mit anderen Worten: Ist x der Koordinatenvektor (bzgl. A) von v € V' | dann ist
y = Az der Koordinatenvektor (bzgl. B) von Lz (A)(v) .

2. Die einer linearen Abbildung zugeordnete Matrix

Sei F:V — W eine lineare Abbildung. Fir jedes j € {1,2,...,n} gibt es dann ein-

deutig bestimmte Skalare {aij,asj, ..., an;} sodal F(v;) = ajjwi + agjwe + ... + Gpjw, -

Auf diese Weise erhéilt man eine m x n Matrix = Mg'(F) = (ay;) , die sog. darstellende
Matrix von F bzgl. der Basen A und B , sowie eine Abbildung
Mg : Homg(V,W) — M(m x n; K) wobei F s Mg(F).

Bemerkung 1. Die j-te Spalte von Mg(F) ist der Koordinatenvektor von F(v;) bzgl.
der Basis B .

Bemerkung 2. Ist z der Koordinatenvektor von v € V' bzgl. A, y der Koordi-
natenvektor von F(v) € W bzgl. B, A= M#(F) dann gilt y = Az . Das heif}t, daf

das folgende Diagramm kommutativ ist:

L, ()
K K gm
V——W



3. Der Isomorphismus

SATZ. Die Abbildung Lz : M(m x n; K) — Homg(V,W) ist ein Isomorphismus,
dessen Umkehrabbildung durch Mg : Homy(V,W) — M(m x n; K) gegeben ist.

Das heifit unter anderem auch: Ist A eine m x n Matrix, dann ist A die darstellende

Matrix von Lg(A) . Ist F € Homg(V,W) und A= Mg\(F) , dannist F = Lz(A) .

4. Komposition von linearen Abbildungen

Nun seien V,V’ V" K-Vektorraume mit Basen B,B’,B” gegeben, und dimV = n |
dimV’ =m , dimV" =r .

Weiters seien F :V — V' und G : V' — V" lineare Abbildungen. Setze H =G o F |
und A= ME(F), B=ME.(G) .

Dann gilt: MB5,(H) = M5,(G o F) = BA = ME,(G)ME(F) .

Analog zeigt man fiir A€ M(m xn;K),Be M(rxm; K) :
LB, (BA) = L5,(B) o L%, (A) .



