Kap 2: Matrizen, Summe von
Unterraumen

e Es sei K eine Korper. Ein rechteckiges Schema

a1 a1 ... QAip

a21 29 ... QA9p
A=

m1 Am2 ... Gmn

mit a;; € K heifit eine m x n Matrix.
Die Matrixelemente a;; heiflen auch Komponenten der Matrix.
Fir i = 1,2,....m heiBt a; = (a;,ap,...,a;,) die i-te Zeile von A bzw. der i-te

Zeilenvektor von A .
alj
agj
Fir j=1,2,...,n heifit o/ = . die j-te Spalte von A bzw. der j-te Spal-

tenvektor von A .

Jede Zeile einer m x n Matrix kann als Element von K" aufgefaflt werden.

Jede Spalte einer m x n Matrix kann als Element von K™ aufgefafit werden.

e Die Menge M(m x n; K) der m x n Matrizen mit Elementen aus K bildet mit fol-
genden Operationen einen K-Vektorraum. Seien A = (a;;) , B = (b;jj) m x n Matrizen
und sei A € K .

Dann sei A+ B jene m x n Matrix (¢;;) mit ¢;; = a;; + b;; fur alle 4,7 .

Die m x n Matrix AA sei die Matrix (d;;) mit d;; = Aa;; fiir alle 4,5 .

Der Nullvektor in diesem Vektorraum ist die Nullmatrix O deren Elemente aus lauter
Nullen bestehen. Die inverse Matrix (beztiglich der Addition) von A = (a;;) ist die Matrix
—A=(—ay) -



Die Matrizen (E;;)i=1,. mij=1,..n Wobel E;; jene m x n Matrix ist, die an der ij-ten

Stelle 1 hat und sonst lauter Nullen, bilden eine Basis von M (m x n; K) . Somit ist

dimgM(m x n; K) = mn .

e Eine m x n Matrix A heifit quadratisch, wenn m = n . Die Elemente ai1, ass, ..., Gnn
bilden dann die Diagonalelemente (bzw. Hauptdiagonale) von A .

Gilt weiters a;; =0 fiir ¢ > j (bzw. ¢ < j) , dann heifit die (quadratische) Matrix A
eine obere (bzw. untere) Dreiecksmatrix.

A heilt Diagonalmatrix wenn A quadratisch ist und a;; =0 ist fir i # j .

e Elementare Zeilenumformungen einer m x n Matrix
Dies sind Umformungen der folgenden Typen:

[. Multiplikation der i-ten Zeile mit A # 0

II. Addition der j-ten Zeile zur i-ten Zeile

IT1. Addition des A-fachen der j-Zeile zur i-ten Zeile, A # 0
IV. Vertauschen der i-ten Zeile mit der j-ten Zeile, ¢ # j

Bemerkung. Die Umformungen III und IV ergeben sich durch wiederholte Anwendun-

gen von [ und IT .

e Sei A eine m x n Matrix. Durch die Zeilen aq, ..., a,, sind m Vektoren des K" gegeben,

n

durch die Spalten a',...,a" sind n Vektoren des K™ gegeben.

Der Zeilenraum von A ist ZR(A) = Span(ay, ...,a,,) < K",
der Spaltenraum von A ist SR(A) = Span(a',...,a") < K™ .

Der Zeilenrang von A ist Zeilenrang(A) = dimgZR(A) , der Spaltenrang von A

ist Spaltenrang(A) = dimgSR(A) . Offenbar gilt stets Zeilenrang(A) < m und
Spaltenrang(A) < n .

o [s sei A eine m x n Matrix. Die Matrix B entstehe aus A durch eine elementare



Zeilenumformung vom Typ I oder II. Dann gilt: ZR(A) = ZR(B) .

Folgerung. Wenn eine Matrix B aus einer Matrix A durch Anwendung von endlich

vielen elementaren Zeilenumformungen entsteht, dann gilt: ZR(A) = ZR(B) .

e Zeilenstufenform einer Matrix
Eine m x n Matrix B ist in Zeilenstufenform wenn es Spaltenindizes j; < jo < ... < Jji
gibt, sodafl

i) die Elemente by, boj,, ..., by, sind # 0,

i) b; =0 firi=1,...,kund j <j;,

iii) die Zeilen byyq,...,b, sind Nullzeilen.

In diesem Fall bilden die Zeilenvektoren by, by, ..., by eine Basis von ZR(B) und damit

ist Zeilenrang(B) = k .

Beispiel.
0123465
000100
B = 000012
00 0O0O0O0

Hier ist m =4,n =6 sowie j; = 2,jo, =4,73 =5 .
b1, be, by bilden eine Basis von ZR(B) , also ist Zeilenrang(B) = 3 .

Lemma. Jede m x n Matrix A kann durch endlich viele elementare Zeilenumformungen

in eine Matrix B in Zeilenstufenform iibergefiihrt werden.

Seien v, Vs, ..., U, € K™ gegeben. Man bilde eine m x n Matrix A mit vy, vs,...,v,, als
Zeilenvektoren, und fiihre die Matrix A in eine Matrix B in Zeilenstufenform iiber. Die
Zeilenvektoren # 0 von B bilden dann eine Basis von ZR(B) und damit auch eine Basis

von ZR(A) =Span(vy, ve, ..., Up,) -

Insbesondere bilden die Vektoren wvy,vs,...,v, € K™ genau dann eine Basis von K" |
wenn die n x n Matrix A mit den Zeilenvektoren vy, vg, ..., v, durch elementare Zeilenum-
formungen in eine obere Dreiecksmatrix tibergefiihrt werden kann, wobei alle Diagonalele-

mente # 0 sind.



e Summen und direkte Summen
Sei V' ein K-Vektorraum und W, W’ <V . Dann heiit W + W' = Span(W U W) die
Summe der Unterrdume W und W’ . Damit ist W + W’ der kleinste Unterraum von V/,

der W und W’ enthalt.

Esgilt: W+W' ={veV : JweW, Fuw eW sodaB v=w+w'}
D.h. jedes Element von W 4+ W' kann als Summe eines Elementes aus W und eines Ele-

mentes aus W’ dargestellt werden (wobei die Darstellung i.a. nicht eindeutig ist).
Falls V' endlichdimensional ist, gilt: ~dim(W + W') =dimW+dimW’'—dim(W N W’) .

W4+ W’ ist die direkte Summe von W und W’ | in Zeichen W @& W’ | wenn zusétzlich
Wnw' ={0} .

Es gilt: Die Summe von W und W' ist direkt <
1 1
VoeW+W JweW 3w eW sodall v=w+uw

Fir dimV < oo und W, W’ <V sind folgende Aussagen dquivalent:
1) V=WwWeW,
2) V=W+W und dimV =dimW+ dimW’
3) WnW ={0} und dimV =dimW+ dimW’ .

Die vorhergehenden Uberlegungen konnen leicht auf den Fall beliebig vieler Unterrdume

iibertragen werden.
Sei V ein K-Vektorraum und W; <V furallei e I .
Dann heifit > W;=Span(|J W;) die Summe der Untervektorraume W; .

i€l icl
Falls T ={1,2,...,n} dann schreibt man auch W; + Wy + ...+ W, .

Wie vorher gilt hier analog: v € > W, < v ist eine endliche Summe von Vektoren aus

iel
Uw;.
i€l
Die Summe Y W, heifit direkte Summe, in Zeichen & W; , wenn zusétzlich
iel iel
W,n(>_W;) ={0} Viel gilt. Dies bedeutet wiederum nichts anderes als die Ein-
J#
deutigkeit der Darstellung von Vektoren aus »_ W, . Im Falle endlich vieler Unterrdume
i€l
schreibt man fir die direkte Summe auch Wy e Wy d ... & W, .



