Mengen und Abbildungen

.. Menge der natiirlichen Zahlen {1,2,3,...}
.. Menge der ganzen Zahlen {0,4+1,+2 ..}
.. Menge der rationalen Zahlen { Lipg€el q# 0}

A O N Z

.. Menge der reellen Zahlen

e Aus gegebenen Mengen kénnen Teilmengen ausgewahlt werden, die durch gewisse

Eigenschaften charakterisiert sind, z.B. A:={n € Z: n?=25}.

e Sei [ eine Menge ("Indexmenge”) und sei fiir jedes ¢ € I eine Menge X; gegeben. Dann
ist

UXi:={z : 3iel mit z € X;} die Vereinigung der Mengen X; , und
i€l

N X;:={xz : Vielgilt v € X;} der Durchschnitt der Mengen X .

i€l
Fir 7 ={1,2,3,...} schreibt man auch

el i=1
NXi=NXi=XinXon..NnX, .
iel =1

e Seien X, Y Mengen. Dann heifit
X-Y=X\Y={reX : z¢Y} die Differenzmenge .

e Seien X, Xs,...,X,, Mengen. Dann heifit
X1 x Xox .o x X, ={(x1, 29, .0,xp) : 1 € Xq,...,2, € X,,} die Produktmenge
der Mengen X;,i=1,...,n.

Die Gleichheit von zwei n-Tupel ist wie folgt definiert:
(X1, T2y o0y ) = (Y1, Y25 oy Un) S T1 = Y1,y Ty = Yn

Gilt X; =X, =..X, =X |, so schreibt man auch
XiXooxXp=Xx..xX=X" (vgl. R").




Sind X,Y Mengen, so heifit eine Vorschrift f | die jedem Element z € X genau ein
Element f(z) €Y zuordnet, eine Abbildung von X nach Y .
Schreibweise: f: X =Y | x+— f(z).

f(z) ... Bild von x unter der Abbildung f ,

X ... Definitionsbereich , Y ... Bildbereich, Wertebereich

e Sei f: X — Y eine Abbildung zwischen den Mengen X, Y , M C X und NCY .
Dann heif3t
fM)={yeY : d3zeM mit y=f(z)} CY dasBild von M C X |
fUN)={ze X : f(r) e N} CX das Urbild von NCY .

Die Abbildung f|y : M — Y mit = — f(x) heit die Einschrankung von f auf M .

Der Graph von f ist die Menge I'y={(z,y) e X xY 1 y=f(z)} CX xY .

e Eine Abbildung f: X — Y heifit
injektiv, wenn f(z) = f(2') = z=2' Vz,2/ e X
surjektiv, wenn f(X)=Y

bijektiv, wenn f injektiv und surjektiv ist.

Beispiele:
1) Die Abbildung idy : X — X mit z +— x heifit die identische Abbildung (bzgl.
X). idx ist immer bijektiv.

2) Die Abbildung f:R — R mit f(z) =2? ist weder injektiv noch surjektiv.

e Sind f: X =Y, ¢g:Y — Z Abbildungen, dann heift die Abbildung go f: X — Z
mit (go f)(z) :=g(f(z)) die Komposition der Abbildungen f und g .

Die Komposition von Abbildungen ist assoziativ, d.h. ist zusatzlich h: Z — W | dann
gilt (hog)of=ho(gof): X —>W.

o Es gilt:
1) f: X =Y istinjektiv < Jg:Y - X mit go f =idx ,
2) f: X =Y istsurjektiv < Jg:Y — X mit fog=ridy,
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3) f: X =Y istbijektiv & FJg:Y — X mit gof=1idy und fog=ridy .

Im Falle der Bijektivitat von f ist die Abbildung ¢ eindeutig bestimmt und wird
tiblicherweise mit f~1 bezeichnet. f~! heit dann die Umkehrabbildung von f . (Die
Umkehrabbildung existiert also genau dann, wenn die gegebene Abbildung bijektiv ist.
Die Schreibweise f~! ist dabei nicht mit dem Urbild einer Menge zu verwechseln, das ja

immer existiert)



