PARTIELLE
DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Die Saitenschwingungsgleichung

A) Homogene Differentialgleichung mit homogenen Randbedin-

gungen
Uty = 0P Uy
RB :u(0,t) = u(l,t) =0
AB: U(iL‘,O) = f(l') ’ ut(x,()) = g(l’)
Dann ist

u(z,t) = li { Ay, cos(a®rt) + By, sin(a’rt)} sin(5 )
eine Losung d;r Differentialgleichung, welche die RB erfiillt.
Mit
= fo )sin(*x)dr und By = %%Oflg(x) sin(%z) dx

sind auch die AB erfiillt.

B) Inhomogene Differentialgleichung mit homogenen Randbedin-
gungen

Uy = 0P Uy + (T, 1)

RB :u(0,t) = u(l,t) =0

AB :u(z,0) = f(x) , w(x,0) = g(x)
Man wéahlt den Ansatz : wu(x,t) = w(z,t) + z(z,t) , wobei

Wy = AWy , w(0,t) =w(l,t) =0, w(z,0)=f(z) , wz,0)=g()

Diese Gleichung wird wie in Fall A) gelost.
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z(x,t) ist Losung von 2y = a2, + p(x,t)  mit

2(0,t) = 2z(,t) =0 und z(z,0) = z(x,0) =0 .

2k (t) sin(Erx) .
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Man trifft nun den Ansatz : 2z =

k=1

Dann entwickelt man ¢(z,t) in eine Fourier-Reihe

p(z,t) = 2901@()8111( x) , wobei :%{ o(x,t) sin( lx)dx.

Fiir jedes k € N lése man dann die (gewohnliche) Differentialgleichung
g+ () = n(t) , 2(0) = 2,(0)=0 .

C) Inhomogene Differentialgleichung mit inhomogenen Randbedin-
gungen

Ut = A2 Uy + O, 1)

RB : u(0,) = r(t) , u(l,t) = s()

AB : u(z,0) = f(z) , u(z,0)=g(x)

Im ersten Schritt werden die inhomogenen Randbedingungen eliminiert.

Man setzt u(z,t) = v(z,t) + 2*(z,t) mit 2*(z,t) = r(t) + F(s(t) — (1)) .

Setzt man weiters p*(z,t) = ¢(z,t) — 2/;(z,t) und
fr(x) = f@) = 27(2,0) , g"(x) = g(x) — 2 (2,0)
dann ergibt sich durch Einsetzen folgende Differentialgleichung fiir v(z,t) :
Vit = A%V + (2, 1)
RB:v(0,t) =v(l,t) =0
AB:o(z,0) = f(z) , w(z,0)=g"(z)

Diese Differentialgleichung wird wie in Fall B) gelost .



Die Warmeleitungsgleichung

A) Homogene Differentialgleichung mit homogenen Randbedin-

gungen
Up = A% Ugy
RB :u(0,t) = u(l,t) =0
AB : u(z,0) = f(x)
Dann ist

w(zt) = 3 Apsin(5z) exp( — (%))

k=1
eine Losung der Differentialgleichung, welche die RB erfiillt.

Mit  Ap =4 f f(z)sin(*z)dr sind auch die AB erfiillt.

B) Inhomogene Differentialgleichung mit homogenen Randbedin-
gungen
U = a*Ugy + (T, 1)
RB :u(0,t) =u(l,t) =0
AB : u(z,0) = f(z)
Man wéahlt den Ansatz :  w(z,t) = w(z,t) + z(z,t) , wobei
wy = a*Wee , w(0,t) =w(l,t)=0 , w(x,0)=f(x).
Diese Gleichung wird wie in Fall A) gelost.
z(x,t) ist Losung von z; = a2, + o(x,t) mit

2(0,t) =2(l,t) =0 , z(z,0)=0.
Man trifft nun den Ansatz : Z k(t) sin(Ex) .

Dann entwickelt man ¢(z,t) in eine Fourier-Reihe

p(z,t) = ZSOk()Sln( x) , wobei :%{ o(z,t) sin( lx)dx.



Fiir jedes k € N l6se man dann die (gewohnliche) Differentialgleichung
5+ (4522 = ¢i(t) . w(0)=0.

C) Inhomogene Differentialgleichung mit inhomogenen Randbedin-
gungen

Uy = a2z + @(2,1)

RB :w(0,t) =r(t) , u(l,t)=s(t)

AB : u(z,0 = f(z)

Im ersten Schritt werden die inhomogenen Randbedingungen eliminiert.
Man setzt u(z,t) = v(z,t) + 2*(z,t) mit 2*(z,t) = r(t) + F(s(t) — (1)) .
Setzt man weiters ¢*(x,t) = ¢(x,t) — z(z,t) und
fra) = flz) =2 (x,0)
dann ergibt sich durch Einsetzen folgende Differentialgleichung fiir v(z,t) :
v = a*Vgp + 0¥ (1, 1)

RB : v(0,t) =v(l,t) =0
AB :v(z,0) = f*(2)

Diese Differentialgleichung wird wie in Fall B) gelost .



