
PARTIELLE

DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Die Saitenschwingungsgleichung

A) Homogene Differentialgleichung mit homogenen Randbedin-

gungen

utt = a2uxx

RB : u(0, t) = u(l, t) = 0

AB : u(x, 0) = f(x) , ut(x, 0) = g(x)

Dann ist

u(x, t) =
∞∑

k=1

{Ak cos(akπ
l
t) + Bk sin(akπ

l
t)} sin(kπ

l
x)

eine Lösung der Differentialgleichung, welche die RB erfüllt.

Mit

Ak = 2
l

l∫
0

f(x) sin(kπ
l
x) dx und Bk = l

akπ
2
l

l∫
0

g(x) sin(kπ
l
x) dx

sind auch die AB erfüllt.

B) Inhomogene Differentialgleichung mit homogenen Randbedin-

gungen

utt = a2uxx + ϕ(x, t)

RB : u(0, t) = u(l, t) = 0

AB : u(x, 0) = f(x) , ut(x, 0) = g(x)

Man wählt den Ansatz : u(x, t) = w(x, t) + z(x, t) , wobei

wtt = a2wxx , w(0, t) = w(l, t) = 0 , w(x, 0) = f(x) , wt(x, 0) = g(x)

.

Diese Gleichung wird wie in Fall A) gelöst.
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z(x, t) ist Lösung von ztt = a2zxx + ϕ(x, t) mit

z(0, t) = z(l, t) = 0 und z(x, 0) = zt(x, 0) = 0 .

Man trifft nun den Ansatz : z =
∞∑

k=1

zk(t) sin(kπ
l
x) .

Dann entwickelt man ϕ(x, t) in eine Fourier-Reihe

ϕ(x, t) =
∞∑

k=1

ϕk(t) sin(kπ
l
x) , wobei ϕk(t) = 2

l

l∫
0

ϕ(x, t) sin(kπ
l
x) dx .

Für jedes k ∈ N löse man dann die (gewöhnliche) Differentialgleichung

z′′k + (akπ
l

)2zk = ϕk(t) , zk(0) = z′k(0) = 0 .

C) Inhomogene Differentialgleichung mit inhomogenen Randbedin-

gungen

utt = a2uxx + ϕ(x, t)

RB : u(0, t) = r(t) , u(l, t) = s(t)

AB : u(x, 0) = f(x) , ut(x, 0) = g(x)

Im ersten Schritt werden die inhomogenen Randbedingungen eliminiert.

Man setzt u(x, t) = v(x, t) + z∗(x, t) mit z∗(x, t) = r(t) + x
l
(s(t)− r(t)) .

Setzt man weiters ϕ∗(x, t) = ϕ(x, t)− z∗tt(x, t) und

f ∗(x) = f(x)− z∗(x, 0) , g∗(x) = g(x)− z∗t (x, 0) ,

dann ergibt sich durch Einsetzen folgende Differentialgleichung für v(x, t) :

vtt = a2vxx + ϕ∗(x, t)

RB : v(0, t) = v(l, t) = 0

AB : v(x, 0) = f ∗(x) , vt(x, 0) = g∗(x)

Diese Differentialgleichung wird wie in Fall B) gelöst .
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Die Wärmeleitungsgleichung

A) Homogene Differentialgleichung mit homogenen Randbedin-

gungen

ut = a2uxx

RB : u(0, t) = u(l, t) = 0

AB : u(x, 0) = f(x)

Dann ist

u(x, t) =
∞∑

k=1

Ak sin(kπ
l
x) exp(−(akπ

l
)2t )

eine Lösung der Differentialgleichung, welche die RB erfüllt.

Mit Ak = 2
l

l∫
0

f(x) sin(kπ
l
x) dx sind auch die AB erfüllt.

B) Inhomogene Differentialgleichung mit homogenen Randbedin-

gungen

ut = a2uxx + ϕ(x, t)

RB : u(0, t) = u(l, t) = 0

AB : u(x, 0) = f(x)

Man wählt den Ansatz : u(x, t) = w(x, t) + z(x, t) , wobei

wt = a2wxx , w(0, t) = w(l, t) = 0 , w(x, 0) = f(x) .

Diese Gleichung wird wie in Fall A) gelöst.

z(x, t) ist Lösung von zt = a2zxx + ϕ(x, t) mit

z(0, t) = z(l, t) = 0 , z(x, 0) = 0 .

Man trifft nun den Ansatz : z =
∞∑

k=1

zk(t) sin(kπ
l
x) .

Dann entwickelt man ϕ(x, t) in eine Fourier-Reihe

ϕ(x, t) =
∞∑

k=1

ϕk(t) sin(kπ
l
x) , wobei ϕk(t) = 2

l

l∫
0

ϕ(x, t) sin(kπ
l
x) dx .
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Für jedes k ∈ N löse man dann die (gewöhnliche) Differentialgleichung

z′k + (akπ
l

)2zk = ϕk(t) , zk(0) = 0 .

C) Inhomogene Differentialgleichung mit inhomogenen Randbedin-

gungen

ut = a2uxx + ϕ(x, t)

RB : u(0, t) = r(t) , u(l, t) = s(t)

AB : u(x, 0 = f(x)

Im ersten Schritt werden die inhomogenen Randbedingungen eliminiert.

Man setzt u(x, t) = v(x, t) + z∗(x, t) mit z∗(x, t) = r(t) + x
l
(s(t)− r(t)) .

Setzt man weiters ϕ∗(x, t) = ϕ(x, t)− z∗t (x, t) und

f ∗(x) = f(x)− z∗(x, 0) ,

dann ergibt sich durch Einsetzen folgende Differentialgleichung für v(x, t) :

vt = a2vxx + ϕ∗(x, t)

RB : v(0, t) = v(l, t) = 0

AB : v(x, 0) = f ∗(x)

Diese Differentialgleichung wird wie in Fall B) gelöst .
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