Kap 5: Rang, Koordinaten-
transformationen

e Sei F':V — W eine lineare Abbildung. Dann ist der Rang von F' erklart durch:
rang F=dim ImF'.

Stets gilt rang F' < dimV | und ist dimV < oo , dann gilt wegen der Dimensionsformel

rangF = dimV & F ist injektiv.

Sei A€ M(mxn;K) und Ly : K™ — K™ die durch A definierte lineare Abbildung
x +— Az . Dann ist rang L4 = Spaltenrang von A . Auf diese Weise kann der Rang einer

Matrix A definiert werden : rang A = rang L4 = Spaltenrang von A .

e Sei dimV =n ,dimW =mund F:V — W linear. Sei weiters A eine Basisin V |, B
eine Basis in W und A = Mg'(F) . Wir wollen eine Bais von ImF (und damit rang F)
bestimmen.

Dazu betrachten wir das kommutative Diagramm

KTL LA> Km

ol |

wobei Ly(z) = Az . Weil &4 und ®p Isomorphismen sind, geniigt es, eine Basis von
ImL4 € K™ zu bestimmen. Die Bilder dieser Basisvektoren unter ®5z liefern dann die
gesuchte Basis fiir Im F' .

Wir bilden also A , dann sind die Spalten von A die Zeilen von ‘A . Nun bringen wir ‘A
auf Zeilenstufenform B . Die von der Nullzeile verschiedenen Zeilen von B bilden dann

eine Basis von Im L4 .

o Ist F':V — W ein [somorphismus, dann gilt offenbar rang F' = dimV = dimW .
Gilt andererseits dimV = dimW < oo , dann sind folgende Aussagen fiir eine lineare
Abbildung F :V — W &quivalent: i) F ist injektiv , ii) F ist surjektiv , iii) F ist
bijektiv.



Damit ergibt sich offenbar: F : V — W ist ein Isomorphismus < dimV = dimW
und rang F = dimW .

e Eine quadratische Matrix A € M(n x n; K) heifit invertierbar (oder regulér) wenn es
eine Matrix A" € M(n x n; K) gibt, sodal AA'=AA=E, .
Man kann leicht zeigen, dal GL(n; K) = {A € M(n x n; K) : A ist invertierbar } eine
Gruppe bzgl. der Multiplikation von Matrizen bildet. Damit ist A’ eindeutig bestimmt
und wird mit A~! bezeichnet. Man nennt A=! die inverse Matrix zu A .
Es gelten folgende einfach zu tiberpriifende Tatsachen:

i) (AB)"'=B71A"!

ii) A ist invertierbar = 'A ist invertierbar und (*A)~! = (A7) .

e Sei F':V — W linear mit dimV =dimW , A bzw. B Basen von V bzw. W .
Dann gilt: F ist Isomorphismus <« Mg(F) ist invertierbar.
In diesem Fall ist ME(F~1) = (Mg(F))™! .

Im besonderen gilt damit fiir eine Matrix A € M(n x n; K) :
A ist invertierbar < A ist invertierbar < Spaltenrang A=n <

Zeilentang A =n .

e Esseien A= (vy,...,v,) bzw. B = (wy,...,w,) zwei Basen eines K-Vektorraums V'
mit dimV = n . Ein Vektor v € V' hat dann einen Koordinatenvektor = bzgl. A | und

einen Koordinatenvektor y bzgl. B . Das folgende Diagramm

heiBt Koordinatentransformation, wobei T = Mg'(idy) und Lp(x) = Ta ist. T heifit
die Transformationsmatrix des Basiswechsels A — B . Man beachte, dafi die j-te Spalte

von T der Koordinatenvektor von v; bzgl. B ist.

Ist S die Transformationsmatrix von B+ A , dann ist offenbar 7= S~! die Transfor-

mationsmatrix von A +— B . Dies fiihrt zur Frage der Bestimmung der inversen Matrix.



Der folgende Algorithmus liefert zum einen ein Kriterium, ob eine quadratische Matrix
iiberhaupt invertierbar ist, und zum anderen ein Verfahren zur Bestimmung der inversen
Matrix.

Sei Ae M(nxn;K) .

i) Schreibe A und F, nebeneinander und fiihre alle Operationen, die auf A vorgenommen
werden, parallel an der umgeformten Matrix FE, durch.

ii) Durch Zeilenumformungen bringe A auf Zeilenstufenform B .

Wenn Zeilenrang B < n , dann ist A nicht invertierbar. Wenn Zeilenrang B = n , dann
ist B eine obere Dreiecksmatrix mit Elementen # 0 in der Hauptdiagonalen.

Durch Zeilenumformungen fithre B in eine Matrix iiber, wo alle Haupdiagonalelemente 1
sind.

iii) Durch weitere Zeilenumformungen erzeuge links die Matrix £, . Rechts steht dann

die Matrix A~ .

e Transformationsformel fiir darstellende Matrizen.

Sei dimV =n , dimW =mund F :V — W linear. Weiters seien A, A" zwei Basen
von V und B,B’ zwei Basen von W . Wir setzen A = MZ(F) und B = Mg (F) .
Dann gilt: B = SAT~! wobei T den Basiswechsel A+ A’ , und S den Basiswechsel
B — B’ beschreibt.

e SeidimV =n ,dimW =m , F:V — W linear und r = rang F .

Dann existiert eine Basis A von V und eine Basis B von W sodaf

v = (0

Dies ist die einfachste Form einer darstellenden Matrix.

e Essei A€ M(mxn;K), S eine invertierbare m x m Matrix und T eine invertierbare
n x n Matrix.

Dann gilt: Spaltenrang SAT ! = Spaltenrang A , Zeilenrang SAT ! = Zeilenrang A .

Als Folgerung stellt sich mit dem vorhergehenden Resultat heraus, daf fiir jede m x n

Matrix A gilt: Zeilenrang A = Spaltenrang A .



e Ungleichung von Sylvester.
Sei Ae M(m xn;K) und B € M(n x r; K) . Dann gilt:
rang A + rang B - n < rang (AB) < min{rang A , rang B}

° Aquivalenz von Matrizen.

Es seien A, B € M(m xn; K) .

B heifit dquivalent zu A, B ~ A, wenn es invertierbare Matrizen S € M(m x m; K)
und T € M(n x n; K) gibt, sodal B = SAT!.

Man kann zeigen: B~ A < rang A =rang B .
Insbesondere stellt sich heraus, daB die Aquivalenz von Matrizen eine Aquivalenzrelation

auf M(m x n; K) ist.

e Elementarmatrizen.
Es stellt sich heraus, da§ elementare Zeilenumformungen (bzw. Spaltenumformungen)
durch Multiplikation mit geeigneten Matrizen, namlich den Elementarmatrizen, beschrieben
werden konnen.
Sei meN, 1<i<j<m, e K, A#0. Die folgenden m x m Matrizen heiflen
Elementarmatrizen:

Si(A) = (cxr) wobei cxgp =1 flir k#4,c¢; =X und ¢ =0 sonst.

Qz = (cu) wobel ¢, =1 Vk , ¢; =1 und ¢ =0 sonst.

Qg()\) = (cp) wobel ¢ =1 VEk , ¢; =X und ¢y =0 sonst.

Pij = (cr) wobel ¢ =1 flirk#14,5 , ¢;=c¢j; =1 und ¢ =0 sonst.

Sei Ae M(mxn;K) .

Si(A)A ist jene Matrix, die entsteht, wenn die i-te Zeile von A mit A multipliziert
wird.

Qz A st jene Matrix, die entsteht, wenn die j-te Zeile von A zur i-ten Zeile von A
addiert wird.

Qg()\)A ist jene Matrix, die entsteht, wenn das A-fache der j-ten Zeile von A zur
i-ten Zeile von A addiert wird.

Pij A ist jene Matrix, die entsteht, wenn die i-te Zeile von A mit der j-ten Zeile

vertauscht wird.



Die Produkte AS;(\) , AQ’ , AQ’(\) und AP’ beschreiben die entsprechenden
elementaren Spaltenumformungen, wobei die hier auftretenden Elementarmatrizen n xn

Matrizen sind.

Elementarmatrizen sind stets invertierbar. Es gilt:

SN =8(3) @) =QI=1) , QIO =0I=N) , (P)'=F.

e Sei Ae M(mxn; K) .

Durch elementare Zeilenumformungen (=Multiplikation von links mit geeigneten Elemen-
tarmatrizen) kann A in die Matrix By...B1 A iibergefiihrt werden, welche Zeilenstufenform
besitzt.

Die Matrix By...B1A kann dann durch elementare Spaltenumformungen (=Multiplika-

tion von rechts mit geeigneten Elementarmatrizen) auf die Form By...B1AC,...C;, =

( EOT 8 ) = B gebracht werden.

Setze S = By...B; und T-!' = (,...C; . Dann gilt: B = SAT!.



