Potenzreihen

Potenzreihen sind Funktionenreihen mit einer besonderen Gestalt.

Definition. Ist (ax) eine Folge reeller (bzw. komplexer) Zahlen und

9 € R (bzw. 2z € C), dann heifit die Reihe > ap(x — z9)*  (bzw.
k=0

> ap(z — %)¥ ) eine Potenzreihe mit Entwicklungspunkt z, (bzw.
k=0
Zo).

(Im folgenden verwenden wir die reelle Notation. Die Ergebnisse gelten
aber auch sinngemafl im Komplexen. Statt Konvergenzintervalle treten
dort dann Konvergenzkreisscheiben auf.)

o0
Sei nun Y ai(x — x0)* eine Potenzreihe.
k=0
Es ist evident, dass die Potenzreihe an der Stelle x = xy konvergiert.

Nun betrachten wir die Folge (+/|ax|) . Ist limsup {/|ar| = +o00 , dann
k—o00

hat ({/|ax|) eine unbeschriankte Teilfolge und fiir jedes feste x # zg
hat die Folge (1/|ax||lx —xo|) ebenfalls eine unbeschriankte Teilfolge, und

somit kann die Reihe Y an(z — 29)* nach dem Wurzelkriterium nicht
k=0
konvergent sein. Wir setzen in diesem Fall R =0 .

Ist limsup {/|ag] = 0 und =z # zy , dann gilt /]ax| < m bzw.

k—oo

Va]|x —xo| <3 fiir fast alle k. Nach dem Wurzelkriterium folgt damit

(0. 9]
die absolute Konvergenz der Reihe Y ai(x — z0)* . Wir setzen in diesem

k=0
Fall R=o00.

SchlieBlich sei 0 < limsup {/|ax| < oo . Wir setzen + = limsup /|ay]| .
—00 k—o0

1

lz—xo|

Fiir ein festes # mit |r — 9| < R gilt dann limsup /|ax| <

k—o00



Wiéhle nun ein £ € R mit limsup {/|ax| < £ < —— . Dann gilt

1
T—T
k—o00 | ol

Ve <& bzw. /|ar]|r —xo| < E|lx —x9| = q < 1 fiir fast alle k € N .

Nach dem Wurzelkriterium liegt damit die absolute Konvergenz der Reihe
(o ¢}

S ap(x — x0)* vor.
k=0

Ist |x — xo| > R, dann ist limsup {/|ax| > m und  /]a| > ——

T—T
k—o00 | ol

bzw. </|ak||x — xo| > 1 fir unendlich viele k .

Nach dem Wurzelkriterium liegt somit Divergenz vor.

Zusammenfassung. Setzen wir + = limsup {/|ax| , dann gilt fiir die

k—o0
00

Reihe S~ ap(z — 20)F
k=0

e absolute Konvergenz, falls |z — x| < R
e Divergenz, falls |x — x| > R

o falls |z — 29| = R, dann ist vorderhand keine Aussage moglich.
Dieser Fall muf§ gesondert untersucht werden.

Falls R =0, dann konvergiert die Reihe nur in x = 2y . Falls R = o0,
dann konvergiert die Reihe fiir alle z € R .

Definition.

R heifit der Konvergenzradius der Potenzreihe > aj(x — x0)* .
k=0

Bemerkungen.

(i) Im allgemeinen ist also der Konvergenzbereich einer reellen Potenzreihe
ein Intervall um den Entwicklungspunkt =z .

Fir komplexe Potenzreihen wird entsprechend der Konvergenzbereich im
allgemeinen eine Kreisscheibe um den Entwicklungspunkt 2z, sein.



(ii) Ist die Folge ({/|ax|) konvergent, dann gilt offenbar
7= i Vol

(iii) Durch analoge Uberlegungen (mittels des Quotientenkriteriums) kann
gezeigt werden :

ak41

Ist die Folge (

) konvergent, dann gilt

+ = lim | %
k—oo | @k
Beispiele.

1) Betrachte Y kF(x —2)F .
k=1

Wegen limsup|ak\% = klim k=00 ist R=0.
—00

k—o00

oo

2) Betrachte %(x + 1)k .
k=1

1
Wegen lim sup\akﬁ = 3lim (§)* =3 ist R = 3 . Die Potenzreihe
k—o0

k—o0
konvergiert also (absolut) fiir alle « mit |z +1] < %, ie. fiir alle = mit

4 2

3) Betrachte ) i—?

k=0
1
lim |4+ = Jim |[&2 zlimﬁ:0.Alsoist R=00.
k—oo | %k k—oo | & k—oo BT

Wie zuvor erwahnt, konvergieren Potenzreihen in symmetrischen Inter-
vallen (bzw. Kreisscheiben) um einen Punkt zp € R (bzw. 2y € C) . Im
Hinblick auf gliedweise Integration bzw. Differentiation von Potenzreihen
ist die Frage von Interesse, auf welchen Teilmengen der Konvergenzmenge
gleichméafige Konvergenz vorliegt.



o0

Satz. Eine Potenzreihe > aj(z — x0)* mit Konvergenzradius R, 0 <
k=0

R < oo konvergiert auf jeder kompakten Teilmenge der Konvergenz-

menge gleichmafig.

Beweis.

Zu jeder kompakten Menge X C Ug(xg) = {x : |z —x¢| < R} gibt es ein
r mit 0 <r <R mit X C U.(z9) C Ur(zg) . Dann ist aber die Reihe

S~ apr® geméisB frither absolut konvergent und wegen der auf X giiltigen

A_bschétzung lar(x — 20)*| < |ag|r* nach dem Weierstrass Kriterium auf
X gleichmafig konvergent. [

e}

Satz. Sei Y ap(xr—x0)* eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R, 0 <
k=0

R < oo . Dann gilt fiir die von der Reihe erzeugte Funktion A(x) =

oo

S ap(x — x0)*
k=0
1) A(x) ist stetig auf Ug(zg) ,

2) A(z) ist auf Upg(xg) beliebig oft differenzierbar, und es gilt dort
fiir die n-te Ableitung

AW (z) = g ark(k —1) - (k=n+1)(z—x0)* ™ = nl é (s)ak(ﬂf — o)k

wobei diese Potenzreihe ebenfalls den Konvergenzradius R besitzt,

3) A(x) ist auf jedem Intervall [a,b] C Ur(xy) Riemann-integrierbar
und die Potenzreihe darf gliedweise integriert werden, i.e.

fA(x)dx:f(iak(x—xo)k>dx— OOO (akfb v — 20 %:) |

a a k=0 k a

Beweis.

zu l) : Sei x € Ug(xg) . Dann gibt es eine kompakte Umgebung U(z)
von x mit U(x) C Ug(zg) . Auf U(x) liegt gleichméBige Konvergenz



vor und nach einer fritheren Aussage ist A(z) damit stetig in « .

zu 2) : Wir zeigen zuerst, dass die Reihe der Ableitungen den gleichen
Konvergenzradius R besitzt.

kay(z — )"t = L 3" kag(z — 20)F = 2= 3" bz — x)*
k=1

Tr—Xo

k=1
wobei b, = kay. .

1

7= limsup|bk\% = ]}Lrgoki limsup|ak\% ==,

k—00 k—o0 k—o0
Die Reihe der Ableitungen konvergiert dann auf jeder kompakten Teil-
menge X (insbesondere auf kompakten Umgebungen) von Upg(zg) gle-
ichméafig. Da die Potenzreihe selbst z.B. fiir xy konvergiert, ist nach einem
fritheren Satz die Summenfunktion in jedem x € Ug(xy) differenzierbar
und die Potenzreihe darf gliedweise differenziert werden.

Mittels vollstandiger Induktion ergibt sich der Beweis fiir die hoheren
Ableitungen.

zu 3) : A(x) ist stetig auf [a,b] und ag(x—2x¢)* ist Riemann-integrierbar
auf [a,b] . GeméaB frither ist dann auch A(z) Riemann-integrierbar
auf [a,b] und die Potenzreihe darf gliedweise integriert werden. Der
Konvergenzradius der gliedweise integrierten Potenzreihe ist (analog zur
gliedweise differenzierten Potenzreihe) wiederum R . O

Eine weitere wichtige Aussage ist durch folgendes Ergebnis gegeben.

Satz. Sei Y ap(x—x0)" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R, 0 <
k=0

R < o0, und bezeichne A(z) die Summenfunktion.

Dann gilt fiir alle n > 0, dass a, = A(":L(!x‘)) , d.h. es ist
A (g

Aw) = 30 ADG@) ( gy

k=0

Beweis. AM(z) = n! Y (ﬁ)ak(x —x9)* " . Fir z = zy folgt dann

k=n

AW (z0) = nla, . O



Bemerkungen.

(i) A(x) ist auf Ug(zg) bereits durch die Werte auf einer beliebig kleinen
Umgebung von xy vollstandig bestimmt.

(ii) Potenzreihen erscheinen formal als Polynome ”unendlich hohen Grades”.
Bei Polynomen wissen wir, dass zwei Polynome vom Grad n identisch
sind, wenn sie an mindestens n + 1 Stellen Ubereinstimmen. Fur zwei
Potenzreihen ist es allerdings nicht ausreichend, dass sie nur an unendlich
vielen Punkten tibereinstimmen, wie das Beispiel der beiden Funktionen
f(x) = sin(mx) und g(x) = 0 zeigt, die an allen ganzzahligen x
iibereinstimmen, aber nicht identisch sind.

Satz. (Identititssatz fiir Potenzreihen)

Besitzen A(x) = Y ap(z —x0)* und B(x) = Y bp(z —20)* an unendlich
k=0 k=0
vielen von x( verschiedenen Stellen x1,xo,..., die sich an xzy hé&ufen,

denselben Wert, i.e. A(z;) = B(x;) , dann gilt ap = by VYV k , d.h.
A(x) = B(z) auf X = Ug,(x¢) N Ug,(z0) .

Bemerkung. Dieser Identitatssatz wird in der Funktionentheorie verall-
gemeinert und ist dort ein machtiges Werkzeug zum Beweis vieler Satze
(z.B. die Eindeutigkeit der Fortsetzung von holomorphen Funktionen).



