Satz von Taylor, Taylor-Reihen

Die Kenntnis von f’ liefert gewisse Riickschliisse auf die Funktion f
selbst, z.B. Monotonie, mogliche lokale Extrema. Die Kenntnis von f”
liefert dariiberhinaus eine Information, ob dieses Wachsen bzw. Fallen von
f" zunimmt oder abnimmt. Dies fithrt zur Uberlegung, ob bei Kenntnis
aller Ableitungen an einer Stelle xy die Funktion global oder zumindest
auf einem Intervall rekonstruierbar ist.

Beispiel. Betrachte das Polynom f(z) = 23 — 2*> —5 . f kann auch in
3
der Form f(z) = (z— 13 +2(x - 12+ (2 —1)=5= Y ar(xr — x0)* mit

k=0
xo=1 und ay = —5,a;1 =1,a9 = 2,a3 =1 geschrieben werden.
(k)
Beachte, dass a; = £ kk(!m(’) .

n
Betrachte nun ein beliebiges Polynom f(z) = Y az2® und 2y € R .
Unter Verwendung des binomischen Lehrsatzes erhalten wir

Fx) =S apl(@ —z0) + 2l = 3 ay { > (%)@ — o)l m} =

k=0 k=0 m=0

5 8 b (8- = {5 aat () o - -

k=0 m=0 =
> bz —20)™  mit Z apxh m(m) :
m=0

Fir z=ux¢ folgt : f(xg) =by bzw. by = f(oz)( o)

k-faches Differenzieren von f(x) liefert

) () = % bym(m — 1)..(m — k + 1) (z — 2g)"* |

Fiir = xy folgt dann f*)(zy) = bpk! bzw. by = f(k;(!xo) :

Damit gilt : f(x) = > %(az — )" .
m=0



In anderen Worten : f(x) l&8t sich durch Kenntnis von

f(zo), f(xo),..., f™(xo) darstellen.

Satz. (Taylor)

Sei I C R ein offenes Intervall, f (n + 1)-mal stetig differenzierbar auf
I und zy € I . Dann gilt

) Vael ist flz) =3 Loz — u)k + Ry(x, 20) .

2) Fir R,(z,x0) gilt nach Lagrange R, (x,z() = "E;::l(f,) (z — xo)"t?

wobel zp < & <z bzw. x <& < xy oder in Standardschreibweise

Ry (x, wg) = Ltetlesol) (4 gyl 0 < <1

Bemerkung.

) ") (g
) Tuw,a0) = 32 ~Azo)

(x—x0)* heiit Taylorpolynom (n-ter Ordnung)

i) R,(z,x) = Jz;:l()f,) (r — z0)"™ heifit Restglied nach Lagrange

Bewelis.

ObdA sei x > zy, = ... fest. Betrachte die Hilfsfunktion

g(t) = f(@) = F(O) - PO —t) — L@ -1 — .~ LD (@ — ) —m i

mit ¢ € [zg,x] wobei m = m(z,xy) so gewdhlt wird, dass g(zg) =0 .

Nachdem auch g¢g(z) = 0 ist, sind die Voraussetzungen des Satzes von
Rolle erfiillt, daher 3 ¢ € (zg,z) mit ¢'(§) =0.

JE) =0— (&) = f"(€)(x — &) + f1(€) = Lz — &2+ f1(€)(x — €)—

A3 (z— &)+ f“f(i) (r — S)n—l + mE=8" _




(n+1) r—&)"
IO (4 gy e g

n!

Daraus folgt m = f"*Y(¢) . Setzen wir nun in ¢(t) fiir ¢t = xy , so
erhalten wir die Taylor-Formel. [

Bemerkung. Wenn f beliebig oft differenzierbar ist, dann gilt die
Taylor-Formel fiir jedes n € N . Dann ist das Taylor-Polynom

To(z, x) = Z f( ) xo (x — x0)* fiir jedes feste x € I die n-te Teilsumme

der unendlichen Reihe Z [O(zo) xo (z — xo) .
=0

Dies ist die sogenannte zugeordnete Taylor-Reihe von f bzgl. des
Entwicklungspunktes =z .

Da der Satz von Taylor nichts iiber die Konvergenz dieser Reihe aussagt,
stellt sich die Frage, an welchen Stellen = € I die Reihe konvergiert und
unter welchen Bedingungen die Summe der Reihe gleich f(x) ist (d.h.
die Taylor-Reihe die Funktion darstellt) .

Aus der Taylor-Formel und der Defintion der Konvergenz unendlicher Rei-
hen folgt sofort

Satz. Sei f beliebig oft differenzierbar auf I .

n—oo

Dann gilt f(x) = > f(k;(!xo)(x—xo)k genau dann, wenn lim R, (z,z) =0
k=0

ist.

Bemerkung. Falls lim R,(z,z9) = a # 0, dann konvergiert zwar die

n—oo

Taylor-Reihe, aber nicht gegen f(x) .

1
22

0

II\H\

Beispiel. Betrachte f(x) = { ¢ 8

Fiir jedes = € R gilt f®)(0) =0 V k€ N, also ist Z f F=0,dh.
die Taylor-Reihe stellt f nur an der Stelle z =0 dar



Gibt es auf dem Bereich [xg,z] bzw. [x,z(] allerdings eine gemeinsame
Schranke fiir die Ableitungen, dann wird f(z) durch die Taylor-Reihe
dargestellt.

Satz. Sei [ beliebig oft differenzierbar auf I . Wenn eine Konstante
K > 0 (unabhingig von k) existiert mit max|f*(¢)] < K (baw.
Zg,Tr

max ¥ (&) < K) , dann stellt die Taylor-Reihe die Funktion f an der

[x,20]

Stelle x dar.

Beweis.

R, )| = [ Flawtblemtol) (5 gyt | < KEZEE 0 fiir n— o0 .

Wir bestimmen nun die Taylor-Reihen der elementaren Funktionen.

Satz. e” Z 52— fir alle z € R.

Beweis. f(z) = e” ist beliebig oft differenzierbar auf R , und es gilt
FB(x) = ev fiir alle k € N. Damit ist @ =1 V>0, Mit z9=0

A
ist T, (x,z9) = Ty(x,0) = Z:: % :

Fiir beliebiges und festes = € R gilt Iflaid fEE)| = r[nai( et = e bzw.
0,x 0,x

I[IlaOX‘f ()|:I[Il%i(€§:1 fiir jedes ke N .

Damit wird die Funktion e* in jedem x € R durch ihre Taylor-Reihe
dargestellt, i.e. e" = > xk—’: . O
k=0

Satz. In(1+z) = Z (— )ka fir alle z € (—1,1] .

Beweis. f(z) = In(1 4+ x) ist beliebig oft differenzierbar auf (—1,c0)



und fir alle k£ € N gilt

F—1)l(—1)k+
f® (@) = (1)J£a:)k) = TR T Tk

Mit f(0) =0 gilt dann fir = € (—1,00) : T,(z,0) = > (_1)k+1%’“ .
k=1

Man kann zeigen, dass die Funktion durch ihre Taylor-Reihe auch dargestellt
wird. [

Betreffend der Taylor-Reihe fiir die Potenzfunktion (1 + z)* erwéhnen
wir zuerst, dass man zeigen kann, dass lim (Z) 2" =0 fiir « € R und

k—o00
r € (—1,1) gilt, wobei
(a) _ ala—1)...(a—k+1)
K T ! '
Satz. (14+2z)*= ) (})z* fir aeR, a¢ Ny und z € (-1,1).
k=0

Beweis. Die Funktion f(z) = (14 2)* ist auf (—1,00) beliebig oft
differenzierbar und es gilt dort fiir alle £ € N

FO@) =ala—1).(a—k+D(1+2)F = fO0)=1, 20— ()

n

Somit ist fiir alle z € (—1,00) : T,(z,0) = > (})z" .
k=0

Man kann zeigen, dass die Funktion durch ihre Taylor-Reihe auch dargestellt
wird. [

X, g2k . X\ 2kl
Satz. Coshas:k;)m und Smhx:k;)(%—:l)! VzeR.

Beweis. (fiir coshz)

f(x) = coshx ist auf R beliebig oft differenzierbar und fiir alle £ > 0 gilt
fC¥)(z) = coshz , fP*+D(z) =sinhx .

[
Somit ist fir alle x € R T,(z,0) = z
k
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Auf I =10,z] bzw. [ =[z,0] gelten die Abschitzungen
fER(€) = coshé = nélalx }f@k)(f)’ = coshx ,
S

fRED(€) = sinh § = I?Ealx‘ FEHD(E)| = | sinha] .

Somit stellt die Taylor-Reihe die Funktion auf ganz R dar. [J

0 ka . e 1,2](7 1
Satz. cosz = kz::o (—1)k(2k)! und sinz = kz::o (_1)/{(%:1)! VeelR.

Beweis. (fiir cosx)

f(x) = cosx ist auf R beliebig oft differenzierbar und fiir alle k& > 0 gilt
fOR(z) = (=D cosz , fE(z) = (=1)Fsinx .

2] "
Somit ist T),(x,0) = > (—1)"’% :
k=0

Wegen |cosz| < 1 und |sinz| < 1, mithin Iélaﬁx‘f(Qk)(f)‘ <1 und
S

I?EHIJRX ! f(zkﬂ)(ﬁ)‘ < 1, stellt die Taylor-Reihe die Funktion auf ganz R

dar. O



