Trigonalisierung

Sei F':V — V linear und dimV = n . Wir beschaftigen uns jetzt mit der
Frage, ob es eine Basis B von V gibt, sodass Mp(F') eine Dreiecksmatrix
ist.

Definition.

1) Sei F:V — V linear, dimV =mn . Dann heifit F trigonalisierbar,
wenn es eine Basis B von V gibt sodass

ai G2 .. Qip

0 99 .. A3 . . ..
A= Mg(F) = " eine obere Dreiecksmatrix ist.

0O 0 .. aum

2) FEine n x n Matrix A heifit trigonalisierbar, wenn F : K" —
K", F(x) = Ax , trigonalisierbar ist (d.h. A ist dhnlich zu einer oberen
Dreiecksmatrix) .

Satz. (ohne Beweis) Sei F':V — V linear, dimV =n .

F' trigonalisierbar < Pp(t) zerféllt iiber K in Linearfaktoren
Folgerung. Sei V ein endlich-dimensionaler C-Vektorraum und sei
F:V —V linear.

Dann ist F' trigonalisierbar.

(Nach dem Fundamentalsatz der Algebra zerfallt Pr(t) iiber C in Linear-
faktoren)

Die getroffene Folgerung ist z.B. wichtig bei der Behandlung von Systemen
linearer Differentialgleichungen 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten.

Aus dem Beweis des obigen Satzes kann auch ein Algorithmus zur Trigo-
nalisierung gewonnen werden.



Sei also F':V — V trigonalisierbar (d.h. Pp(t) zerfallt in Linearfaktoren)
und sei dimV =n .

Fiihre den folgenden Schritt beginnend mit k£ = 0 aus und durchlaufe ihn
(n — 1)-mal.

e Gegeben sei eine Basis B = (wy,ws, ..., w,) sodass

Al
0 . *
Mg(F) = i , wobei Ap, ..., Ay EW von F sind.
An—k:
0O .. O

Beachte, dass fir k=0 gilt : Mg(F)= A, .

Bestimme nun einen EW \;.; von A, ; und einen zugehorigen EV

Ok+1
von A,_j .
Olp

Setze v = ap Wiyl + ... +a,w, . Dann kann v gegen einen der Vektoren
Wht1, --., Wy, ausgetauscht werden, z.B. w; , sodass

SPAN (W41, .., Wj—1, Wi, Wi, ., W) = SPAN(Wht1, oy Wj—1, Uy Wit], .., W)

Damit erhalten wir eine neue Basis

ko
B* = (wh oy Wy Uy Wit 15 -5 Wi—1, Wit 1, "7wn)

A1
0o . *
mit der Eigenschaft Mg (F) = SMg(F)S™! = A+l
An—k’—l
0 . 0

Die Spalten von S~! sind die Koordinatenvektoren von B* bzgl. B.



Beispiel. Sei F:R?> — R? wobei
F(xq,29,x3) = (321 + 429 + 323, —1 — 23, 21 + 229 + 33)

(Fall & = 0) Wir starten mit der kanonischen Basis B = (e, e9,¢€3) .
Dann ist

3 4 3 3—t 4 3
Mg(F)=| -1 0 =1 | , Pp(t)=| -1 —t -1 |=—(t-2)
1 2 3 1 2 33—t

D.h. Pp(t) zerfdllt iber R in Linearfaktoren, damit ist F' trigonalisier-
bar.

pu(Pp;2) =3 und dimEig(F;2) =1 = [ ist nicht diagonalisierbar.

3 4 3
AM =2 ist EWvon A3=1| -1 0 —1
1 2 3
1 1
und ein zugehoriger EV ist —1 | . Hierist nun v=| —1
1 1

Wir erhalten nun eine neue Basis

1 0 0
B = =1 ], 1|, 0]) undesist
1 0 1
1 00 1 00
St=1-110 sowie S=[ 1 10
1 01 -1 01
2 4 3
Weiters ist Mg (F)=SMg(F)S™'=10 4 2
0 =20

Im néchsten Schritt (Fall k& = 1) nehmen wir fiir B nun die soeben
gewonnene Basis B* | i.e.



1 0 0 2 4 3
B=( -1],11],10]),und Mg(F)=|0 4 2
1 0 1 0 -2 0

4 2

Die Matrix As ist dann Ay = ( 9 0

) mit dem charakteristischen
Polynom t?> — 4t +4 .

Daraus ergibt sich A =2 als doppelter Eigenwert von A, .

1
Als zugehorigen Eigenvektor erhalten wir < ) :

—1
0 0 0
Dannist v=aowy+agwg=1-|1 1 | —=1-| 0 | = 1
0 1 —1

v kann nun gegen einen der Vektoren ws, w3 ausgetauscht werden, z.B.
gegen wy . Dann erhalten wir als neue Basis

1 0 0
B=([ -1, 1 |.lo].
1 ~1 1

Die Spalten vom jetzigen S~! sind die Koordinatenvektoren der Basisvek-
toren vom jetzigen B* bzgl. des jetzigen B .

0 1 0 0
Weil aus 1 =pu | =1 | +p|l 1 | +us! O folgt, dass
—1 1 0 1

1 =0, e =1, pu3=—1 | erhalten wir
1 0 0 100
StT=101 0| wd S=[010
0 —1 1 011

Nun ist MB*(F) = SMB(F)S_l =

S O N

1
2
0

DO DO W

Damit sind wir fertig, weil wir eine Basis B* gefunden haben, wo die



darstellende Matrix von F' beziiglich dieser Basis eine obere Dreiecksma-
trix ist.

Nun konnen wir uns die Frage stellen, ob es im Falle der Trigonalisier-
barkeit "moglichst einfache” obere Dreiecksmatrizen als darstellende Ma-
trizen gibt.

Definition. Eine r x r Matrix J heift Jordanmatrix zum EW
A€ K, wenn J die Form besitzt

A1 0
0 A1 .
T = N |
00 .. A

Damit erhélt man fir r=1 J= (), fiir r=2 J:(g\ /1\) und

A
fir r=3 J= 0
0

O > =
> = O

Satz. (Satz iiber die Jordansche Normalform)

Sei V ein K-Vektorraum mit dimV =n < oo, undsei F :V — V
linear.

Dann gilt : Zerféllt Pp(t) tUber K in Linearfaktoren, dann gibt es eine
Basis B von V , sodass

J1 0
Mp(F) = 0 , wobei die J; Jordanmatrizen sind.
0 0 .. J

Man sagt, Mp(F') hat Jordansche Normalform.

Bemerkungen.



(i) Im allgemeinen ist die Anzahl der auftretenden Jordanmatrizen gréfer
als die Anzahl der verschiedenen Eigenwerte von I .

(ii)) Ist V ein C-Vektorraum, dann lésst sich jeder Endomorphismus
F :V — V durch eine Matrix in Jordanscher Normalform darstellen.

Zum Abschluf sei ein weiterer wichtiger Satz erwahnt.

Ist P(t) = apt" + ... + a1t + ap ein Polynom, und F : V — V ein
Endomorphismus, dann kann man

P(F) = anF”+...+a1F+aoidV ,
wobei F¥ = Fo..oF (k-mal) ist, betrachten.
Man beachte, dass P(F) wieder ein Endomorphismus F :V — V ist.

Der folgende Satz sagt aus, was geschieht, wenn F' in sein eigenes charak-
teristisches Polynom eingesetzt wird.

Satz. (Satz von Cayley-Hamilton)
Sei V' ein Vektorraum iiber K=R oder K=C ,dimV =n < oo .

Sei weiters F :V — V linear und Pg(t) das charakteristische Polynom
von F'.

Dann gilt : Pp(F) =0 ... (Nullabbildung)



