SUR LES CHIFFRES DES NOMBRES PREMIERS
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RESUME. L’objet de ce travail est d’étendre les théorémes de Hadamard — de la Vallée Poussin
et de Vinogradov au cas des nombres premiers vérifiant une contrainte digitale. Notre méthode

repose sur l’estimation des sommes d’exponentielles de la forme Z A(n) exp (2im(f(n)+ Bn)),
n<x
ou A désigne la fonction de von Mangoldt, f une fonction digitale, et 5 un parametre réel.

ABSTRACT. The aim of this work is to extend the theorems of Hadamard — de la Vallée Poussin
and Vinogradov to the case of prime numbers verifying a digital constraint. Our method lies on
the estimate of exponential sums of the form Z A(n) exp (2iw(f(n) 4+ Bn)), where A denotes

nLx
von Mangoldt’s function, f a digital function, and 5 € R a parameter.

1. INTRODUCTION

Dans tout cet article, ¢ désigne un nombre entier supérieur ou égal a 2. Rappelons que tout
entier strictement positif n admet un unique développement g-adique de la forme

(1) n:anqj, 0<n;<¢—1, n,>1
=0

Pour n = 0, on convient de poser v = 0 et ng = 0. Conformément a I'usage, on désigne pour
tout 0 < k < g — 1 par | - | la fonction comptant le nombre d’occurences du chiffre & dans le
développement en base ¢, soit

Inl = #{0 <j <v[n; =k}

En particulier la fonction somme des chiffres est définie pour tout nombre entier positif n par

si) =3 ny = 3 klnl,.

0<k<q

Dans la suite, nous notons P l'ensemble des nombres premiers et, pour tout nombre réel x,
e(x) = exp(2irx), m(z) le nombre de nombres premiers inférieurs ou égaux a x, et pour tout
(a,m) € Z x N*, w(z;a,m) le nombre de nombres premiers inférieurs ou égaux a = congrus a a
modulo m. Enfin nous désignons par A la fonction de von Mangoldt définie pour tout nombre
entier positif n par

_J logp sin= p’ avec p premier et £ > 1,
An) = { 0  sinon,

et par 7 la fonction qui compte le nombre de diviseurs.
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Afin de détecter les congruences nous utiliserons la relation d’orthogonalité classique

2) %mz:ec(a—b)):{l si a = bmod m (meN.abeZ)

, m 0 sinon.
Jj=0

Meéme lorsque ce n’est pas mentionné, les constantes implicites dans les < et O peuvent
dépendre de la base de numération q.

1.1. Fonctions ¢-additives et fonctions digitales.

La notion de fonction g-additive a été introduite indépendamment par Bellman et Shapiro
[3] et Gelfond [18]. 1l s’agit des fonctions f : N — R qui vérifient pour tout (a,b,j) € N tel
que 0 <b< ¢ :

flag’ +b) = f(ag’) + f(b).
Une fonction g-additive vérifie donc nécessairement f(0) = 0. Lorsque 1'on a de plus f(aq¢’) =
f(a) pour tout (a, j) € N? on dit que la fonction f est fortement g-additive. La fonction somme
de chiffres appartient a la classe des fonctions fortement g-additives a valeurs entieres.

Si f est fortement g-additive alors on a pour tout nombre entier positif n vérifiant (1) :

(3) PO nid) = X Sy = > Fk) Ik,

0<g<y o<y 1<k<q

de sorte que f est completement déterminée par ses valeurs f(k) pour 1 < k < ¢. Réciproque-
ment, toute fonction de la forme f(n) = >, ax[n|y est fortement g-additive. Par contre on
remarquera que la fonction | - | n’est pas fortement g-additive.

Notation 1. On note F l’ensemble des fonctions f : N — R définies pour tout nombre entier
positif n par

(4) fn) =) axlnly,

0<k<q

ol oy, . . ., g1 sont des nombres réels.

Drmota et Mauduit ont étudié dans [13] certaines propriétés statistiques de ces fonctions,
appelées fonctions digitales et 'objet de ce travail est d’étudier les propriétés statistiques de la
restriction de ces fonctions a I’ensemble des nombres premiers.

1.2. Propriétés digitales des nombres premiers.

On ne connait pas d’algorithme simple permettant de savoir si un nombre entier est premier
a partir de la donnée de son écriture en base ¢q. Minsky et Papert ont d’ailleurs montré dans [30]
que I'ensemble des nombres premiers n’est reconnaissable par aucun g-automate fini (pour cette
notion, on pourra consulter [1] ou [15]). Cobham a présenté dans [5] plusieurs preuves alterna-
tives de ce résultat qui a été généralisé par Hartmanis et Shank dans [22] et Schiitzenberger
dans [33] en montrant qu’aucun ensemble infini de nombres premiers n’est reconnaissable par
un g-automate fini (ni méme par un automate a pile), par Mauduit dans [26] en montrant que
I’ensemble des nombres premiers n’est engendré par aucun morphisme sur un alphabet fini et
par Cassaigne et Le Gonidec dans [4] en montrant que I'ensemble des nombres premiers n’est
reconnaissable par aucun g-automate infini (voir [27] pour cette derniére notion).

Il existe peu de résultats dans la littérature concernant les propriétés des chiffres des nombres
premiers. Le théoréme de Lejeune Dirichlet ( voir [24, pp. 315-342] ou [11, p. 34]) concernant la
répartition des nombres premiers dans les progressions arithmétiques peut étre considéré comme
le premier résultat dans ce domaine. Il permet de montrer, comme I’a remarqué Sierpinski, que
pour toute suite finie de chiffres ay, ..., a,, et by,..., b, telle que pged(by,,q) = 1, il existe une
infinité de nombres premiers dont les m premiers chiffres sont successivement a1, ..., a,, et les
n derniers chiffres successivement by, ..., b, ([34] contient une preuve de ce théoreme dans le
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cas ¢ = 10 et attribue & une remarque de Knapowski le cas général). Harman a étendu dans
[21] ce résultat & des nombres premiers qui possedent certains chiffres librement préassignés,
démontrant ainsi une conjecture due & Wolke [36] : pour tout nombre entier ¢ > 0 fixé il existe
un nombre entier K(q,t) tel que si k > K(q,t) alors pour tous 0 < j; < --- < j; < k et pour
tout (b1,...,b) € {0,...,q — 1}* vérifiant (by,q) = 1si j; =0 et by # 0 si j, = k, il existe une
infinité de nombres premiers p = E?:o p;i¢ tels que (pj,, ... pj,) = (b1, ..., b).

Signalons qu’a la fin de son article, Harman remarque que sa méthode devrait permettre
d’obtenir une formule asymptotique analogue a celle obtenue par Wolke dans les cas particuliers
ou t € {1,2} ainsi que, sous 'hypothese de Riemann généralisée, dans le cas plus général, pour
tout 0 < & < 1 et k > ko(e), des nombres entiers ¢ vérifiant 1 < ¢ < (1 — e)VE.

Copeland et Erd6s [7] en 1946 ont montré, pour tout ensemble £ de nombres entiers vérifiant,
pour tout 6 < 1, card{n < x, n € £} > 2% pour z assez grand, la normalité du nombre réel
dont I'écriture en base ¢ est formée de 0, suivi de la concaténation dans l'ordre croissant des
éléments de I’ensemble £ écrits en base ¢. Il découle en particulier de leur théoreme que si f € F

alors
D IB) = > an+ola).

psT

Le théoreme suivant démontré par Mauduit et Rivat dans [29] répond a une question posée
en 1967 par Gelfond dans [18] concernant la somme des chiffres des nombres premiers (voir
[17, 16, 10] pour une réponse partielle dans le cas des nombres presque premiers, c¢’est-a-dire
ayant au plus r facteurs premiers, ott > 2 est un nombre entier fixé).

Théoréme A. Pour q et m entiers > 2, il existe 04, > 0 tel que pour tout a € Z,

pged(m,q — 1)

- m(x; a, pged(m, g — 1)) + Og (21707,

(5) card{p <z, s(p) =amodm} =

Le théoreme A et ses généralisations présentées dans le paragraphe 9.1 concernent la recherche
de nombres premiers dans une suite reconnaissable par un g-automate fini, puisqu’il est facile
de vérifier que lorsque g est une fonction digitale a valeurs entieres alors, pour tous nombres
entiers a € Z et m > 2, la suite formée des nombres entiers n tels que g(n) = a mod m est
reconnaissable par un g-automate fini.

La recherche de nombres premiers dans une suite reconnaissable par un g-automate fini est
un probléme en général extrémement difficile. Par exemple les suites (2" + 1),en et (2" — 1) pen
sont chacune reconnaissable par un 2-automate fini et les problemes associés correspondent
respectivement a la recherche de nombres premiers de Fermat et de Mersenne.

Lorsque u est une suite reconnaissable par un g-automate fini irréductible (c’est-a-dire dont
le graphe de I'automate est fortement connexe) il résulte d'une remarque de Fouvry et Mauduit
[17] que la suite u contient une infinité de nombres presque premiers. Mais le probleme de la
recherche de nombres presque premiers dans une suite automatique quelconque est lui aussi
largement ouvert (voir [8], [9] et [6] pour le cas particulier des nombres ellipséphiques).

1.3. Propriétés statistiques de suites arithmétiques.

De nombreux travaux concernent 1’étude des propriétés statistiques des suites de nombres
entiers u = (uy)nen définie par un algorithme « simple » (cf. [32]). En particulier I’étude précise
des sommes d’exponentielles associées a ces suites permet d’étudier la répartition modulo 1 de
la suite (u,)nen lorsque a € R\ Q ainsi que la répartition dans les progressions arithmétiques
de la suite u (voir par exemple [25] pour le cas des suites reconnaissables par un g-automate
fini). Dans ce travail nous nous intéressons a 'étude beaucoup plus délicate des propriétés
statistiques des suites extraites le long des nombres premiers d'une telle suite u. Lorsque u,, = n
la répartition dans les progressions arithmétiques de la suite (p),ep a été étudiée par Hadamard
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et de la Vallée Poussin dans [19] et [12] et la répartition modulo 1 de la suite (ap)yep pour
a € R\ Q par Vinogradov dans [35] (voir également [2, théoreme 9.12] et [23, théoreme 21.3]) :

Théoréme B (Hadamard et de la Vallée Poussin). Si (a,m) € Z x N* vérifie (a,m) = 1, alors
1 x

m(x;a,m) ~ —— - ,
) p(m) logz

ou @ désigne la fonction indicatrice d’Euler.
Théoréme C (Vinogradov). St o € R\ Q alors la suite (ap)yep est équirépartie modulo 1.

L’objet du paragraphe 9.2 est de généraliser ces théoremes au cas de la suite u constituée des
nombres entiers n tels que g(n) = a mod m, ou g est une fonction digitale a valeurs entieres
donnée.

Enfin, de méme que le théoreme C constitue un ingrédient essentiel de la résolution du
probleme de Goldbach ternaire, les théoremes 1 et 2 permettent de résoudre un probleme de
Goldbach ternaire pour des nombres premiers vérifiant des conditions digitales, ce qui constitue
I’objet de la partie 9.3.

2. RESULTATS

Le Théoreme A est une conséquence de 'estimation suivante obtenue par Mauduit et Rivat
dans [29] : pour a € R tel que (¢ — 1)a € R\ Z, il existe o,(a)) > 0 tel que pour = > 1,

(6) Z A(n)e (as(n)) <go 277,

n<e

Un raffinement dans la preuve de [29] permet de s’affranchir de la dépendance implicite en «
et de fournir une forme explicite pour 'exposant o,(«) : c’est I'objet du théoreme 2.1 de [14],
qui permet de choisir o,(a) = ¢||(g — 1)a||* ot ¢ est une constante strictement positive qui ne
dépend que de q.

Il est assez naturel de rechercher une estimation similaire a (6) pour une fonction fortement
g-additive arbitraire. Le premier objectif de ce travail est d’établir un tel résultat en traitant
plus généralement le cas des fonctions digitales, ce qui nous permet en particulier d’établir le
théoreme 4 qui généralise le théoreme A. Le second objectif est de généraliser les théoremes B
et C au cas des nombres premiers vérifiant des conditions digitales ce qui nous conduit a établir
respectivement les théoremes 6 et 5.

En vue d’obtenir ces nouvelles applications, nous devons donc étudier la somme d’exponen-
tielles plus générale

(7) > _Ame(f(n)+pn) (z>1,5€R)
n<x
Pour estimer (7) nous allons distinguer deux cas selon que la suite ag, a1, ..., a1 est une
progression arithmétique modulo 1 ou non :
Cas 1 : lasuite ag, v, . . ., oy est une progression arithmétique modulo 1, c’est-a-dire qu’il

existe § € R tel que pour tout j € {0,...,¢ — 1} on a a; = ap + j0 mod 1. Nous verrons
que dans ce cas le comportement de la somme d’exponentielles (7) dépend de (¢ — 1)6 :
—si(¢g—1)0 € R\ Z alors

> Alm)e (f(n)+ fn) = ofx),
—si (¢ —1)0 = ¢ € Z alors, en écrivant

aj =ap+j0/(¢g—1) mod 1



SUR LES CHIFFRES DES NOMBRES PREMIERS 5

pour 0 < j < g, et en notant que |nly + ...+ |nj,_1 = Llogq n| + 1, on parvient &

I’ 1dent1te
ZA n)+ fn) = ZA ( |log, n] qﬁls(n)+ﬁn>
n<T n<e
n
= ao ;A (ao 1qu J+ﬁ+ﬁn),

car s(n) = nmod (¢ — 1) pour tout entier naturel n. En découpant la somme en n
suivant des intervalles g-adiques, on se ramene ainsi a I’évaluation de sommes d’expo-
nentielles de la forme

ZA e(nd) (#eR,0<y<ux),

ysn<x

qui peuvent étre estimées par des techniques classiques de théorie analytique des
nombres.
Cas 2 : la suite ag, v, ..., 041 n'est pas une progression arithmétique modulo 1. Dans ce
cas nous verrons que l'on a toujours

ZA n) + Bn) = o(x).

Cecl nous conduit a introduire le sous-ensemble suivant de F :

Notation 2. On note Fy l’ensemble des éléments de F pour lesquels la suite des nombres réels
g, v, ..., 01 €St une progression arithmétique modulo 1.

Remarque 1.
— Lorsque ¢ =2 on a F = Fy.
— Pour g > 2 et f(n) = as(n) avec o € R, on a f € Fy.

Lemme 1. La suite ag, vy, . . ., aq—1 st une progression arithmétique modulo 1 si et seulement
%
min o, —a; — (3 —j)tH2 =
teER L
0<g<i<q
Démonstration. Si la suite ag, v, ..., a4 est une progression arithmétique modulo 1 alors il

existe ¢ € R tel que pour tout j € {0,...,¢— 1}, a; = ap+ jt mod 1. Par conséquent pour tout
(i,7) €{0,...,¢g—1}* on a ||y — a; — (i — j)t|| = 0. Réciproquement, si

. . . 2
min Y- oy —a; = (i =)l =
0<i<i<q

alors il existe un ¢ € R qui réalise ce minimum. Pour cette valeur de ¢ tous les termes de
la somme sont nuls, donc pour tout j € {0,...,¢ — 1} on a ||y — ag — jt||* = 0 c’est-a-dire
a; = o + jt mod 1. 0

Pour tout f € F on note

(8) 0,(f) = min s = ey — (i = 5)t]|?
0<j<i<q

et on remarque que

feFo<=o,f)=0.

L’objectif des paragraphes 4, 5, 6, 7 et 8 est de démontrer les théoremes suivants.
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Théoréme 1. Pour tout q > 2, il existe c; > 0 tel que pour tout f € Fo, x 22, S €R, on a
(9) S Am)e (f(n) + Bn) < (logz)tat—eallaDoI,

n<T

ou 0 = a1 — g et la constante implicite ne dépend que de q.

Théoreme 2. Pour tout q > 2, il existe ¢, > 0 tel que pour tout f € F, x > 2, BER, on a
(10) ZA )+ Bn) < (log z)*x' 7))

n<x

ot la constante implicite ne dépend que de q.

Dans le paragraphe 9 nous montrons comment les théoremes 1 et 2 permettent d’étudier,
lorsque g est une fonction digitale a valeurs entieres donnée, d'une part I’équirépartition modulo
1 de la suite (ag(p))pep pour o € R, d’autre part les propriétés statistiques de la suite constituée
des nombres premiers p tels que g(p) = a mod m, et enfin de résoudre le probleme de Goldbach
ternaire pour des nombres premiers vérifiant des conditions digitales.

Afin d’alléger les énoncés nous donnons dans ce dernier paragraphe les théoremes pré-
cis lorsque g est une fonction fortement g¢-additive a valeurs entieres telle que les entiers
9(0),...,9(qg — 1) sont premiers entre eux, et nous expliquons comment ceux-ci permettent
de traiter le cas général des fonctions digitales.

3. DESCRIPTION DE LA PREUVE DES THEOREMES 1 ET 2

L’identité de Vaughan' appliquée a la somme (7) conduit & Pestimation de sommes classi-
quement qualifiées de type I et II, qui font l'objet des paragraphes 6 et 7 respectivement. La
pertinence de ces estimations repose sur le comportement en moyenne et en norme infinie de
la transformée de Fourier discrete d’une version tronquée de la fonction f, qui est définie et
étudiée au paragraphe 5. La mise en ceuvre de la méthode de Vaughan, et ainsi la preuve finale
des théoremes 1 et 2, sont effectuées au paragraphe 8.

La fonction somme des chiffres s correspond a un cas tres particulier de fonction digitale
car (s(0),s(1),...,s(¢—1)) = (0,1,...,q9 — 1) constitue une progression arithmétique. Dans la
méthode mise en place dans [29] il est crucial de pouvoir estimer de maniere trés précise les
transformées de Fourier discretes :

A |sinmq (a — %)
Fa)l =] q
q j=1 sin 7 (Oé — q%)

Lorsque f est une fonction digitale quelconque, 1’étude des transformées de Fourier discretes

|Fx(h, o) —%1;[1 ( )

ou p(t) = ’20<k<q (g — kt)‘ , est extrémement délicate. Si oy, . . ., a,—1 constitue une progres-

sion arithmétique modulo 1 (c’est-a-dire si f € Fp) la fonction ¢ est une somme géométrique
et la méthode mise en place dans [29] se généralise et permet d’obtenir le théoréme 1. Dans le
cas général la stratégie développée dans [29] est inopérante et il est nécessaire d’étudier d’une
maniere beaucoup plus fine ces transformées de Fourier. C’est I'objet des lemmes 2, 3, 4, 5, 6,
7.

1. Voir par exemple [23] paragraphe 13.4
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4. LEMMES TECHNIQUES

Nous établissons dans cette section quelques lemmes utiles pour la section 5. Nous com-
mencons par fournir deux lemmes généraux concernant certaines moyennes quadratiques et
biquadratiques d’un polynome trigonométrique.

K
Lemme 2. Soit K € N et P(t) = Y cre(kt) (¢ € C). Alors pour tout nombre entier N > K+1
k=0

lN—l na |2 K
YEIr (e St
PN R

Démonstration. En développant le carré du membre de gauche et en intervertissant les sommes
on obtient

on a

K K N-1

1 n
R / /
SO etk =kt e (k= k)5 ).
k=0 k'=0 n=0
Pour tout N > K + 1, il y a équivalence entre £k — k' = 0 mod N et k — k' = 0, d’ou 'égalité
annonceée. O

K
Lemme 3. Soit K € N et P(t) = 3. cre(kt) (cx, € C). Alors |P(t)|* est un polyndme trigono-
k=0

métrique de degré K :

POE= Y (z —) (),
|k|<K J

ot la somme sur j est restreinte par max(0, —k) < j < min(K, K — k), et pour tout nombre
entier N 22K +1 on a

Démonstration. On écrit

et en posant @ = j+k on obtient la premiere égalité. Pour montrer la seconde égalité, on observe
2
que [P(t)[" = |Q(t)] avec

Q)= > (Z Cith C_j) o((k+K)t)= Y (Z Cihi—K C_j> e(k't),
|k|<K J 0<k/ 2K j

et on applique le lemme 2 a Q(t). d

Pour R € N* et u € R, introduisons
(11) alw) = | 3 e(ru)].

Lemme 4. Pour L>2, R> 2, on a

12 w2 (=) e (p) < 7ogg <

|¢|<L
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Démonstration. Pour 0 < a < 1 fixé, la fonction z +— sin(waz) est concave sur [0;1/2], d’on
sin(rax) > 2xsin(ma/2). En prenant a = |¢| /L et x = 1/R, on a donc
sin % ¥4

ol
L — COS

1 . ( 14 )_ S <
R7*\RL _Rsin% QSIHWW 2L

Le noyau de Fejér d’ordre L — 1 vaut pour tout ¢t € R :

Kp(t) = Z (1 _l |> cos(2mlt) = Z <1 |ﬁ|) e(lt) = i(ii::f)z

[e|<L [e|<L

0N 11 1 /sinT 2 1
(1)< ()= B =
RL L 47 L2 \sin = 212 sin? i

4L

Nous avons ainsi
1 Z (1 _ ﬂ) @
RL L)"R
|| <L

Par concavité de la fonction sinus, on a sinx > 8“ sin § pour tout z € [0;7/8], ce qui, appliqué
avec x = w/4L € [0; 7 /8], donne

RL ZZL( |€|> (%) S 8811 %

d’ou la majoration (12) puisque sin® & = (2 — V2)/4. O

5. ETUDE DE TRANSFORMEES DE FOURIER DISCRETES

Dans cette section nous considérons une fonction f € F fixée ce qui revient a fixer un g-uplet
(a, ..., a4—1) de nombres réels. Etant donné A € N, nous introduisons les fonctions |- |, j définie
par

(13) =#{0<j<Anj=k} (n=> nig/,0<n; <q),

Jj=0

et la fonction f, définie par
(14) ) =Y axlnl.

0<k<q
Remarquons que pour j € {0,...,¢ — 1}, u,v € N, v < g, A € N¥,
(15) lug +vx; = [ulr-1; + [0},
d’ou

f,\(uq + U) = f,\_l(u) —+ Z Oéj|1)|j = f)\_l(u) + Q.

0<j<q
La fonction n +— e ( f,\(n)) étant ¢* périodique, nous pouvons considérer sa transformée de
Fourier discrete

(16) == Z ( —;‘—f) (h € Z).

0<u<g?

On a Fy = 1, et pour A € N*, en remplacant v par ug +vavec 0 <v < get 0 <u < ¢M!

nous obtenons,
FA(h) — i Z e <av — Z—?) Z e <f,\_1(u) — qiihl>
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Par récurrence, on obtient donc

A
1

(17) IXC :—AH ( ) (\eN,h € Z),

ou ¢ est la fonction 1-périodique deﬁme par

o(t) = ] 3 elay - kt)) (t € R).
0<k<q
Les calculs ultérieurs nécessitent deux types de renseignements spécifiques concernant la fonc-
tion F) : une majoration en moyenne le long d’une progression arithmétique et une majoration
en norme infinie.

5.1. Estimations en moyenne.

L’objectif de ce paragraphe est d’obtenir une estimation fine du comportement en moyenne
de F) le long d'une progression arithmétique. Dans le cas de la fonction somme de chiffres et
lorsque ¢ > 3, cela repose essentiellement sur I’étude de la fonction de transfert

pour laquelle il faut fournir une borne uniforme meilleure que la racine carrée de la borne
triviale : voir la preuve du lemme 162 de [29]. Une telle majoration n’est pas disponible dans le
cas plus général traité ici. Tout comme dans le cas ¢ = 2 pour la somme de chiffres (voir lemme
18 de [29]), il est nécessaire d’étudier la fonction de transfert d’ordre 2 soit

@2@)::1 2: S0<H—r>q)l(zf+r>

q 0<r<q q q
t+r t+r s
— 5 () X o)
0<r<q 0<s<q q q

Pour des raisons techniques qui apparaitront clairement dans la preuve de la Proposition 1
infra, résultat principal de ce paragraphe, il nous faut en fait étudier une version plus générale
de la fonction ®, : nous introduisons

1 t+r t+r s
(18) \y(t,R,S)_q—Qng( ; >Z<,0(q—;% +2) (teRRSEN)
r<R s<S
Notons la majoration triviale ¥(¢t, R, S) < RS (¢t € R). Un majorant pour ¥ (¢, R, S) de la
forme (RS)" avec 1, < 1/2 est fourni au lemme 7 infra, dont la preuve repose sur les Lemmes
5 et 6 qui suivent.

Lemme 5. Pour R | g et S | q ona

(19) Wi, RSP < E( -6 (2).

ol @ est définie en (11).

Démonstration. Commencons par remarquer que d’apres le lemme 2 appliqué a la fonction ¢,
on a pour tout nombre entier N > ¢,

(20) %ng (t+ ) =0

n=0

2

2. La fonction de transfert y est notée ¥,.
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En appliquant l'inégalité de Cauchy-Schwarz a la somme sur r dans lexpression (18) de

U(t, R, S), et en observant a l'aide de (20) que

o) QZ <t+r>:q_12Z@Q(%JrrqéR)gq%ZgoQ(%Jr%)

0<r<R 0<r<R 0<r’'<q

on voit qu’il suffit de majorer par le membre de droite de (19) I'expression

_Z Z (t+r %>

0<r<R 0<s<S

Maintenant on peut écrire
S . . . N
Z ©* <u+§> = Z Z e(a; —ay — (i — j)u) Z e(—(z—j)§>,
0<s< S 0<i<q 0<j<q 0<s<S
ce qui entraine, d’apres la relation 2,

Z S02<u+%>25 Z Z e(o —aj; — (i — ju).

0<s<S 0<i<qg 0<y<q
j=imod S

Il suffit donc de majorer par le membre de droite de (19) 'expression
t+r
XYY efama-e-ity)

0<r<R0<i<q 0<j<q
Jj=imod S

En intervertissant les sommes et en majorant trivialement, il suffit finalement de montrer que

le membre de droite de (19) est égal a 'expression
. N T
SY X (X e(-u-ag)|
0<r<R

0<i<qg 0<j<q
En découpant par tranches de longueur S on obtient

j=imod S
Y Y Y w(fHED)

0<i<S 0<k<q/S  0<j<q
j=imod S

c’est-a-dire en posant j =1+ k'S,
o7 Z Z Z ( (kS — K S))
0<z<5 0<k<q/S 0<k’<q/S QOR qR ’
ce qui, en comptant le nombre de représentations de £ = k' — k, donne
S3 S
7 2 (G- (52):

c’est-a-dire le membre de droite de (19).

O

Lorsque S < ¢, le membre de droite de (19) est strictement inférieur a RS car dans ce cas il

existe des valeurs de ¢ telles que 1 < |[¢| < ¢/S, et pour ces valeurs de £ on a ¢ (

><R En

revanche, lorsque S = ¢, le majorant dans (19) vaut Rq et la majoration est donc triviale. Il
est donc nécessaire d’obtenir une majoration plus précise dans ce cas. C’est 'objet du résultat

suivant.
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Lemme 6. Pour tout nombre entier R > 2 tel que R | q et toutt € R on a

(22) U2(t, R, q) < Rq (1 - O(f))
ot
1 q—1 |g—1—k 2\ 1/2
@(f):(1—§>{1—<1— q—1; ;]e — k) ) }
vérifie
. 1 s\ 2 1
(23) @q::rfrgél@(f)2<1—a> {1—(1—m> }>$>O.

Démonstration. En appliquant 'inégalité de Cauchy-Schwarz a la somme en r dans I'expression
(18) de (¢, R, S), on obtient

U(t, R, q) = %(Z@(t JJ;T> ZSD(t(;;gT ! §>)

<o (F) S (Ze(Gr D)
_;(; <t+r s>>27

21). Cela donne, vu que ¢ est périodique de période 1,

¢}

ou la derniere égalité provient d

R—1 q—1 g—1
1 t+r k t+r k /
V(L Rq) <5 > ) ( +—> ( +—+—).
( ) q? 4 qgR ¢ 4 ek ¢ ¢

On isole ce terme ¢ = 0 dans la majoration de ¥?(¢, R, q) ci-dessus et on applique I'inégalité de
Cauchy-Schwarz a la triple somme en r, k et £ :

1 R-1g¢-1 ¢g—1 bk ber B0 1/2
24 \thaRaq gR‘i‘_ qu_l 902< "‘_)802( +—+—> .
@) V(LR <R+ | Fala-1)Y Y D) (STl
La triple somme dans la parenthese vaut

R— 1 qg-1 R—1 q—
t+r 2<t—|—7“ k €> 4<t—|—r k’)
25 g g + -+ - —E E + -1,
(25) g0( C]>(p gk ¢ ¢ 7\ 4R Ty

=0 k=0 ¢=0

c’est-a-dire, d’apres (20),

qR—1

t+/
Rq* — H—).
o2 ()

=0

n ¢, p?(t) est un polynome trigonométrique de degré
2q — 1,

Or d’apres le lemme 3 appliqué a la fonctio
g — 1 qui vérifie pour tout nombre entier N >

2 v ()= 2
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Donc, comme gR > 2q — 1 (car R > 2), la quantité (25) vaut

Rg* = Rq Y > ela; — aju)

|kl<g—11 J

2

)

ou encore, en isolant le terme £ = 0 et en exploitant la symétrie entre —k et £ :

k 2

1-
E , e(a; — aji)

j=0

q—

)

-1
Rq' — Rq —QRQZ
k=

ce qui, en mettant Rg®>(q — 1) en facteur et en reportant dans (24), donne

9 q—1 |g—1—k 2\ 1/2
U(t,R,q) SR+ R(g—1) | 1~ 2=1 YD elay—ajp)
k=1| j=0

et fournit bien (22).
La minoration (23) s’obtient en ne conservant dans la définition de O(f) que le terme k = ¢—1
dans la sommation sur k. 0J

Introduisons la quantité

o = max 1 log(4 — 2v/2) ,1+10g(1—@q) _
2 4logg—2log2 2 4logq

(27)

En remarquant que 0 < ©, < 1, on a
1  log(l1—06 1
+M<_

2 4logq 2
. v v
1 log(4—2v2) 1 log(4—2v2) 1
0,38577665 < - — —————F- < = — < -,
’ 2 2log 2 2 4logq—2log2 2
d’on
(28) 0, 38577665 < 1, <

Nous sommes maintenant en mesure d’établir le résultat suivant.
Lemme 7. On a pourt € R, R|q, S|qet RS> 2
(29) U(t,R,S) < (RS)™.
Démonstration. Lorsque S < ¢, nous employons le lemme 5 :
52 S|l I
U(t, R, q) < Z (l—j)go (—>
e q qR
a/S

En appliquant le lemme 4 avec L = ¢/S, on obtient, pour R > 2, S | ¢, S < q (et donc S < ¢/2

et L > 2), .
1_log(él 2v/2)

U(t,R,S)* < (RS)' ™ loens

et par suite, comme RS < ¢?/2,
08(4-2v2)
(30) U(t, R, S) < (RS)? mesr2is2 (S < q).
Lorsque S = ¢, on emploie (22) et (23), ce qui entraine

log(1—-0©¢)

V(¢ R,q) < Rg (1 - 6,) = (Rq)"" ostr0
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et par suite, comme R < ¢ et log(1 — ©,) <0,

log(1-©¢)

(31) \Ij(t7R7 q) < (Rq)%—'— 4loggq
Les deux inégalités (30) et (31) entrainent bien (29). O

La proposition suivante généralise les lemmes 17 et 18 de [29)].

Proposition 1. Pour \€ N, a €7Z,0< <\, k€ N*, k|¢*?, ¢t k, on a

(32) > IR(h)] < kgm0 Fy(a)).
0<h<g?
h=a mod kq®

En particulier, pour k=1, 6 =0, on a

(33) Z ‘F,\(h)‘ < ¢

0<h<g?

Démonstration. Si A = 0, la condition k | ¢*~ entraine k = 1 et le membre de gauche de
(32) qui vaut |Fs(a)| est bien inférieur au membre droite qui vaut lui g|Fs(a)|. Lorsque A > §
nous reprenons les notations introduites dans la preuve du lemme 17 de [29] : on pose pour
§ <0<\ dy = pged(q?, kq®), ug = ¢°/dy, et pour 6 < 6 < A, pg = dy/dp_1 € N. Rappelons
que 'on a alors

(34) polq et pg<agq,
et que par ailleurs
(35) pged(pg, up—1) =1 (6 <O < N).
Enfin nous posons
(36) Gola,dg) = > [Fe(h)| = D [Fyla+udy)| (5<O<N).
0<h<q9 0<u<<ug
h=a mod dy

En écrivant v = sug_1 + v avec 0 < s < ¢/pg et 0 < v < wg_1, on a, pour § < § < A,

Gola,dy) = Z Z |Fy(a+vdg + s¢° " pp)|

0<v<ug—1 0<s<q/po

= Z Z |F9(a + Upgdg_l + sq9_1p9)|

0<v<ug—1 0<s<q/po

(37)

En employant I’écriture (17) de |Fy| sous forme de produit, il vient

1 a+ vpedeg_1 + s 0-1
Gola, do) = ~ Z |Fy_1(a + vpedy—_1)| Z gp( Poto—1 T 59 Pe)_

q9
0<v<ug_1 0<s<q/pe

La majoration triviale ¢(t) < ¢ fournit donc la majoration

Ge(a>de)<i Z |Fy_1(a + vpedy—_1)|.

p@ 0<v<ug_1

D’apres (35), vpy parcourt bijectivement ’ensemble des classes modulo ug_; lorsque v varie
entre 0 et ug_;. Et comme la fonction h +— Fy_(a + hdg_1) est up_i-périodique, il s’ensuit

(38) Gola, dy) < %Gel(a,dgl).
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Nous effectuons a présent une seconde itération a partir de (37) : pour 6 +1 < 6 < A, en posant
v=Tug_o+uavec 0 <u<ugs 0<r<q/ps_1, 0on a

Gola, dp) = Z Z Z | Fo(a + upp—1do— 2+7”q pe 1—|—sq pg)\
0<u<ug_2 s<q/pg r<q/po—1

En employant 'écriture de |Fp| sous forme de produit, on obtient en posant Ry = q/pg et
to = Ro_1(a + upp_1do—2)/q"*,

Gy(a, dp)
1 tot7\ sto+T s
= = > Bletupdea)l Y Y (et o)
q O<u<<ug_2o r<Rg_1 s<Ryg R@ 1 QRO_l Rg
<
< max |[W(t, Ro_y, Ry)| > [Fyos(a+ups-1ds-s)],

0u<<ug_o
ce qui, comme pged(pg_1,up_2) = 1, entraine

G@(CL d@) max\‘ll(t R9 1,R9)|G9 2(0/ d@ 2)

Notons que d’apres (34), on a Ry | g et Rg > 2 pour § < 6 < \. Par conséquent, d’apres le
lemme 7 appliqué avec R = Ryp_1 et S = Ry,
2 Na
(39) Gola, dy) < ( q ) Goola,dgs) (5+1<8<N).
PoPo—1
En appliquant I'inégalité (39) | (A — d)/2] fois, puis éventuellement une fois I'inégalité (38), il
vient

> BB =Gala,dy) < (pr - - post)"q?t 2 G (a, di).

0<h<g?
h=a mod kq®
Compte-tenu des identités
dy kg 1
Pr---Po1 =7 = —5 =k,
T ds
et
Gs(a,ds) = Gs(a,q°) = |F(a)l,

nous obtenons bien la majoration (32). O

5.2. Estimation en norme infinie.
Posons

’Yq(f) —
(40) q max v/¢(t)p(qt).

Notons d’emblée qu’avec cette définition on a
41 F < =D+
(41) max |F3(h)| < ¢

En effet, cela résulte directement de I'expression (17) de F) sous forme de produit et de la suite
d’inégalités

H(p(tq*j) <q H o(tq ) p(tg 1) < P DL < Ma(DFL (¢ e R).
= 0<i<[v/2)

Mauduit et Rivat ont obtenu dans [29, Lemme 20] et [28, Lemme 7] des majorations de v,(f)
dans le cas particulier ou f(n) = as(n) avec v € R. Nous commengons dans ce paragraphe par
fournir une majoration générale de 7,(f) pour f € F qui est, compte-tenu du lemme 1, non
triviale des que f ¢ Fy. Nous rappelons la définition de o,(f) en (8).
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Lemme 8. Pour f € F, on a

(12) P <gexp (=2l =~ (i=il*) O<ij<aqteR)
De plus,

16
(43) Y(f) <1 - ()

-0

¢*(q —1)logq

Démonstration. Lorsque i = j, 'inégalité (42) est triviale. Lorsque i # j nous avons
p(t) = ‘ e(a; —it) +e(a; — jt) + Z e(ay — kt))

0<k<q
kg{i,j}

< le(os —it) +e(a; — jt)[ +q—2
=1+e(ai—a;— (i —5)t)|+q—2
Or d’apres le lemme 12 de [6], nous disposons de l'inégalité
[1+e(B)] <201 —4[81") (BER).
Nous obtenons ainsi
p(t) <2(1 =4l —a; — (i = ") +q—2

= (1= s = a5 = (=t

et compte-tenu de 'inégalité de convexité 1 — z < exp(—=z) (x € R), nous obtenons bien (42).
Par ailleurs, en employant I'inégalité (42) pour chaque couple (i, ) avec 0 < j < i < ¢ nous
avons

_ _ 8 o
Py < a2 exp (=23 o —a; — (i )

0<j<i<q
8
<q e (~ oi(h)

Cela fournit bien la majoration (43). O

La preuve du Théoreme 1 nécessite une majoration spécifique de ~,(f) lorsque f € F,. Pour
ce faire, nous établissons en premier lieu un lemme technique. Nous introduisons la fonction
gq,0 définie pour ¢ > 2, 0 € R, par

Goo(t) = 0 +t|* +110 + ¢t|* (t €R).
Lemme 9. On a pour ¢ > 2, 0 € R,

: (g = 1)]"
min ) > —————.
teR 9a(t) (g ++v2—1)2
Démonstration. Dans ce qui suit on désigne par d(z, A) la distance, au sens de la valeur absolue,
entre un nombre réel x et une partie A de R. Posons dg = d((q - 1)0, Z) de sorte que

1 )
d(e, —Z) _ %
qg—1 qg—1
et fixons 0 < 0 < dg, un parametre a fixer ultérieurement.
Si ||(¢ — 1)t|| > 4, alors en employant I'inégalité |ju” + |ju + v|* > : l|v]|* valable pour tous
u,v € R, on obtient

1
gqﬂ(t) 2 552
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Si [|(g — 1)t]| < 6, cela signifie que d((q — 1)t,Z) < 4, soit

d(t, LZ) < L

q—1 g—1
On a alors
1 1 1 dg— 0
d(t+9, —z) > d(e, —Z) —d(t, —Z> > %09
q—1 q—1 q—1 q—1
Il suit
do— 0
d(t+0,7Z) > ,
(1+0.2)> 2
puis
(6 —6)?
>
Finalement
.1, (6 —60)?
t) > (4%————) t e R),
gqﬁ( ) min 2 (q o 1)2 ( S )
et en effectuant le choix § = qu/\g T, on parvient a la conclusion souhaitée.

0

Nous sommes maintenant en mesure d’établir une majoration de ~,(f), non triviale des qu’il

existe (i,7) € {0,...,q — 1}* tel que (¢ — 1)(a; — ) & Z.
Lemme 10. Pour f € F, on a pour tout (i,5) € {0,...,q— 1}?,

4l = (i — aj)||2.
q(g+v2—1)2logq

Démonstration. D’apres la majoration (42) nous avons

e(plat) < a*exp (=2 guaa, (G —11)).

L’emploi du lemme 9 fournit alors directement la conclusion souhaitée.

Vq(f) <1

On en déduit immédiatement lorsque f € Fj :
Lemme 11. Pour f € Fy, on a
2
A Do
g(q+Vv2—1)%logg

(44) Yo(f) <1 -

avec 0 = ay — ay.

6. SOMMES DE TYPE [

La majoration des sommes de type I constitue la partie facile de la preuve des théoremes 1
et 2. La proposition 2 qui fournit une majoration des sommes de type I associées a la somme

d’exponentielles (7) via la méthode de Vaughan, généralise ainsi la proposition 2 de [29] : la

preuve en est d’ailleurs essentiellement identique, au moins une fois le lemme technique 12 établi.
Nous la restituons sommairement dans le seul but de montrer comment le terme additionnel

Bn dans 'exponentielle peut étre traité grace a un argument de périodicité.
Pour f € F, A € N, nous introduisons la fonction

A(t) = Y e(A(D)+Lt) (teR).

o<l<g?
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Lemme 12. Pour e R, t € R, N > 1, on a

‘ 3 e(f(n)+nt)‘<2(q—1 S @),

0<n<N A< log N
log g

Démonstration. Nous reprenons les notations de la partie 2 de [13] :

Inlo,.Inl |n| 1
Sn(xo, 1, ..., Tgo1,Y) = g xy Cxy Y,
0<n<N
et
w0 |n| 1 Inlv.g-1, n
T, n(xo, @1, .oy Tge1,Y) E xy " Sy (N> 1Ly eN),
0<n<N

ol les fonctions | - |, ; sont définies en (13), et nous posons

Sy = Sn(e(a), e(ar), ... elag1),e(t))
et
T, n = T%N(e(ozo), e(an), ..., e(az1), e(t)),
de sorte que

et
(45) T, = O, (t).

Nous pouvons écrire N = {q” + N’ avec v = |log N/logq|, N’ < ¢¥, 1 < ¢ < q. Il résulte alors
des formules fournies au lemme 2.1 de [13] que

> e () +nt)| = [Segriw| <

v,N'
0<n<N
< ’S E— 1 ‘Tl/’ql’ v,N'
(46) <=1 Y [Tl + €= 1)|Top] + |Tow
o<y
(¢—1) Z ‘ Jq3| + ‘TV:N/|'
o<y

En posant N’ = mgq' + N” avec i = [log N'/logq|, N" < ¢', 1 <m < ¢, on a

T | < | T mgi <(g—=D|T 4y
En itérant le procédé, on aboutit a
(47> ‘TV,Nll < (q - 1) Z |T)\,q)‘|‘
0<Ai

En insérant (47) dans (46) nous obtenons

‘ 3 e(f(n)—l—nt)’<2(q—1) S

0<n<N A<|log N/logq|

ce qui, compte tenu de (45), correspond bien a la conclusion attendue. U

Proposition 2. On a pour f e F, x> 2, BeR, 1 < M < z'/3,

E max
t<Z

M<m<2M ™

< 2t og x,

> e (f(mn) + pmn)

n<t
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la constante implicite ne dépendant que de q, avec

Kq(f) := min ((15 %ﬁyq(ﬁ)

Démonstration. Nous posons

T .= Z max

M<m<2M S

0<n<t

Pour M <m < 2M, on a

Z e (f(mn) + fmn)

0<n<t

>y ( +€<ﬁ+k)>‘

' 0<k<m 0<l<mt

<2+% Y e(f(€)+€(ﬂ+%>>|.

0<k<m [0<l<mt

En employant le lemme 12 on obtient pour mt < z

3 e(f(€)+€<6+%>) <2Ag-1) Y

0<t<mt Aglogz
ogq

n(o+ )|

de sorte que l'on a
T<<M+— > S(M,q.\)

log ©
AS log q

avec
k
(48) SN = S Y ‘@A(BJFE)‘.
M<m<2M 0<k<m
En organisant la somme du membre de gauche de (48) selon la valeur de d = pged(k, m), on a

USRS YD DI SN LY}

1<d<2M M<m<2M  0<k<m
pged(k,m)=d

Tout comme la fonction Fy, la fonction ®, admet une écriture sous forme de produit ® : |®, ()| =
ITo< i ©(—¢’t). En introduisant pour chaque d fixé un parametre \; < A, on a donc, d’apres
la définition de 7,(f) en (40),

|D,(8)] < | @y, (1) qeDO-A0+1

Comme de plus les nombres réels k/m sont d?>/M? bien espacés, on peut appliquer I'inégalité
de Sobolev-Gallagher a la fonction ¢ — @y, (5 + t) et aux nombres k/m, et on obtient

>y |y

M<m<2M  0<k<m
pgcd(k,m)=d

k
< g2 §7 S ‘q)h (5 n EH

M/2<m<M  0<k<m
pged(k,m)=d

2
< @HO=2) (%/ | @5, (B +1)|dt + 1/ @), (B +1) \dt)

3. On aura remarqué que ®,(t) = ¢*Fy(—¢*t).
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Comme la fonction @), est 1-périodique, on a

> Y |y

M<m<2M  0<k<m
pged(k,m)=d

WO (M2 [ L (M
< Q" = \@Al(t)|dt+§ | (t)|dt ) .
0 0

En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz puis 1’égalité de Parseval, on obtient pour A € N,

1 1
/ ‘@A(t)‘dt < (/ ‘(I)A(Q‘?dt)l/z _ 2
0 0

Par ailleurs,

0] < > @ ] e(=at) < > 7 ] el—=dt) =" D> @;0).
0<j<A 0%‘:} 0<j<A 0<i<y 0<j<A
i#j

On a donc

k _ M? .
X T e pleeoen (e T o)

M<m<2M  0<k<m 0<y<A
pged(k,m)=d

2

e

A1 = min (x, {MJ) .

log q
Compte tenu des inégalités ¢* < min(¢*, M?/d?), ¢~ < max(q~*, qd*/M?), on obtient

< alNO-N) (M M2 q3>\1/2> |

On choisit alors

2

Z Z ’CD,\<5+£>’ < %qw(f)(/\fh)w\l/z
m 2

M<m<2M 0<k<m
pged(k,m)=d

M? sy MPTPAD

e

< FC7T mamn 1
M2 M3—274(f)

< ?q)\/z + Tq’Yq(f))"

la derniere inégalité résultant du fait que v,(f) < 1. Il suit
S(M,q,\) < M2¢M? 4+ M3~ Jog(2M) g DA,
puis
T < &2 M + oD A2=2) g (20).

Comme 1 < M < z'/2, on obtient bien la conclusion souhaitée. OJ

7. SOMMES DE TYPE II

Proposition 3. On a pour tout f € F, toutes suites de mombres complezres a,, et b, avec
lam| <1, |bp| <1, 2>2, 2732 < M,N <2, MN < z,

(49) Z Z by € (f(mn) + fmn) < 2178 log z,

M<m<2M N<n<2N
mn<z
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la constante implicite ne dépendant que de q, avec
1 1 log 2
= — mi ——ng ) —,2(1— :

Démonstration. Quitte a intervertir les roles de m et n, on peut supposer que M < N. Comme
les constantes implicites sont autorisées & dépendre de ¢, la majoration (49) est vraie lorsque
N < (16¢)%. Nous supposons donc dans la suite que N > (16¢)?. Nous posons

S = Z Z amby e (f(mn) + mn)  (|law, |ba] <1, M < N).

M<m<2M N<n<2N
mn<z

Notons tout d’abord que d’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz,
ST M Y| ST bae(f(mn) + fmn)

M<m<2M N<n<2N
mn<x

‘ 2

Rappelons I'inégalité de van der Corput (cf. par exemple lemme 4 de [29]) : pour tous nombres
complexes zq,...,zy et R € N*, on a

2 N+R -1 r —
(51) ) > Zj‘ < T{ > P42 D (1 - ﬁ) > R(z07) }
1<G<N 1<G<N 1<r<R! 1<j<N—r

ou R(z) désigne la partie réelle de z.
Considérons R un nombre réel tel que

(52) 4 < R<ANYA,
et que nous fixerons ultérieurement. L’inégalité (51) appliquée aux nombres complexes
zj = byyje (f(m(N +37)) + Bm(N + j)) v+ j)<e,

de modules inférieur & 1, et a R’ = [R] (le plus petit entier > R) fournit la majoration

2
(53) ‘ Z by e (f(mn)+ Bmn) ‘
N<n<2N
mn<z
N+ R -1
e R
N<n<2N
mn<z
N+R -1 ,
+2 R Z (1 - W)
1<r<R’
> R(barsbue(f(m(n+r)) = f(mn) + Bmr)) .
N<n<2N-—r

m(n+r)<z

En sommant sur m l'inégalité (53), puis en intervertissant les sommations, et enfin en ob-

servant que ¥ +§,/_1 <X ER, R < N et que la condition r < R’ = [R] équivaut a la condition

r < R pour r entier, nous obtenons la majoration

N2M2
2
(54) STk I +MN1I<H7~85§2 Z
N<n<2N

Z e (f(m(n—l—r)) — f(mn) +mrﬂ>‘.
(i) e

Le parametre R ayant vocation a étre choisi relativement petit par rapport a M et N, la quantité
mr est petite devant mn et 'addition de mr ne va donc pas changer les chiffres de mn de poids
supérieurs a un certain parametre A, sauf dans certains cas relativement rares. De sorte que
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I'on peut espérer remplacer dans (54) la fonction f par la fonction tronquée f, définie en (14)
au prix d’une erreur dont la contribution & S? est o((MN)?). Cet argument a été développé
et explicitement mis en forme dans le lemme 5 de [29]. Nous le formalisons ici sous une forme
légerement différente, en y incorporant le raffinement obtenu au lemme 3.4 de [14].

Désormais nous désignons par A I'unique nombre entier tel que ¢* ' < M R? < ¢*. Notons que
cela entraine que ¢* < ¢MR? < 16gM N2 < MN. Lorsque k,b € N* et k¢* < b < (k+ 1)¢*,
on a

bl; = [kl +[0ln; (0<j<q).

Par conséquent, sous la condition k¢* < mn < m(n + 1) < (k+ 1)¢*, ce qui revient & dire que
les chiffres de mn et m(n + r) de poids supérieur & A sont les mémes, nous avons

f(m(n+7)) = f(mn) = fa(m(n+7)) = fa(mn).

Nous devons donc montrer que la contribution a la somme figurant dans (54) des couples (m, n)
avec M <m < 2M, N <n < 2N pour lesquels il existe k € N* tel que

(55) mn < kg* <m(n+7)

est relativement petite. Comme mr < 2M R < ¢*/2, et par suite, 0 < mr/¢* < 1, la condition
(55) est équivalente & {mn/¢*} > 1 —mr/q¢*. On a donc

2.

N<n<2N

Z e <f(m(n + 1)) — f(mn) + mrﬁ)i
)<z

= 2

> e(falmn+m) = flmn) +mrs)

M<m<2M |

N<n<2N
m(n+r)<z
co(Y Y )
n<2N m<2M
{mn/g*}=>1—mr/q*
Or,
)EEED DI DD D
n<2N m<2M n<2N m<2M
{mn/¢*}21-mr/q¢* {mn/¢*}>1-2MR/q*
< Y 7B gygrys1-aarse
k<4dM N

<D Yo Ty

0<j<AMN/q*  jg*<k<(j+1)¢*

= Z Z T(k).

0<j<AMN/q*  (j+1)g* —2M R<k<(j+1)g*
D’apres le lemme 3.5 de [14] on a uniformément pour 22752 <y < x
Z 7(n) < ylogx.
T—Y<n<x

Ici on a

((j + 1)q)\)27/82 < (4MN + q)\)27/82

< (52)"# K2MR < MR* < ¢ < (j + ¢
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et nous obtenons,

> > L<MR > log((j+ 1))

n<2N m<2M 0<j<4MN/g>
{mn/q*}>1—mr/q*

MN MN
< (logx)MR(q—A + 1) < (logx)T

Ainsi,
2 2
(56) S? < (log ) + MN max Sy(r, M, N, \),
avec

So(r,M,N, ) = >

N<n<2N

E e <fk(m(n—|—7’)) — fr(mn) +mrﬁ)‘.
M<m<2M
m(n+r)<z

Rappelant la définition de F en (16), nous avons d’apres la formule d’inversion de la transformée

de Fourier discrete,
Z Ex(h)e (nh/q).

0<h<g?
Nous en déduisons l'identité
Z e (f,\ (m(n+r)) — frlmn) + mrﬁ)

M<m<2M
m(n+r)<z

= Z F\(h)F\(—k) Z e(m<(h+k)n+hr)+mrﬂ>.

A
0<h,k<g* M<m<2M q
m(n+r)<z

(57)

En insérant (57) dans (7) puis en effectuant la somme géométrique sur m nous obtenons

) 1
S2 < Z [EX(R)[[FA(=F)] Z — (M’ (h+k)n+hr+rBg> )

0<h,k<g? N<n<2N sSin m n

Nous employons alors le lemme suivant qui découle directement du lemme 6 de [29].

Lemme 13. Soient a,m € Z avec m > 1 et d = pged(a,m). Soit b € R. Pour tout réel M > 0,

on a
Z min (M,;> <dm1n< )—l—mlogm.
sm7r‘m+b’ sin H I

o<n<m—1
Nous découpons ainsi l'intervalle |N; 2N] en un nombre < 1+ N/¢* d’intervalles de longueur
¢, et nous organisons les sommes en h et k suivant les valeurs de pged(h + k, ¢*) de sorte que

S, < <1+ g> (S?E” +S§2)>

avec
(1 ._ ' 1
Si'=2.d ) |IR®IF(k) min (M’. o |[rrersr >
dlg> 0<h,k<g? SIH7Tq>\ ¢
pgcd(h+k,q™)=d
et

S = qMlogg® Y IRAMIIFA(=F)].

0<h,k<g?
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Pour estimer S§2), nous employons 'inégalité (33) :
2
(58) S:S)Q) < (log N)qA< Z ’F)\(h)o < (log x)q(1+2nq)>\'
0<h<g?

Pour estimer Sél), nous commencons par remplacer la condition pged(h + k,q¢") = d par la
condition plus faible (h = a mod d et k = —a mod d) avec a parcourant ’ensemble des classes
résiduelles modulo d. Nous obtenons ainsi

1 gZd Z min (M, — 1M+qABT )( Z !F,\(h)’> :

dlg» 0<a<d > d 0<h<g?
h=a mod d

Pour d | ¢*, on note v,(d) le plus grand entier m tel que ¢™|d. En employant la Proposition 1
sous la forme

>\
> IBmi< (L) | Fuw@] @),

0<h<g?
h=a mod d
il suit
1) 2ng A 1-2 2. 1
K g E d =" g ‘qu(d)(a)| min | M, :
. d || ar4+q*Br
d|q)‘ 0<a<d S1n 7Tq—>\ —a

D’apres l'inégalité (41), on a

W) 200A N J1-2ng (~24295(F)va(d) : 1
53 <<q q Zd qq q q Z min (M, . 4 artBr )

d|q>‘ 0<a<d Sin ﬂ-q_)‘ d

La fonction sinus étant concave sur [0, 7] , on a

_ d ||ar + ¢*pr d . ar + ¢’ Br d| . ar+qBr
sin <7r—A _— ) > — sin <7r _— ) = —|sinm——|.
q d q d q
Ainsi
(1) o 120N N g=200 (24274 (D)va(d) o [ M 1
53 < q q Zd aq q q Z min ( P syl
dlg 0<a<d S T—r——

Nous pouvons alors employer une nouvelle fois le lemme 13 :

1
E min , X
0<azd e Sinﬂ%‘%ﬂr

dM

AT d(r
q sm7rgC

< (r,d)min (

> + dlogd.
a*rp H
pged(r,d)

Il suffit maintenant de majorer trivialement le minimum par qT pour obtenir une majoration
indépendante de [ :

M 1 M
Z min <d)\ , ) < r;l)\ + dlogd < dlogd,

. ar+q*Br
0<a<d sin r &H45r

la derniere inégalité résultant du fait que r < R et ¢* < M R?. Ainsi nous avons

S:gl) < (IOg N)q(1+27lq))\ Z d1*27h1q(*2+2'7q(f))vq(d)_
dlg*
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Nous décomposons a présent d sous la forme d = kq® avec 0 < § < A, ¢t k, et donc vy(d) =0,
ce qui entraine

Sél) < (log z)q*+2m Z 12 () =2m) Z 1200

0<F<A klg*—?
atk
Posons
1 log 2 1 1
59 0< :(—— )—g—— <=
( ) wq 2 nq logq 2 qu 4

(d’apres (28)). Comme pged(k, q) est un diviseur strict de ¢, il en résulte que (k,q) < ¢/2 et
nous en déduisons k = pged(k, ¢*~°) < (k, ¢)*° < (¢/2)*°. Nous avons donc, en employant la
majoration 7(n) < n“,

Z ELl2ma < T(qA—a)(q/2)(1—2nq)(>\—5)

k|q>‘*5
atk

& PO H1=2n0) A=0)~(1=2m) FEZ (A=)

=0 +(1-200) (A-0).
d’ou

Sél) < (log x)q(waq))\ Z q5(27q(f)*2+wq) < (log x)q(waq))\(l + q,\(2fyq(f)72+wq)).
0<o<A

Finalement,
(60) 5?()1) < (logx) (q(z—wq),\ + q27q(f)>\)‘

Ainsi, en regroupant les estimations (58) et (60) nous obtenons
Sy < (logx) (1 + E/\) (q(2—wq)>\ + g?aDA 4 q(1+2nq)x)'
q

Posons
f1g(f) = min (qu 1—2n,,2(1 - 7q(f))> = min (Wq, 2(1 - 7q(f))>'

Remarquons que 'on a, d’apres (59),

(61) 0 < pe(f) <

On a ainsi

PN

S, < (log z) (1 + g)C](wqm)A’
d’ou, d’apres (56),
5% < (log ) (N2MPR 4+ NMgC P 4 N2Mgl-ral).
Comme ¢* < MR?, il suit
(62) S? < (logz)NM (NMRfl 4+ M2 Hal) pA=2ua(f) | Nle,u,q(f)R272,uq(f))'

Il nous faut a présent déterminer R de maniere optimale suivant les tailles respectives de M et
N. Lorsque

1— QH%(f)

(63) M<N ,



SUR LES CHIFFRES DES NOMBRES PREMIERS 25

#q(f)
nous posons R = 4M?3-2:() : cette égalité entraine que les premier et troisieme termes de la
somme figurant au membre de gauche de (62) sont de méme ordre de grandeur. On peut vérifier

que pour ce choix, la condition (52) est bien satisfaite. En effet, on a

4 < AMTEAT < ANV < 4NV,

Nous obtenons alors
q( ) —“Hq q
(64) S* < (logz)NM (NMls“zuf(n + M2“q(f)+W)'

La condition (63) est précisément équivalente au fait que le deuxieme terme de la somme figurant
dans (64) n’excede pas le premier. Par conséquent,

(65) S? < (logz)N2M2 2 (M < N'-257),
avec
1q(f)
c=clq, f)=—""—"—.
! 1( ) 6 — 4Mq(f)
Lorsque
(66) N <M CN,
1—pq(f)

nous posons R = 4N5- Zal?) N[5 2ma ) : la encore il est facile de constater que la condition
(52) est remplie. Ce choix de R entraine cette fois que les premier et deuxieme termes de la
somme figurant dans (62) sont de méme ordre de grandeur. Sous la condition (66), les premier
et troisieme termes de la somme figurant dans (62) n’exceédent pas le deuxieme. Ainsi

QHq(f)

§% < (logz) N*722 p#+2e =26 (N'=757 < M < N),

avec

ca=ca(q, f) = m et ey =cs(q, f) = #ﬁ:)g)

Notons bien que pour j = 1,2,3, nous avons 0 < ¢; < 1 et que par ailleurs, c3 < cp. Nous
obtenons donc la majoration uniforme

(67) S < (NMHI n N“C?M”CQ*%) log .

Sous les conditions M < N < o, MN < z et M > 2?7/*2, qui entrainent d’ailleurs M < +/z,
on a donc,

S < (M= 4 (MN)=e e ) log &
< (aM™ 4 2~ C2(\/5)202_%) log x

(:1:1 27c1/82 4 o 1- 63/2) log &

A

< (2 log x)

,uq(f)

avec ¢4 = min(27¢,/82,¢3/2). Or ¢y > Mqé ) 10 °

ce qui implique la majoration

S < gt a0 )60 4,

Compte-tenu de la définition de ,(f), nous obtenons bien la conclusion souhaitée. O
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8. PREUVE DES THEOREMES 1 ET 2

Rappelons Iidentité de Vaughan pour la fonction de von Mangoldt (cf proposition 3.4 de [23]
par exemple) : pour u > 1letn > 1, on a

(68)  Aln) = A Lucu(n) + Y log(mu(k) = D u(R)A(L) + Y u(k)A(0).

mk=n mkl=n mkl=n
k<u kt<u k>u

27/82

Posons a présent u =z de sorte que u < x/3. Nous déduisons de (68) la décomposition

D Am)e(f(n)+ Bn) = So+ S — Sy + S,

n<T
avec

ZA n) + fn),

n<u

Si=Y_ p(m)log(n)e(f(mn)+ Bmn),

m<u
mn<zx

Sy = Z p(my)A(ms) e (f(miman) + Bmiman)

mi1<u
mo<u
mimon<xe
et
Sz = Z p(m)A(ni) e (f(mning) + Bmning) .
u<m<z
u<ny<x
mning<T
Nous avons classiquement
S() <L u.
La somme S; peut étre traitée comme une somme de type I.
" dt
=S ulm) 3 e (fmn) + pmn) [

m<u n<x/m !

_Z/”L / Z (mn) + Bmn) Cit.

m<u t<n<z/m

< (logx) Z tgﬁ Z e (f(mn) + fmn) ‘

m<u t<n<z/m

mgu

En découpant la sommation en m suivant des 1ntervalles dyadiques, et en employant la Propo-
sition 2, nous obtenons la majoration

Sy <z (log x)3.
Pour traiter Sy, nous posons m = mymsy de sorte que

So= 3 (D wm)Ama)) D7 e (fmn) + fmn)

m<u2  Mmima2=m mn<z
mi<u
mo<u

> pmi)A(ma) < > A(my) =logm,

mimo=m ma|m
mi1<u
mo<u

De la majoration
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nous déduisons que

Sy < (logu) Z‘ Z f(mn +an)‘

m<u?2 n<z/m
< (S[ + S[[ + U3) 10gl‘,
avec

SI:Z‘Z (mn —i—ﬁmn)’

m<u  n<z/m

Sir = Z ) Z f(mn —|—ﬂmn)’

u<m<u? u<n<z/m

Nous traitons S; comme une somme de type I en découpant la sommation sur m suivant des
intervalles dyadiques et en appliquant la Proposition 2 :

S; <z (log x)?.

Nous traitons S;; comme une somme de type I : en découpant les sommations sur m et n
suivant des intervalles dyadiques il vient

Z Z by e (f(mn) + pmn)

M<m<2M N<n<2N
mn<z

Sir < (log z)? sup

ou le supremum est pris sous les contraintes |a,,| < 1, |b,| < 1 pour tous entiers m et n, M > u,
N >u, MN < z. En appliquant la Proposition 3, nous avons donc

SH < (log :L‘)ggjl_g‘I(f).
Ainsi
Sy, < (logz)? (:Ul*”q(f) + &) o x81/82>_
Traitons enfin la somme Ss.

Sy=(logz) > p(m) Y (10g

u<m<z/u u<n<z/m

Z A(nq ) f(mn) + fmn)

u<ni <
ning=n

Z A(ny) < logn,

u<ni <
ninz=n

Nous remarquons que

de sorte que 'on peut réécrire Sz sous la forme
S3 = (log x) Z A Z by e (f(mn) + fmn)
u<m<z/u u<n<z/m

avec |a;,| < 1, |b,| < 1 pour tous entiers m et n. En procédant comme pour Sy;, nous obtenons
donc

Sy < (log x)*at=%f),
Finalement, nous avons

n<e
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avec

82
1 /1 log2 1— 1— 11
~ in (—(——m,) 082 vq(f)7 Vq(f),_’_>
20\2 log q 10 3 8276
<1

B >log2 1 —7,(f) i)
2 Jlogqg’ 10 82/

D’apres la majoration (43), on a pour tout f € F

.1 /1 log 2 8a,(f) 1
> Bl (i —).
7q(f) = min (20 (2 Uq) logq’ 5¢%(q — 1) logq’ 82)

Comme o,(f) < ¢(g — 1)/8, nous aboutissons a

To(f) = cqoq(f),
avec
1 2( —n,)log2 8 4
cq:—min<(2 1) 08 , ,—>>0
q(g—1) 5logq 5qlogq’ 41
ce qui fournit I’énoncé du théoreme 2.

De la méme maniere, lorsque f € Fy, nous obtenons grace a la majoration (44) et en tenant
du compte du fait que ||(g — 1)0|]* < 1/4,

7o(f) = ¢ ll(g = 1)é]”

avec

(5 — ng) log 2 2 2>>0
Slogg  "5¢(q+ V2 —1)2logq 41/~

ce qui fournit I’énoncé du théoreme 1.

Cq = INin <

9. APPLICATIONS

Nous présentons dans cette section quelques applications des théoremes 1 et 2.

Notation 3. Lorsque d est un nombre entier supérieur ou égal a 2 et a un nombre entier
inversible modulo d, on note ig(a) l'unique entier b € {1,...,d — 1} tel que ab =1 mod d. On
prolonge cette notation a d = 1, en posant pour tout a € 7Z, i1(a) = 0.

Notation 4. Pour ¢ > 2, on note D le sous-ensemble de RY des q-uplets (a, ..., 0q-1) tels
que la suite oy, . .., 0q_1 n'est pas une progression arithmétique modulo 1 dont la raison est un
multiple entier de 1/(q — 1).

Pour établir nos résultats, nous emploierons systématiquement la proposition suivante qui
est un corollaire presque immédiat des théoremes 1 et 2.

Proposition 4. Soit ¢ > 2, (ag,...,aq1) € R et f = 3, ou|l | € F. Silon a
(ag,...,a4-1) € D, alors il existe T,y > 0 tel que pour tout x > 2, B € R,

(69) > e (f(p)+ Bp) < (loga)a' 72,

pPsT
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Démonstration. En effectuant une intégration par parties standard (voir par exemple le lemme
11 de [29]), on obtient

(70) > e (f (p) + Bp> 10 —max

psT

ZA ( —|—Bn)‘+\/§ (x > 2).

Si f € Foy, alors d’apres le théoreme 1 on a
3 A(n) ( ) + 5n> < (log t)1zt-call@=10I
n<t
avec ¢, > 0 et § = a3 —ap. Comme (ap, ..., 4—1) € D, la raison de la progression arithmétique
(a, ..., g—1) n’est pas un multiple de 1/(¢ — 1) et donc ||(¢ — 1)8]] > 0. On peut alors choisir
7o = min (¢, (g = D|?) > 0
Si f & Fo, alors d’apres le théoreme 2 on a

> An) ( )+ Bn) < (logt)itt=oalh),

n<t
avec 0,(f) > 0 d’apres le lemme 1. On peut alors poser 7, ; = min <%, Jq(f)> > 0. O

Maintenant et dans la suite de cette section nous considérons une fonction g de F a valeurs
dans Z, soit de la forme

(71) g= Z ag| - |x
0<k<q

avec a, € Z pour 0 < k < gq.

9.1. Propriétés statistiques de la suite (g(p))yep.

9.1.1. Equirépartition modulo 1 de la suite (og(p))pep. Rappelons quune suite (u,) de nombres
réels est équirépartie modulo 1 si pour tout intervalle I inclus dans [0; 1],

(72) Jim 2 Z Lunyer = |11

ou |I| désigne la longueur de l'intervalle /. Selon le critere de Weyl, ceci est équivalent a dire
que pour tout entier relatif non nul h,

Ze(hun) =o(z) (z— o).

n<z
Le résultat suivant généralise le théoreme 2 de [29] concernant ’équirépartition modulo 1 de la
suite (avsq(p))pep-
Théoreme 3. Soit ¢ > 2, g =3 ., x| |1 avec ax € Z pour tout 0 <k < g eta € R. Sila

suite ag, . . .,a,—1 est constante alors la suite (ag(p))pep n'est pas équirépartie modulo 1. Dans
le cas contraire la suite (ag(p))pep est équirépartie modulo 1 si, et seulement si, « € R\ Q.

Démonstration. Supposons tout d’abord que ay = a1 = ... = a4_;1. Etant donné a € R,
supposons par l'absurde que la suite (ag(p))yep est équirépartie modulo 1 : d’apres le critere
de Weyl, on a

Ze ag(p)) =o0(1) (z— o0),

et donc, pour j € N*|

> elagp) =o(x(¢’) (= o0).

¢ I<p<ql
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Par ailleurs,

> clagm) = X e(aw UZ?ZJ)

@I =I<p<gl @I =1<p<gl
= e(aapj) (r(¢’) — (¢’ ")) + O(1).
Comme e(aagj) # 0, on obtient ainsi

m(¢’) — (¢ )
m(¢’)
une contradiction puisque le théoreme des nombres premiers (théoreme B) fournit
7(¢7) — w(¢?t 1
i ) =)y 1
oo w(g) q
Traitons a présent le cas ou la suite ay, ..., a,—1 n’est pas constante. Si « est rationnel, alors la
suite (ag(p))pep ne comporte qu'un nombre fini de termes modulo 1 et n’est donc pas équirépar-

tie modulo 1. Etant donné v € R\ Q et h € Z*, supposons par I'absurde que haao, .. ., haa,—q
est une progression arithmétique modulo 1 de raison ¢/(q — 1) avec ¢ € Z. Si j est tel que
a; # ap, comme

=o(1) (j = o0),

gl
qy) = 1
ho(a; — ao) — mod 1,

on aboutit a ha € Q ce qui est absurde. Donc (haay, . .., haa,—1) € D et d’apres la proposition
4 et le théoreme B,

Ze (ahg(p)) = o(n(z)) (h€Z* x— 0).

pszT

La conclusion résulte alors du critere de Weyl. U

9.1.2. Répartition dans les progressions arithmétiques de la suite (g(p))pep. Nous étudions ici
le comportement asymptotique de la quantité

{r <=, g(p) = bmod m}

lorsque x tend vers U'infini, et g est une fonction de la forme (71). Nous établissons d’abord
quelques lemmes techniques, puis nous traitons le cas d'une classe particuliere de fonctions g
avant d’aborder le cas général.

Lemme 14. Soient ao,...,a,—1 des nombres entiers premiers dans leur ensemble, et des
nombres entiers m et n avec m # 0. On a limplication
m | nay pour tout 0 < k< q—1=m|n.

Démonstration. Nous posons M = pged(m,n), m’ = m/M, n' = n/M. La relation m | nay
entraine m’ | n’ay et, comme pged(m’,n’) = 1, d’apres le lemme de Gauss, m' | ar. Comme k

est arbitraire dans cette derniere relation, et que les ao, ..., a,—1 sont premiers entre eux, cela
entraine que m’ = 1 et par suite M = m et enfin m | n. O
Lemme 15. Soient ay,...,a,_1 des nombres entiers premiers dans leur ensemble et j € N tel

que %(O,al, coyag—1) € D. Alors on a
m
pged(m, g — 1

)|]'
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Démonstration. On a pour tout entier 1 < k < g —1,
' kl
iak = ——mod 1,
m qg—1
avec { € Z fixé. Cela entraine que m | (¢ — 1)jax pour 1 < k < ¢ — 1 et d’apres le lemme de
Gauss,

m
| jar (1<k<qg—1).
pged(m, ¢ — 1)
En appliquant le lemme 14, nous obtenons bien la conclusion souhaitée. 0
Lemme 16. Soient ai,...,a,—1 des nombres entiers premiers dans leur ensemble et r € N tel

que 1 < r < pged(m,q — 1) et W(O,al, coyg—1) & D. 1l existe d | pged(m,q — 1) tel

que pged(ay,d) =1 et pour tout 1 < k < ¢,
(73) ar = a1k mod d.
De plus, on a

5 pged(m, g — 1).
T

d

Démonstration. Comme ay,...,aq-1) € D, il existe { € Z tel que

pged(m,q—1) (
r |4

_ d1 (1<k<q),
pged(m, g — 1) -1 ( 7

(74)

d’ou
ht odl (1<k<q)
ray = m < q).
* 7 (g —1)/pged(m, g — 1)

Comme ra; € Z, cela entraine que (¢ — 1) /pged(m, ¢ — 1) divise ¢ et donc qu’il existe t € Z tel
que

t(g—1
(75) po_Ma=l
pged(m, g — 1)
Le cas t = 0 est a exclure. En effet, cela entrainerait d’apres (74) que pged(m, g — 1) | ray pour
tout k, et par suite pged(m,q — 1) | r d’apres le lemme 14, ce qui n’est pas possible puisque
1 <r < pged(m,q—1). En insérant (75) dans (74), on obtient

r kt
ay = mod1 (1<k<yq),
pged(m, g — 1) pged(m,q—1) ( )
et par suite
(76) ray = kt mod pged(m,q—1) (1 <k <q).

Introduisons a présent 6 = pged(r,m,q — 1). En considérant la relation (76) pour k£ = 1, on
constate que ¢ | t. On pose alors ' =1/, t' = t/d, d = pged(m,q — 1)/6. Comme 7 est non
nul, les entiers 7’ et d sont premiers entre eux. En posant s = ig4(r’), il vient

r'ap = kt' modd (1 <k <q),
puis
(77) ar = kemodd (1< k<q),

avec ¢ = st’. En considérant (77) pour k£ = 1, il vient ¢ = a; mod d et nous obtenons bien (73).
De plus la relation (73) entraine directement que pged(d, a;) divise tous les entiers a; pour
ke {l,...,q—1}, et par conséquent pged(d, a;) = 1. Par ailleurs, d | pged(m, ¢ — 1) et comme
d < r,on a bien d > pged(m,q —1)/r. O
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A présent, nous introduisons la classe F des fonctions ¢ de la forme

(78) g= Z ag| - |k avec ay,...,a,-1 € Z et pged(ay, ..., a,-1) = 1.
1<k<q
La classe FT est incluse dans I’ensemble des fonctions fortement g-additives.
Nous rappelons qu’étant donné m € Z, on dit qu’une suite (g(p)),ep est équirépartie modulo
m si pour tout b € Z,
1 1
lim —— card{p < z, =bmod m} = —.
i oy crdlp < @ g(v) b=

On voit par exemple d’apres le théoreme A que la suite (s(p))yep est équirépartie modulo
m des que pged(m,q — 1) = 1. En revanche, des que pged(m,q — 1) > 1, des cas dégénérés
apparaissent. Cela est du au fait pour tout diviseur d de ¢ — 1, on a (cf lemme 12 de [29] par
exemple) pour tout n € N,

(79) s(n) = n mod d.

La relation (79) peut entrainer un défaut d’équirépartition pour des fonctions distinctes de
la somme de chiffres. Considérons a cet égard les exemples suivants. Lorsque ¢ = 5, m = 2,
g=]|-]1+]|-]3 onapourbeZ,
9(p) = bmod 2 <= |p[1 + 2[p|> + 3|pls + 4[p|s = b mod 2
< s(p) = bmod 2
<= p =bmod 2,

de sorte que

, 1 sib est impair,
lim
z—o0 (1)

0 sinon.

card{p < z, g(p) = b mod 2} = {

Maintenant, lorsque ¢ =7, m =6, 9 =2|-|1+|-|2+2| |4+ |5, on a d'une part pour b € Z,
9(p) = bmod 6 = 2|p[1 + [pl> + 2|pls + |p[s = b mod 3
et d’autre part
2lph + [pl2 + 2[pla + [pls = bmod 3 <= 2(|p| + 2|pl2 + [pls + 2|pls) = b mod 3
<= 2s(p) = bmod 3
<= s(p) =2bmod 3
<= p = 2b mod 3,

et on obtient un cas dégénéré des que b = 0 mod 3.
Ces considérations et ces exemples nous conduisent a introduire la définition suivante.

Définition 1. Etant donnés des entiers qg,m =2 etge FT, on appelle entier caractéristique
de g, m et q et on note d = dg 4, le plus grand diviseur positif de pged(m,q — 1) tel que pour
tout n € N,

(80) g(n) = g(1)s,(n) = g(1)n mod d.
On pose alors

m
J={0<ji<m—1, — |4},
(81) 1 ={0< d|J}
Jo={0,1,...,m—1}\ J.
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Notons que l'entier d est bien défini puisque la relation (80) est toujours satisfaite pour d = 1.
De plus les entiers g(1) et d sont premiers entre eux : d’apres la relation (80) appliquée pour
n=12,...,¢g—1, le plus grand diviseur commun de g(1) et d divise tous les entiers a; qui
sont supposés premiers entre eux.

Par ailleurs observons que d = 1 deés que pged(m, ¢ — 1) = 1. Enfin, remarquons que (80) est
équivalente a

(82) ar =atkmodd (1<k<yq).

Proposition 5. Soit g, m > 2, g € F© et d = dy 4 Uentier caractéristique défini en (4). II
existe 0gmq > 0 tel que pour j € Jo, v 22, B ER, on a

Ze (ig(p) + ﬁp) < (log x)*z'~o9ma,
p<T m
La constante implicite ne dépend que de q.

Démonstration. Soit j € Jy. Si pgcd(# 17, alors L (0 ai,...,aq-1) € D d’apres le lemme 15,
et donc, d’apres la proposition 4, il existe 7 gig >0 tel que

2 <%g(p) * ﬁp) < (loga)’s’ v <pgcd(77r:q ~1) JU')'

p<zT

Si d = pged(m,q — 1), la preuve est achevée. Supposons & présent que d < (m,q — 1) et que

m | 7 : comme de surcroit % { j, I'entier j peut alors s’écrire sous la forme
m d —1
_ (upgc (mg=1) r),
pged(m,q — 1) d

avec 0 <u < det 1< r<pged(m,q—1)/d. On a donc

S e (Lot + o) = Ze<9 G+ gcd(ﬂz,q—1)>+6p>

p<T p<z
g 1)pu rg(p)
_p; ( d gcd(m,q—1)+ﬁp>’

ou la deuxieme égalité résulte de (80). Ainsi,

e (ot + )] < | e (=) + (47 +2)o)|

Supposons par 'absurde que m(
d'|pged(m, ¢ — 1) tel que pged(ay, d’) =1 et

ar = arkmod d', (1<k<q),

0,a1,...,a4-1) ¢ D. D’apres le lemme 16, il existe

et de plus

g > peedlm g —1)
- r
ce qui contredit la maximalité de d. Par conséquent,

- 0,a1,...,a4-1) € D,

pged(m,q—1)

> d,
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et donc, d’apres la proposition 4,

' Du 1-, r
(53) S e (Low) + (L2 1+ 8)p) < (ogayie’ T,
p<T m
avec Ty, x> 0. Nous obtenons bien la conclusion souhaitée avec
84 o = min min T, 4, min Tg——r | >0.
( ) g,m,q < pgcd(z,qfl)ﬁ %%9 1<T<pg0d(m,q71) qvpgcd(m,q—l)g>
d

O

Nous sommes maintenant en mesure d’établir le résultat principal de ce paragraphe. Confor-
mément a l'usage, m(z;/¢, k) désigne le nombre de nombres premiers congrus a ¢ modulo k
n’excédant pas x. Le résultat suivant généralise le théoreme 3 de [29].

Théoréme 4. Soient g, m > 2, g € F et d = dgy 4., Uentier caractéristique défini en (80). On
pose ¢ = i4(g(1)). On a pour tout x > 2, b € Z,

0oul sipged(b,d)>1,

85 d{p <z, g(p) = bmod m} = ‘
(85) card{p < z, g(p) mod m} {%ﬂ-<x;bcyd)_’_0((log1‘)3 1=goma)  sinon,

0U Oy mq > 0 est défini en (84), et la constante implicite ne dépend que de q. En particulier la

suite (g(p))pep est équirépartie modulo m si, et seulement si, d = 1.

Démonstration. On a les inclusions d’ensembles

%6 {p <=, g(p) =bmodm} C {p<w, g(p) =bmodd} C {p <z, g(l)p=0bmod d}
0 C card{p < &, p = be mod d} € {p < . peed(,d) | ph

ce qui implique que I'ensemble {p < z, g(p) = b mod m} contient au plus un élément des que
pged(b, d) > 1. Supposons a présent que pged(b, d) = 1. Nous pouvons écrire la décomposition

card{p < z, g(p) = bmod m} = S; + 5
avec

Sl=—ZZe(% =)

J€J1 p<T
5= L5 e (L ).
jEJ2 p<z
D’apres la proposition 5 nous avons
Sy < (log x)?z!~79ma,
Tout entier j € J; est de la forme j = um/d avec 0 < u < d, d’on
u
=3 3 (Gl -).
p<z 0<u<d
D’apres (80), on obtient

= Z Z e <%(g(1)p — b)) =d Z 1 =dn(x;be,d),

p<z 0<u<d p<zT
g(1)p=bmod d

et la preuve est achevée. l
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Nous sommes maintenant en mesure d’étudier en toute généralité la quantité
card{p < x, g(p) = b mod m}.

Comme nous allons le voir, il est toujours possible de se ramener au cas ot g € F' et d’employer
ainsi le théoreme 4.
En effet si g est non nulle et fortement ¢g-additive donc de la forme

g = Za’k’"‘k’a
1<k<q

on peut introduire ¢ le plus grand diviseur commun des entiers a4, ..., a,—; puis la fonction
g définie par g = 6g. Les coefficients g(1) = a3,...,9(¢ — 1) = a,—; sont premiers dans leur
ensemble, et donc g € F*. Par ailleurs, la relation de congruence g(p) = b mod m est équivalente

a une relation du type g(p) = b mod m avec m,b e Z.
Plus généralement, si g est une fonction de la forme

g = Z a’k" : |k’7
0<k<q
on peut introduire la fonction gq fortement g-additive définie par
Jo = Z (ax — ao)l - |r,
1<k<q

et on a alors
9(n) = ao(|nfo + ... + |nfg-1) + go(n)
= ao(Uogq n|+ 1) + go(n).
Et en se ramenant au cas précédent, on peut évaluer le nombre de nombres premiers p d’un
intervalle de la forme [¢7 !, ¢/[ satisfaisant & g(p) = b mod m. En effet, avec ces notations,
(87) card{¢" ' <p< ¢, g(p) =bmod m} = card{¢" ' <p < ¢, go(p) = b — apj mod m}.

Suivant les valeurs de j, la quantité (87) peut valoir 0, 1 ou alors approximativement c(w(qj ) —

7'('((]]'71)) ol ¢ est une constante qui ne dépend ni de 7, ni de b. De sorte qu’il existe des cas pour
lesquels la limite

lim

e card{p < z, g(p) = b mod m}

existe, d’autres pour lesquels elle n’existe pas. A titre d’illustration, nous présentons deux
exemples.
Lorsque ¢ =3, m=4,g=2|-]g+|-|1,onapour j € N, ¢! < < ¢,
{f'<p<z glp)=1mod4} ={¢ ' <p<uz, |pi=1-2jmod4}.

L’entier caractéristique de ¢ = 3, m = 4 et n + |n|; vaut 2. Donc en appliquant le théoreme 4,
nous obtenons,

(z) —7(¢")

(83)  card{¢/ ' <p<w, g(p)=1mod4} = + O ((log )Pa!~osma)

2
et ainsi,
1 B 1
lim @) card{p < , 2|plo + [pl = 1 mod 4} = .
Toujours avec ¢ = 3, m = 4, on a maintenant pour g = |- |o+ |- |1, j E N, ¢ ' <2 < ¢,

{qj_1 <p<uz, g(p)=1mod4} = {qj_1 <p<uz, |pli =1-jmod 4},
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et nous obtenons,

0 ou 1 si j est impair,

89 card{¢ ' <p <z, =1lmod4} = i
) K ! o) } {W(I)—g(q 2+ O((log )3z ~7sma) sinon,

de sorte que la quantité

1
——card{p < z, |plo + |p|1 = 1 mod 4}

m(x)

n’a pas de limite lorsque = — oo.

Dans la suite, nous poursuivons notre étude des nombres premiers satisfaisant a une condition
du type g(p) = b mod m. Nous nous restreindrons cependant désormais au cas ou g € FT :
comme nous venons de ’expliquer, on peut toujours se ramener a ce cas, bien que des énoncés
tout a la fois maniables et valables en toute généralité semblent difficile a obtenir.

9.2. Propriétés statistiques de la suite constituée des nombres premiers p tels que
g(p) = b mod m.

9.2.1. Equirépartition modulo 1. Soit ¢ € FT. Au vu du théoréme 4, la suite des nombres
premiers satisfaisant a une relation du type g(p) = b mod m ne comporte un nombre infini de
termes que si pged(b, d) > 1, d étant I'entier caractéristique de g, m et gq.

Théoréme 5. Soit q,m > 2, g € F', d = d, ., Uentier caractéristique défini en (80), b € Z
tel que pged(b,d) = 1 et « € R. La suite u = (pa), ot p parcourt l’ensemble des nombres
premiers p vérifiant la condition g(p) = b mod m, est équirépartie modulo 1 si, et seulement si
a est un nombre irrationnel.

Démonstration. Si a est un nombre rationnel, la suite u ne prend qu’un nombre fini de va-
leurs modulo 1 et n’est donc pas équirépartie modulo 1. Supposons réciproquement que « est
irrationnel. D’apres le critere de Weyl, il suffit de prouver que pour tout h € Z*,

(90) ! Z e(hap) =o(1) (z — o0).

card{p < z, g(p) = b mod m}

pPsT
g(p)=b mod m

La condition pged(b, d) = 1 entraine, en vertu du théoréme 4 et du théoreme B,
(91) card{p < z, g(p) = b mod m} =, 4.4 7(2).
Par ailleurs,

> e(ham]—\%sze(%@(p)—mhap)\

p<T Jj=0 p<z
g(p)=b mod m

1 J 1 J
< o) o) |+ 2 3232 (Ta(e) + hov)|
mZ‘Ze<mg(p)+ ap +mZ > _e(-9(p) + hap
jeJ1 p<Lz je€J2 p<Lz
D’apres la proposition 5, on a

1 .
m Z ‘ Z € (ig(p) + hap) ‘ < (10g :C)ggglfagamq_
m m

jeJ2 p<sw
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Par ailleurs, si j € J; alors j = um/d avec 0 < u < d et d’apres (80)

D e (%g(p) + hap) => e (gg(p) + hap)

p<T p<T
= Z ( )p+ hap)
pPsT
ug(1)
= ( (45 ),
p\I
Comme « est un nombre irrationnel, le nombre £~ Ut ha Dest également. Or d’apres le théoreme

C et le critere de Weyl, on a
(92) Ze (p(%(l) - ha)> =o(n(z)) (z — o00),
p<T

et par suite,

(93) - Z \ S e ( )+ hap)] o((x)) (x— o0).
]€J1 p<x

Finalement nous avons

(94) = Z S e (Lotw) + hap)| = o(nl@)) (@ o0),
O<]<m p<T

et compte-tenu de (91), nous obtenons bien la relation (90). O

9.2.2. Répartition dans les progressions arithmétiques. Nous aurons 1'usage d’'une version gé-
néralisée du théoreme des restes chinois (voir [31]).

Lemme 17. Soit ay,ay € Z, ny,ny € Z*. Le systeme d’équations
T = a; mod ny
T = as mod ng

admet une solution si, seulement si, a; = ay mod pged(ny,ne). Dans ce cas, la solution est
unique modulo ppem(ny, ng).

Théoréme 6. Soit ¢, m > 2, g € Ft, d = dy, 44 Uentier caractéristique défini en (80). On
pose ¢ =1i4(g(1)). On a pour tous k > 2 et £,b € Z,

card{p < z, p = ¢ mod k, g(p) = b mod m}
(95) _Jo si £ # bc mod pged(k, d)
B L (z;v, ppem(k, d)) + O((log z )3z ~79ma)  sinon,
0U Tqm.s > 0 est défini en (84), et v est une solution du systéme
v=/{mod k
{ v = bc mod d.

En particulier, lorsque d =1, on a

m(x; 0, k)
m

card{p < z, p = ¢ mod k, g(p) = bmod m} = + O((log )3zt ~oma).
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Démonstration. Notons tout d’abord que d’apres (80),
{p<z,p=Lmodk, g(p) =bmodm} C{p <z, p=Lmodk, g(p) =bmod d}
C{p<z,p=Cmodk, g(1)p=bmod d}
C{p<z,p=Lmodk, p=bcmod d},

ce qui, d’apres le lemme 17, régle le cas ¢ # be mod pged(k, d). Supposons a présent que l'on a
¢ = be mod pged(k, d). Nous avons

card{p < z, p = ¢ mod k, g(p) = bmod m} = % Z Z e (%(g(p) — b)>

0<j<m  psz
p={¢ mod k

=51+ 0(5:)
avec

51=%Z > e(%(g(p)—b))

jeN p<T

p={ mod k
=23 X e(Low)]
2 m mgp .
J€J2 p<T

p=¢ mod k

Lorsque j € Js, on a d’apres la proposition 5

) d e (%g(p)ﬂ < % > ’Ze (%g(p) + %p)‘ < (log )3z~ ooma,

lg)é:fc 0<n<k p<z
p={ mod k

et par suite,
Sy < (log x)3z'=7ma,
Par ailleurs,

51:% > Ze@(g(l)p—b)):% > 1=% o1

psz - O<u<d PST p<z
p={¢ mod k p=¢ mod k p={¢ mod k
g(1)p=b mod d p=bc mod d

ce qui, compte-tenu du lemme 17 et de la définition de v, fournit bien le résultat escompté. [

9.3. Probleme de Goldbach ternaire avec conditions digitales.

Notre derniere application concerne une généralisation d’un résultat classique de Vinogradov
concernant le probleme de Goldbach ternaire (cf. par exemple [11] chapitre 26) : rappelons que
pour tout A > 0 fixé,

2

PV = Y A A(m)A(ns) = %G(N)NQ + oA(W) (N e NY).
T T )

et que lorsque N est un entier impair on a G(N) > 1, de sorte que 7(N) > N? pour tout
entier N impair suffisamment grand.

Dans ce qui suit, nous considérons pour ¢ € {1,2,3} une base de numération entiere ¢; > 2
ainsi qu’une fonction g; fortement g-additive non nulle, donc de la forme

(96) gi(n) = Z air|n|l, (agx € Z pouri € {1,2,3},1 <k < q),

1<k<q;
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ol |nl; désigne le nombre d’occurrences du chiffre & dans le développement en base ¢; de n.
On suppose également que pour chaque ¢ € {1,2,3}, pged(ai, ..., aiq-1)) = 1. Pour chaque
i € {1,2,3}, nous considérons un entier m; > 2.

Afin d’énoncer un résultat clair, nous faisons également I’hypothese dans ce qui suit que les
entiers caractéristiques d; = dg, m,q (1 = 1,2,3) sont tous égaux a 1. C’est notamment le cas
des que pged(m;, ¢; — 1) = 1 pour tout i € {1, 2, 3}.

Usant de la notation x pour désigner un triplet (z7, xs,x3), nous introduisons

<97> T<N7 q, m, b) = Z A(nl)A(n2)A(n3)7
gi(ni)Ebi mod m;, iE{172,3}

ou b = (b, bg, b3) est un triplet de nombres entiers.

Théoreme 7. Sous ces hypotheses, il existe jigmg > 0 tel que pour N > 2,
r(N)

mimsaims

r(N,q,m,b) = + O((log N)? N?~Hams),
ot la constante implicite ne dépend que de q. En particulier, il existe un entier Ny dépendant
de q, m et g tel que tout entier impair N > Ny s’écrit sous la forme

(98) N =pi+p2+ps avec gi(p;) = b; mod m; pouri € {1,2,3},
ol p1, p2 et ps sont des nombres premiers.

Remarque 2. [l est possible de s’affranchir de I’hypothese faite sur les entiers caractéristiques
dy,dy, d3 et, sous les conditions pged(b;, d;) = 1 pouri € {1,2,3}, d’obtenir une formule asymp-
totique générale pour r(N,q, m,b) dont le terme principal serait a un coefficient multiplicatif
pres la quantité

(99) > A(m)A(na)A(ng),
ni+n2+nz=N
nj=c; mod d;
je{1,2,3}
ot I'on a posé pour i € {1,2,3}, ¢; = bjia,(g;(1)). Une formule asymptotique pour la quantité
(99) est contenue dans le résultat principal de [20] : pour A > 0, N > 2, pged(c?;,d;) = 1 pour
j€{1,2,3}, ona

Ug(N)N2 N
A(ny)A(na)A(ng) = + 00—,
nl+n§3:N (n1)A(n2)A(ns) 2¢(dy)p(ds2)p(ds) ((]QgN)A)
nj=c; mod d;
je{1a273}

ou @ désigne la fonction indicatrice d’Fuler, et ot la constante implicite est autorisée a dépendre
de A, dy, dy et ds. La quantité o3(N) est une série singuliére issue de la méthode du cercle : la
définition de o3(N) étant fastidieuse, nous renvoyons a [20] pour les détails et nous bornons a
signaler que o3(N) = 0 si, et seulement si :
— s0it N # ¢1 + ¢ + c3 mod (pged(dy, da, d3)) ;
— soit il existe un nombre premier p et un triplet d’entiers deux a deux distincts (j, k,l) €
{1,2,3} tels que p | pged(d;, dy), ptde et p | n— (¢; + cx).

Démonstration. Nous employons ici la notation

Ti(z; 0, B) = ZA (agi(n) 4+ Bn) (o, B €R).

n<e
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Rappelons que 'on peut écrire (V) sous la forme

(100) r(N) = / (3 Atnye(nt))” e(~Nydt.

1
0 n<N
De méme, en employant la relation d’orthogonalité (2), on a

71<N7 q? m7 b)

:/0 e(—Nt)H( 3 A(n)e(nt))dt

n<N
gi(n)=b; mod m;

1 kiby  koby  ksbsy ! ki
= mae Z e<_ nllll_ 772122_ ;133>/0 e(—Nt)leTz(N?Evt)dt-

0<k1<my
0<ka<mea
0<ks<ms

En isolant le terme correspondant a k; = ky = k3 = 0, nous obtenons

N S
(101) T(quvmvb) = L_I_O<—>a
mimsamns mimsaimns
avec
1 3 k.
102 5 = :/;-(N; —’,t> ‘dt.
(102 > [T
0<ki<ma =1
0<ka<ma

0<ks<ms
(k1,k2,k3)#(0,0,0)

Considérons un triplet (ki, ko, k3) tel que (kq, ko, k3) # (0,0,0). Sans restreindre la généralité,
on peut supposer que k; # 0. En utilisant 'inégalité |ab] < max(|a|?, |b|?), on obtient alors,

1 3 k 1
(103) / H T1<N;_1,t> max/
0 i 1=2,3 0

my
Comme d; vaut 1, 'ensemble J; (voir définition en (81)) relatif a dy est réduit a {0}. Par
conséquent, ki /my appartient a 'ensemble J, relatif a d;, et d’apres la proposition 5, on obtient
via une intégration par parties standard,

T, (N; L t) (th.

my;

ki
Ti<N; —,t) ‘dt < max
m; te(0;1]

k
T1 <N’ _17 t) < (log N)4N1_0917m1=ql .
my

En employant ’égalité de Parseval on obtient ainsi
[1
0 =1

ou la derniere majoration résulte de la majoration A(n) < logn et de l'inégalité classique de
Tchebychev, > A(n) < N. En posant,

k;
Ti(N ; —,t) (dt g (log NYINT=7oma 3™ A(n)?
m;
n<N

Lg N*77orma(log N)?,

104 e = TN Op o >0,
( ) #'CL 8 74613%,12?3} O-gla 90

nous obtenons
(105) S <q mimamgz N*“Hame(log N)°.

En insérant (105) dans (101), nous obtenons bien la conclusion souhaitée. O
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