Kapitel 8

Analysis im R"

In diesem Kapitel geht es um die Erweiterung dessen, was fir Funktionen R — R
aus der Analysis 1 bereits gut bekannt ist, auf den mehrdimensionalen Fall, also auf
Abbildungen R™ — R oder noch allgemeiner R™ — R™,

Das beginnt mit der Differentialrechnung und ihren Anwendungen, (Extremwert-
aufgaben genauso wie die mehrdimensionale Verallgemeinerung des Satzes von Tay-
lor oder des Newton-Verfahrens). Aus der Differentialrechnung fiir Funktionen meh-
rerer Verdnderlicher erhdlt man auflerdem ein machtvolles Werkzeug, um die bisher
etwas stiefmiitterlich behandelten impliziten Funktionen genauer zu untersuchen: den
Hauptsatz iber implizite Funktionen. Dieser erlaubt es unmittelbar, Aussagen iiber
die Auflosbarkeit von nichtlinearen Gleichungssystemen zu machen.

Die mehrdimensionale Integralrechnung andererseits erweitert wesentlich unse-
re Moglichkeiten, vorerst Volumina und darauf aufbauend verschiedenste andere
Grifien zu ermitteln. Um die Kraft der Mehrfachintegrale allerdings voll einsetzen
zu kdnnen, bendtigen wir allerdings oft allgemeinere Koordinatensysteme als das
kartesische; auch diese werden hier vorgestellt und genauer untersucht.

Schlieflich und endlich wird dieses Kapitel nahezu nahtlos im ndchsten fortge-
setzt, in dem es wm Vektorfelder, Differentialoperatoren, Linien- und Oberflichenin-
tegrale geht. Fiir diesen Themenbereich, der zahlreiche Anwendungen in der Praxis
hat, wird sich die Beherrschung der mehrdimensionalen Differential- und Integral-
rechnung als essentiell erweisen.
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8.1 DIFFERENTIALRECHUNG IM R"

8.1.1 Funktionen mehrerer Variablen

Bisher haben wir uns in erster Linie mit Funktion einer reellen Variablen beschéftigt.
In der Natur hingen Grolen aber oft von mehreren (voneinander unabhéingigen)
Variablen ab. Die kinetische Energie eines Korpers Wy, = m2”2 ist eine Funktion
von m und v, die potentielle Energie Wy, = mgh im Gravitationsfeld héngt — selbst
wenn man g als konstant ansieht — von m und h ab. Die Temperatur in einem Raum
wird von den Ortskoordinaten z, y, z abhédngen und sich vielleicht auch noch mit

der Zeit dndern: T'(z,y, z,t) ist also eine Funktion von vier Variablen.

All das zeigt, dass es keineswegs mathematischer
Selbstzweck ist, Funktionen von mehreren Variablen
zu betrachten, sondern dass sich in jedem Fall zahl-
reiche Anwendungen finden lassen werden. Nun ist
es aber konzeptionell sehr umstindlich, wenn man
f(z1, o, ..., x,) wirklich als von mehreren Variablen
abhéngig ansieht. Viel praktischer ist es da, einfach
f(x) zu betrachten, wobei © = (z1, x2,...,z,) € R”
ist. Man faft also die n Variablen zu einem n-tupel

zusammen.
Klarerweise éndert das an der expliziten Funktion selbst nichts; wir betrachten aber

jetzt Abbildungen vom R™ in die reellen Zahlen R, x — f(x). Funktionen lassen
sich ja ohnehin zwischen beliebigen Mengen definieren, und in R™ haben wir mit
D(z,y) = +/(z1 —y1)2 + ...+ (2, — yn)? sogar noch einen Abstand zur Verfiigung,
also einen metrischen Raum vorliegen.

Nun kommt uns die Einfithrung solch abstrakter Strukturen wie eben metrischer
Réume zugute. Fiir jeden metrischen Raum sind Begriffe wie Umgebungen, Folgen
und Konvergenz bereits definiert, wir brauchen uns also jetzt nicht mehr den Kopf
zu zerbrechen, wie man etwa Stetigkeit fiir Funktionen R” — R definieren kénnte
— sobald wir uns in der Definitions- und der Bildmenge auf einen Abstand geeinigt
haben, ist alles erledigt. Wir koénnen also Funktionen mehrerer Variablen fast wie
gehabt behandeln, sie auf Stetigkeit untersuchen und uns schliefilich (als hohes Ziel
der Analysis) mit ihrer Differenzierbarkeit und Integrierbarkeit beschéftigen.

An dieser Stelle konnte man natiirlich einwenden: Wenn es Funktionen R” — R
gibt, warum nicht der Fairness halber auch von R in einen R™ oder gleich der
Allgemeinheit zuliebe von R™ nach R™?7 All diese Fille sind natiirlich moéglich, und
wir werden sie noch gebiihrend behandeln. Jetzt nur zur Ubersicht (und mit der
zugegebenermaflen ein wenig schlampigen Vektornotation):

R — R =z f(x) der bisher behandelte Fall reeller Funktionen
R" — R x~ f(x)
R — R™ =z f(zr) Dbeispielsweise Darstellung von Raumkurven
R* — R™ zw— f(x)

Funktionen mehrerer Variablen

Flachen, nichtlineare Gleichungssysteme
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Vorlédufig widmen wir uns aber erst einmal ganz intensiv Funktionen R” — R — und
n wird dabei in den meisten Féllen gleich Zwei oder héchstens Drei sein. In héheren
Dimensionen laufen alle Rechnungen praktisch analog, nur die Schreibarbeit nimmt
zu und es wir immer schwieriger, sich noch etwas vorzustellen. Im Fall R — R war
es ja (zumindest in nicht pathologischen Féllen) meist moglich, den Graphen einer
Funktion zu zeichen. Ahnliches gelingt auch noch fiir R? — R:

Dabei werden in ein dreidimensionales kartesisches Koordinatensystem die Punk-
te (z,y, f(x,y)) gezeichnet, diese bilden eine Art von Fliche. Natiirlich kann diese
Fliache im Prinzip beliebig wild und zerkliiftet sein, meist werden wir es aber mit
,schonen“, also stetigen und nicht zu wild oszillierenden Funktionen zu tun haben
— man muss sich ja das Leben nicht schwerer machen als notwendig.

Es ist aber wichtig, sich immer dariiber im klaren zu sein: Was man da sieht,
ist nicht ,die Funktion f an sich“, sondern nur die Menge G = {(z, y, 2)|z =
f(z,y)} C R3 (oder eigentlich, da die dreidimensionale Drucktechnik ja noch in den
Kinderschuhen steckt, ihre zweidimensionale Projektion auf ein Blatt Papier). Fiir
die einige Musterfunktionen sieht das dann in etwa so aus:

jra

[ N O R SR

J(@,y) = sin(zy) e~ 100" ) fa(z,y) = sin(z) cos(y) + 3¢~ @)
43¢ ((@+3)*+(=3)%)
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8.1.2 Richtungsgrenzwerte und Richtungsstetigkeit

Wie schon erwdhnt ist die Stetigkeit fiir reellwertige Funktionen von mehreren Va-
riablen bereits durch die Einfithrung eines Abstandes definiert, da dieses Konzept ja
fiir beliebige metrische Rdume gilt. In unserem Fall bedeutet Stetigkeit am Punkt
P: Fiir jedes € > 0 gibt es ein § > 0, so dass | f(X) — f(P)| < ¢ fiir alle X € R™ mit
| X — P| < 6.

Weit praktischer als diese Definition war aber bei Funktionen einer Variablen das
folgende Kriterium: Eine Funktion f ist stetig in xg, wenn lim, ., f(z) = f(zo).
Es wire schon, wenn wir so etwas auf unseren Fall iibertragen konnten, also sagen:
Fine Funktion ist stetig an P, wenn

lim f(X) = f(P).

X—P

Das ist natiirlich moglich, allerdings machen Grenzwerte im Mehrdimensionalen
deutlich mehr Schwierigkeiten als im eindimensionalen Fall.

Um das einzusehen, greifen wir auf die allgemeine De-
finition des Grenzwertes einer Funktion zuriick: Es ist

9= lim f(x), @
wenn fiir alle Folgen {4,} mit lim, .. A, = P, wei-
ters A, € D(f) und A,, # P jeweils lim,, o, f(4,) =
g ist. Hier stoflen wir aber auch schon eine jener
Schwierigkeiten, die manches im Mehrdimensionales
eben doch unangenehmer machen als im Eindimensio-
nalen:
Wiéhrend in R eine Folge nur von links und/oder von
rechts kommen kann, gibt es jetzt viel mehr Rich-
tungen, und auch beliebig spiralige Bahnen, Zickzack-

Kurven und andere Unannehmlichkeiten sind méglich.
Alle diese Moglichkeiten miisste man also in Betracht ziehen und entlang aller nur

denkbaren Folgen von Punkten (bzw. entlang aller nur moglichen Kurven) die ent-
sprechenden Grenzwerte bilden — nur wenn diese alle iibereinstimmen, kann man
von einem echten Grenzwert sprechen.

Klar dass eine solche Vorgehensweise nicht praktisch durchfiihrbar ist. Als einen
ersten Schritt untersuchen wir also nur die Anndhrung entlang einer Gerade durch
den Punkt P mit Richtung a. Ganz generell wollen wir Richtungen im R” immer
durch Einheitsvektoren beschreiben, es ist also |a| = 1.
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Betrachten wir die Werte der Funktion f vorerst
nur auf dieser Gerade g : X = P+ha , so haben
wir lediglich eine Funktion von einer Variablen
h vorliegen — jetzt den Grenziibergang durch-
zufithren macht keine Schwierigkeiten. Man hat
es einfach mit dem Grenzwert

]}Limo f(p1 + hai,p2 + hag, . ..,pn + hay)

zu tun, wobei a = (ay,...,a,) und eben a? +
...+ a? =1 ist. Diesen Limes bezeichnet man
(wenn er existiert) als Richtungsgrenzwert von
f an P in Richtung a und schreibt:

(a) — lim f(X).

X—P

BEISPIEL:

Ist der Richtungsgrenzwert gleich dem Funktionswert f(P), so heifit f (rich-
tungs)stetig an P beziiglich der Richtung a. Nun kénnte man naiverweise annehmen,
eine Funktion sei stetig an P, wenn sie in P beziiglich aller Richtungen richtsstetig
ist — dem ist aber leider nicht so.

BEISPIEL: Wir betrachten die (bewuflt ein wenig bosartig konstruierte) Funktion

o g ) #0,0)
[, y) { 6 fﬁr(x,y):(0’0)>

am Punkt P = (0, 0). Beinahe jede beliebige Richtung kann man mit dem Vektor

3 1 1
= ———
\/1+k2(k>

beschreiben, die einzigen beiden Ausnahmen sind b = (0, 1) und &= (0, —1). Also
bestimmen wir die entsprechenden Richtungsgrenzwerte an P = (0, 0):

Nun kennen wir also schon zwei Methode, die im allgemeinen nicht funktionieren,
um die Stetigkeit von Funktionen R™ — R zu iiberpriifen: Alle Folgen zu untersuchen
ist aus praktischen Griinden nicht durchfithrbar, alle Richtungen zu untersuchen
geniigt leider nicht.

Sehr wohl aber kann man bei unstetigen Funktionen mit beidem arbeiten: Fin-
det man eine Folge (X,,), die den geforderten Bedingungen entspricht, fiir die aber
lim,, o f(X,) entweder gar nicht existiert oder zumindest # f(P) ist, kann die
Funktion nicht stetig sein, ebensowenig, wenn man zwei Folgen (X,,), (Y;,) kennt,
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fiir die limy, o0 f(Xp) # limy, oo f(Y5) ist. Analoges gilt fiir Richtungsgrenzwerte
bzw. allgemeiner fiir Grenzwerte entlang beliebige Kurven.
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Zeigen von Stetigkeit

Um nun tatséchlich die Stetigkeit einer Funktion R® — R zu zeigen, sind die M&glich-
keiten sehr eingeschrankt. Die e-d-Methode funktioniert oft iiberraschend gut; aber
auch die Idee mit den Folgen (und damit eine Zuriickfiihrung auf Grenzwerte in
einer Variablen) ist oft anwendbar:

Dazu muss man allerdings von kartesischen auf Polarkoordinaten (bzw. deren
hoherdimensionale Verallgemeinerung, z.B. Kugelkoordinaten iibergehen):

T =17 Cosp y =1 singp r=+/x%+y?

Folgen, entlang derer sich unterschiedliche Werte ergeben (oder der entsprechen-
de , kann die Funktion im entsprechenen Punkt keinen Grenzwert haben bzw. erhélt
man einen Wert, der sich vom Funktionswert f(P) unterscheidet, ist f sicher nicht
stetig.

Sehr wohl aber kann man die Argumentation hier umdrehen: Findet man zwei
Kurven, entlang derer sich unterschiedliche Werte ergeben, kann die Funktion im
entsprechenen Punkt keinen Grenzwert haben bzw. erhélt man einen Wert, der sich
vom Funktionswert f(P) unterscheidet, ist f sicher nicht stetig.

BEISPIEL: Wir betrachten die Funktion

fz,y) ={
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8.1.3 Richtungsableitungen und partielle Ableitungen

Fiir Stetigkeit bei Funktionen R® — R ist (auch wenn es in der Praxis durchaus
Probleme beim Rechnen geben kann) im Prinzip durch die Zusammenhéinge fiir
metrische Ridume alles gesagt. Ganz anders sieht es aus, wenn wir nun auch das
Konzept der Differenzierbart iibertragen wollen.

BERECHNUNG PARTIELLER ABLEITUNG

Die partieller Ableitung einer Funktion f(x1, 22, ..., z,) nach der Varia-
ble z; berechnet man, indem man alle anderen Variablen konstant hélt
und f nach x; normal ableitet.

Wir berechnen nun die partiellen Ableitungen der Funktionen
fla,y.z) =a+ e gla,y,2) =2zy+a2’ —y*  hiz,y,2) = sin’(zy2)

nach den Variablen z, y, z:

% =2 % =2y + 22 % = 3yzsin?(xyz) cos(ryz)
% = ze¥? g—g =21 — zy* ! g—z = 3xzsin®(zyz) cos(zyz)
% =22z —y* Iny % = ye¥? % = 3xysin®(zy2) cos(zyz)

»lch bin e hoch x, mir passiert nix. Kannst mich differenzieren und
integrieren, mir macht das nix, ich bleibe e hoch x.“

Da stellt sich der Funktion ein Differentialoperator in den Weg. Sie ruft
ihm entgegen: ,,Ich bin e hoch x, mir passiert nix.

Darauf der Operator: ,,Bist du aber bléd. Ich bin die partielle Ableitung
nach y.“
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8.1.4 Differenzierbarkeit

Wir kennen nun partielle Ableitungen bzw. Richtungsableitungen — aber wie es die
Namen schon andeuten, der Weisheit letzter Schluss werden sie beide nicht sein.
In beiden Fillen haben wir es ja nur mit den , herkémmlichen“ Ableitungen einer
reduzierten Funktion zu tun, die nur mehr von einer Variablen abhéngt; dement-
sprechend kénnen wir nicht erwarten, dass diese Ableitungen (selbst wenn man alle
moglichen Richtungen betrachtet) das Anderungsverhalten einer gegebenen Funkti-
on von mehreren Variablen wirklich erfassen konnen.

Nehmen wir etwa wieder die (schon bekannte und als unstetig gebrandmarkte)
Funktion

1 firz=9% >0

flz,y) = { 0 sonst

so existiert die Ableitung in (0, 0) entlang jeder Richtung und hat immer den Wert
Null. An den Richtungsableitungen 148t sich also nirgendwo ablesen, dass f in jeder
Umgebung von (0, 0) auch irgendwo den Wert Eins hat. Die Richtungsableitungen
beschreiben demnach das Verhalten der Funktion f ,nicht gut genug®“. Wir wollen
dann auch eine solche im Ursprung nicht einmal stetige Funktion dort keinsfalls als
differenzierbar einordnen.

Was bedeutet Differenzierbarkeit aber im allgemeinen Fall? Doch wohl lineare
Approximierbarkeit mit einem Fehler, der von héherer als erster Ordnung verschwin-
det. In unserem Fall: Wir wollen einer Funktion f dann zugestehen, dass sie im Punkt
(&1,. .., &) differenzierbar ist, wenn man sie so in der Form

f(xla-u7$n):f(élv"-afn)+al'(xl_51)+~"+an($n_gn)+""($la~-a$n)

schreiben kann, dass gilt:

lim r(z1,...,%n) _0
z—¢ |z —¢

Graphisch bedeutet das, wir kénnen unsere Funktionsfliche , geniigend gut“ durch

eine Ebene bzw. in einem hoherdimensionalen Raum eine Hyperebene annéhern.

Dass wird natiirlich keineswegs immer mdglich sein, selbst wenn die partiellen
Ableitungen existieren. Ist die Funktion allerdings tatséchlich differenzierbar, dann
(so zeigt es sich) gilt fiir die Koeffizienten aj, der linearen Approximation erfreuli-
cherweise:

ag = 88;;(517' .. agn)7

die partiellen Ableitungen sind also tatséichlich zu etwas gut.
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richtungsstetig < Richtungsableitungen

partiell differenzierbar
wenn die partiellen Ableitungen
i LE(x,) existieren und

beschranit sind wenn die partiellen

Ablettungen in
TL(x,) existieren
und stetig sind

stetig < differenzierbar
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BrisPIEL: Wir bestimmen die Tangentialebene an die Fliche z = f(z,y) = 22—y —
zeY im Punkt (z,y) = (1,0). Fir x =1, y = 0 ist z = f(1,0) = 0, wir erhalten also
als vollstindige Koordinaten P = (1, 0, 0). Nun ermitteln wir die ersten partiellen
Ableitungen:

of of

=2z —¢¥ L =2-¢"=1

g:r ree 0z 1(1,0) ¢

—f:—l—xey —f) =-1-¢e"=-2

Oy dy 1(1,0)

Der Normalvektor an die Ebene ist also n = (1, —2, —1), und wir erhalten aus
1 T 1 1

21y ]=]-2]
-1 z -1 0

die Ebenengleichung 7p: x — 2y — 2 = 1.

BEISPIEL: Gegeben ist die Funktion

L i (2, y) # (0,0)
fla,y) = { Sy fir (z,y) = (0,0)

Man iiberpriife die Funktion auf Stetigkeit und Differenzierbarkeit. Weiters berechne

man an der Stelle (x,y) = 0 den Gradienten und die Ableitung nach der Richtung
—_ (L 1

a=( V2 \/5)

An allen Punkten aufler (x,y) = (0,0) ist f natiirlich als Zusammensetzung stetiger und

differenzierbarer Funktion ebenfalls stetig und differenzierbar. Zu untersuchen bleibt der
Ursprung, hier erhalten wir:

. xy? 73 cos psin? ¢ . 7 cos @sin? @
G= Ilm ———0=Ilm — m —
(xy)—(0,0) 22 +y* r—0r2cos2p+risin®p r—0cos?p+ r2sin® @

Dieser Ausdruck héngt vom Winkel ¢ ab. (Das sieht man z.B., indem man einmal ¢(r) = r
und einmal ¢(r) = § — r wihlt. Im ersten Fall ist sin ¢ ~ r und cos¢ ~ 1, G wire Null; im
zweiten Fall hat man sing ~ 1 und cos ¢ ~ r, das liefert G = %) Der Grenzwert existiert

also nicht, daher ist die Funktion f in (0,0) nicht stetig und erst recht nicht differenzierbar.

of . f(h,0)—f(0,0) . 1/ h-0 L B
A N L AV I A
of . f(0,h) = f(0,0) .. 1[0-h? L _
a0 = T = imy (o 0) T im0 =0

Der Gradient im Ursprung ist also (grad f)(0,0) = (0, 0). Fiir die Ableitungg nach a erhalten

WIr':
of B 00 w3 evE) 1 1vE)
3g (00 = Jlim h SR Rz A AR 12+ R2E R

Da f in (0,0) nicht differenzierbar ist, gilt hier nicht g—a((), 0) = (grad f)(0,0) - a.

h
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Der Gradient

13



Kapitel 8: Analysis im R" 8.1 Differentialrechnung

8.1.5 Der Satz von Taylor fiir R? — R

Auch im Mehrdimensionalen (besser gesagt fiir Funktionen RP — R) kann man
einen Satz von Taylor formulieren. So wie im Eindimensionalen ist auch hier wieder
das Ziel, eine (oft genug differenzierbare) Funktion durch ein Polynom anzun&hern.
Polynome sehen nun leider im Mehrdimensionalen ein wenig komplizierter aus,

_ 71 Np __
Py(xq,...,2p) = E Any,np @y Tyt =
ni+...4+np<n

und entsprechend aufwendiger ist es auch, den Satz von Taylor anzuschreiben. Das
Konzept bleibt natiirlich das Gleiche: Die Polynomkoeffizienten ay, ..., werden mit
Hilfe der entsprechenden Ableitungen bestimmt. Formal sauber angeschrieben liest
sich das:

Sei G C RP offen, f € C""1(G) und h = (hy,...,hy,), so gilt: Liegen die Punkte
&+ th firte |0, 1] alle in G, so gibt es ein ¥ € (0, 1), so dass gilt:

n

1 d d\"
fla+h,.. . &+he) = ZV!Khlaxl+...+hkm> f]£+

v=0

1 0 2 \"
— |{hi—+ ...+ hp—
+(n+1)! [( Loy T kawk) fLwn

Der letzte Term ist natiirlich wieder ein Restglied, dessen Abschéiitzung meist noch
ein bisschen aufwendiger wird als im Eindimensionalen. L&t man das Restglied weg
und betrachtet nur das Taylorpolynom der Ordnung n, so kann man dieses auch ein
wenig eingingiger schreiben als:

To(tn, 2 6) = D e, (11— €)™ (g — &)™

ni+...+np<n

mit Koeffizienten, die (wie man sich leicht iiberlegen bzw. ausrechnen kann) die
folgende Gestalt haben:

1 ny+ ...+ ny am-i-...-i-npf
a = o™ ... Oz
N1,.0Np (n1+...+ ’I’Lp)! {n1,... »”p} 83’77111 T 8x$” 3
1 8n1+...+npf

ni!.. . np! Oxt ... Oxp” ¢
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8.1.6 Ubungsaufgaben — Differentialrechnung R"” — R

Man untersuche die Funktion

z2e¥4y2 cosx .
o) = { SHEEE @) 200
1 fir (z,y) =

auf Stetigkeit und ermittle die partiellen Ableitungen im Ursprung.

Aufler in (0,0) ist f mit Sicherheit stetig. Nun fithren wir Polarkoordinaten ein und

erhalten:
o i z%e¥ + y? cosx i 72 cos? eS¢+ 12 sin?  cos(r cos @)
= m e —lim : =
4)—(0,0) e +y r—0 r
- 2 rsin ¢ 2 _ 2 in2 1=
lim | cos"pe - + sin“ p cos(r cos p) cos” ¢ +sin” ¢ £(0,0)

—1

Die Funktion ist also {iberall stetig. Fiir die partiellen Ableitungen im Ursprung erhélt

man
h2el +0 o 1-1
12(0,0) = %Loh(hg—&—O 1>%}£§) h =0
. 0+ h%cos0 o 1-1
14(0,0) = %%h(w”)—ili%h—o

Man berechne alle partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung der Funktionen

f(.%’, y) = %Y + ™Y g(x, y) = sinz(a:y) h(x’ y) — ecos:p+y3

Man erhélt (aufgrund der zweimaligen stetigen Differenzierbarkeit ist f, = fy und
analOg 9zy = Gyx, ha:y = hy:r)

fo = 2xe¥ + ye®¥ Juz = 2€Y + y2e™ foy = 2xeY + ™Y 4 xye™?
fy= z2e¥ + xe® foy == 2eY 4 g2e®Y fya = 2xeY + ™Y 4 xye™
gz = 2ysin(zy) cos(zy)  gar = 2y%(cos?(zy) — sin®(xy))

gxy = Zchy(cos2 (zy) — sin?(xy)) + 2sin(xy) cos(zy)
gy = 2z sin(zy) cos(zy) = 222 (cos?(zy) — sin’(xy))

gy,; = 2zy(cos?(xy) — sin*(xy)) + 2sin(zy) cos(zy)
hy = — sin x e T+Y’ hae = (sin® z — cos ar;)ec"”“*'y2 hyy = —2ysinx R ar
hy = 2y ecos Ty’ hyy = (4y2 + 2)ecos=Hv’ hya = —2ysin z e« oY’
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Man untersuche die Funktion

SR fiir (2, y) # (0,0)
f(wvy) - { gy fiir (Sﬂ,y) _

auf Stetigkeit. Weiters berechne man die partiellen Ableitungen %(070)7 %(0,0)
und die Richtungsableitung %(O, 0) mit a = (%, %) Ist die Funktion im Ursprung
differenzierbar?

An allen Punkten aufler (z,y) = (0,0) ist f natiirlich als Zusammensetzung stetiger
und differenzierbarer Funktion ebenfalls stetig und differenzierbar. Zu untersuchen
bleibt der Punkt (0,0), hier erhalten wir:

25+ rPcosb o4 rOsin®p
im 1 1= —— = limr-
(@y)—0,0) zt +y?t  r—=0ricostp+risin®p r—0

rcos® p + sin® o 0
costp+sintp |

Der Grenzwert wird Null, da der Klammerausdruck wegen cos? ¢ + sin® p > % im-
mer endlich bleibt. (Das erhilt man aus %(cos‘l(p + sint @) = —4cos® psing +
4sin® @ cos ¢ = 4sin @ cos (sin ¢ — cos? ¢). Diese Ableitung wird in nur Null, wenn
o =km, o= %2—“7? oder |sing| = |cosp| = \% ist, was den Funktionswerten 1, 1

und 1 entspricht. Es gilt also immer 1 < cos* ¢ +sin' ¢ < 1.)

of . f(h,0)=f(0,0) .1 (h5+0 o

a0 = i T =g (R 0 T i =0

of L f0,h)—f(0,0) . 1 [04h° . h

oy 00 = Jim h = dm g \ospr —0) = imy =1

o 0.0) = 1 [(J5ys) —FO0) 1 304 @R  dh P V2
da"’ I h a0 h 1hd 4 Ipt = Al i T4

Da hier nicht %(0,0) = (grad £)(0,0) - @ gilt, kann f in (0,0) nicht differenzierbar

sein.

Man untersuche die Funktion
3
Yy

_ ] w1
flz,y) { 0 fiir (z,y) = (0,0)

auf Stetigkeit im Punkt (0,0).

Mit Polarkoordinaten erhélt man

o - i xy? i r* cos psin® ¢ . r* cos psin® ¢ _
(@,9)—(0,0) cos(z? +y?) =1 r—0 cos(r?) — 1 r=01 -4 O®r8) — 1
. —2r*cos psin® ¢ . —2cospsin®p . 3
= T AL 00 A a0 o esesity

s

und dieser Ausdruck hiangt vom Winkel ¢ ab (siehe z.B. fiir ¢ = 0 und ¢ = 7. Der
Grenzwert existiert also nicht, die Funktion ist im Ursprung unstetig.
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Kapitel 8: Analysis im R" 8.1 Differentialrechnung

Man berechne fiir die Funktion

[N
—~
=

=
SN—

3 +ay—y? .
fag)y = T )
1 fir (x,y)

die partiellen Ableitungen f, und f, an der Stelle (0,0).

\g;lr erhalte-n f(h,0)—f(0,0) _ y; 1 h®+h-0—02 — 1 R® _
%(0, 0) = llmhﬂO - h hmhﬂO n (1 + “h2xo 1) = hmh*,o W= 1

. _ . 3 h_h2 . _p2
52(0,0) = Timy, o LOMZIO — im,_o 4 (14 OGRS 1) —limy, o 55 = 1

Man untersuche die Funktion

Fay) = e~ @Y%) fiir 2 >0
’ 1 firz <0

in den Punkten (0,0) und (0,1) auf Stetigkeit.

In (0,0) ist f stetig, da fiir r — 0 immer e 51 geht. In (0,0) ist
f hingegen unstetig, wie man z.B. bei Annéherung parallel zur z-Achse
sieht:

-1,0)-li
oD (-1,0)-lim

1
~1,0) — i yy) = lim e (D) — o7l = 2 4 1= £(0,1
(=1,0) =  tim fl@y)= lim e et =-#1=f(0,1)

Man entwickle die Funktion f(z,y) = y-Inxz + zeV™2 um P = (%, —1) in ein

Taylorpolynom bis zu Termen zweiter Ordnung.

Fiir die partiellen Ableitungen bis zur zweiten Ordnung erhélt man allgemein bzw.
speziell an P = (%, —1):

— - y+2 — Of _ . 1 y+2 of | _
f=y-lmz+ze flp=2 G —y-Lie o, =0
of _ y+2 af | — 3f _ _y Ff 2
ay_lnx—i-xe Dy‘P_O Sk = — & 8:1:2|P_e
°f _ . y+2 f _ °f _ 1 y+2 8% f -
3y2_xe 87/2‘P_1 8w8y_w+e Bway‘P_Qe

Fiir das Taylorpolynom ergibt sich also

To(z,y) =2+ % (2 — 1) + Ly + 1) + 2e(x — L)(y + 1)

17



Kapitel 8: Analysis im R" 8.1 Differentialrechnung

Man entwickle f(x,y) = x¥ an der Stelle P = (1,1) in ein Taylorpolynom bis zu
Termen zweiter Ordnung und berechen damit niherungsweise V/(1,05)7.

Wir erhalten fiir die Ableitungen:

. 9 — 9
d 2l 0 - i
L —Inz.av aylp=0 SE=yly—1)av? gaklp =0
o%f _ 2 of _ 0°F _ y—1 -1 O°f |
gt = (a)zy G, =0 ooy = Ty w2t 5oy lp =1

und damit das Taylorpolynom
Ty(z,y) =14+ (@ -1+ (z-1)(y—1).
Nun benutzen wir diese Naherung
W/(1,05)% = 1,05% ~ 140,054 0,05 - (—0,1) = 1,045

Das exakte Ergebnis wire 1,05%9 = 1,04488. ..
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Kapitel 8: Analysis im R" 8.2 Abbildungen R™ — R™

8.2 ABBILDUNGEN R" — [R™

Wie bereits angekiindigt wenden wir uns nun allgemein Abbildungen f: R" — R™,
x — f(x) zu. Hier ist nun die Grenze dessen tiberschritten, was man sinnvollerweise
graphisch darstellen kann — wir werden also iiber weite Strecken ohne hilfreiche
Bildern auskommen miissen.

Auch wenn es natiirlich allgemein beliebig bose Abbildungen R” — R™ geben
kann, so werden fiir uns doch vor allem jene interessant sein, die sich durch einger-
mafen schone Eigenschaften auszeichnen — vor allem geht es uns dabei um Differen-
zierbarkeit, und fiir (zumindest partiell) differenzierbare Funktionen

8.2.1 Jacobi-Matrix und Jacobi-Determinante

She) ... S
O f1,- - fm) . .

J = ———_ =
f|£ 8(:c1,xn) ¢

Omig) ... Ym(g)

Fiir Abbildungen R™ — R", wenn also Dimension der Definitions- und der Bild-
menge iibereinstimmen, ist die Jacobi-Matrix quadratisch, und dann kann es fiir
viele Zwecke wichtig sein, ihre Determinante zu untersuchen. Diese wird Jacobi-
Determinante oder auch Funktionaldeterminante genannt und wie bei Determinaten
iiblich gerne mit senkrechten Strichen gekennzeichnet:

She ... e

detJf|€ = ' (.Z'l o)

5 : S
Omig) ... Ym(g)

Diese Striche haben nichts mit einem Absolutbetrag zu tun; fiir den Betrag der
Funktionaldeterminante (der tatséchlich bei Mehrfachintegralen eine wichtige Rolle
spielt), miisste man etwa

L

“8(f1,'--fm)
8(1‘1, .. l‘n)

schreiben.

Fine Abbildung R™ — R" ist dort injektiv und damit lokal umkehrbar, wo die
Jacobi-Determinante nicht verschwindet.
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Kapitel 8: Analysis im R" 8.2 Abbildungen R™ — R™

8.2.2 Die Kettenregel fiir Abbildungen R” — R”

Gegeben seien die beiden Funktionen

f: X CRP—-R? X offen
g: YCR?I—-R" Yoffen, f(X)CY

wobei f im Punkt € und g in i := f(&) differenzierbar sei. Dann ist die
Funktion

h: X CRF - R"
mit i = o f, also h(zx) = g(f(x)), in (§) differenzierbar und es gilt
h'(&) = g'(£(£)) £'(§)

bzw. in ausfithrlicherer Schreibweise:

O, he) _ Ohi,... he) O(fi,-.- . fo)

o1, yxp) O, yyqy  O(x1,...,Tp

Die mehrdimensionale Kettenregel sieht also der eindimensionalen formal sehr &hn-
lich, es handelt sich aber um eine Matrizgleichung der Form [r x p|] = [r x ¢] - [¢ X p].
Schliisselt man die Kettenregel komponentenweise auf, hat man es also mit p - r
Gleichungen der Form

SO Of_0u 0h 0w 0,
Ozj &=y, Ox; Oy Ox; U Oyg Oxj

zu tun.
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Kapitel 8: Analysis im R" 8.2 Abbildungen R™ — R™

Polarkoordinaten

Fiir den besonders hiufig vorkommenden Fall der Umrechnung von kartesischen in
Polarkoordinaten und umgekehrt sind die entsprechenden Ableitungen im folgenden
zusammengestellt (mit 7 = /22 4 3? und ¢ = arctan £):

or x 7 COS Y or Y rsin @ i
R — :COSQO — = — :SIDQD
Or /a2 442 r . NN r

Jp 1 —y Y sin @ dp 1 1 x CoS
Ox 1+%4 %ty r oy 1+% ¢ x +y r

Diese Ausdriicke erhilt man natiirlich auch, wenn man man die Transformationsfor-
meln x = r cos ¢ und y = r sin ¢ nach x sowie nach y ableitet und das entstehende
lineare Gleichungssystem 16st.

BEISPIEL: Wir nehmen eine beliebige Funktion U(z, y) als gegeben an und betrach-
ten den Differentialausdruck

ou ou
W=aoo —yo,
v oy Yor
den wir auf Polarkoordinaten transformieren wollen. Im Sinne einer Vereinfachung
der Notation definieren wir u(r, @) := U(r cos ¢, rsin ¢) und rechnen um

W 8U ou Oudr  Oudyp o Ou dr  Ou dyp
= Ty Yog TTs¥ <87‘8y+8<p8y> TSIW(araeragoax)
= rcosgo(ausinngraucosw>rsingo(aucoscpausmw>:

or Oop r or dp r
5 Ou 9 Ou  Ou
= cos g0%+sm p%:%
28U

BEISPIEL: Wir transformieren den Ausdruck W = zy2U o Uty auf Polarkoordina-

ten. Dabei definieren wir wieder u(r, @) := U(r cos ¢, rsin go)

_ U L0U

W = xy8—+y 8y
= r?cosysin Ou O + — Ou 690 + 72 sin? @% + — Ou &p
- PN\ Br bz T 9o 0x P\oray " apay

9 . ou Ou sin 9 ..o [Ou Ou cos
= rcospsing ECOS@_%T + r?sin® ESlngp-‘-% ) =

2 2 o Ou .o ou . o Ou
= r°siny(cos” ¢ + sin ¢)E+rcosgosm wa—w—rcosgosm cp%:
= r%ingo@

N or
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Kapitel 8: Analysis im R" 8.2 Abbildungen R™ — R™

Auch hohere Ableitungen kann man natiirlich mittels Kettenregel auf andere Ko-
ordinatensysteme umrechnen; auch das wird wieder anhand von Polarkoordinaten
demonstriert:
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Kapitel 8: Analysis im R" 8.2 Abbildungen R" — R™

8.2.3 Der Hauptsatz iiber implizite Funktionen

Ein Thema, das wir bisher nur am Rande gestreift haben, und das mit gutem Grund,
waren implizite Funktionen, also Funktionen, bei denen y = f(x) nicht fiir jedes
x explizit gegeben ist, sondern man nur einen impliziten Ausdruck F(z,y) = 0
vorliegen hat!. Manchmal ist es in solchen Fillen natiirlich moglich einen expliziten
Ausdruck fiir y(z) zu finden, aber auch wenn das nicht geht wiirde man doch oft
gern zumindest rudimentire Aussagen iiber y machen kénnen — und sei es nur, dass
ein solches y(x) iiberhaupt existiert.

Die hoherdimensionale Verallgemeinerung dieser Thematik ist die Frage nach der
Auflésbarkeit von Gleichungssystemen. Denn wenn wir ein Gleichungssystem

fr(x1, x2, ..., Tp, Tps1, ..., Tppq) =0 k=1,...,p

nach den ersten p Variablen x; bis x;, auflésen wollen, suchen wir an sich mehre-
re Funktionen z1 = ¢1(2p41,...,%Tprq) bis 2p = ©p(Tps1, ..., Tptq), dir wiederum
durch das Gleichungssystem implizit gegeben sind. Wenn eine explizite Aufldsung
nun rechentechnisch scheitert (und das tut sie tatséchlich sehr oft), dann wiifiten
wir doch gerne, ob solch eine Auflosung zumindest prinzipiell moglich ist, ob es also
entsprechende Funktionen iiberhaupt gibt.

Wo stofit man aber iiberhaupt auf implizit gegebene Funktio- p 713
nen? Ein markantes Beispiel sind etwa die Hohenlinien, die auf £ 1.

einer Landkarte eingezeichnet werden, um Informationen {iber die {3% \
Geléndeverlauf zu vermitteln. Diese kann man als implizit gege- HT

bene Kurven F(z,y) = const auffassen. (Gelegentlich handelt es -
sich aber auch um Flichen, etwa bei Plateaus). Will man den Ver-
lauf der Hohenlinien nun mit Mitteln der Analysis behandeln, so & %
braucht man zuerst eine Darstellung y = f(z) bzw. x = g(y).

Ahnliches gilt im Dreidimensionalen fiir Aquipotentialfiichen ®(z,y,z) = const, die
in der Physik beispielsweise Flichen konstanter potentieller Energie beschreiben.
Auch hier kann man erst eine Auflésung wie etwa z = z(z,y) mit all den Mitteln
behandeln, die die Differentialrechnung fiir Abbildungen R™ — R zur Verfiigung
stellt. Schlielich erhélt man fiir ein Anfangswertproblem % = f(x)g(y), y(zo) = yo

durch Trennung der Variablen den impliziten Ausdruck

/:;(lz)z/x:f(s)da

den gern noch nach y = y(z) auflésen wiirde.

Man sieht also, die Behandlung impliziter Funktionen kann beachtliche Bedeu-
tung haben. Lassen wir uns nun vorerst einmal von zwei relativ einfachen Beispielen
leiten, an denen dennoch die wesentlichsten Punkte deutlich herausgezeichnet wer-
den konnen:

'Die Schreibweise F(z) = 0 bedeutet keinerlei Einschrinkung, da man ja immer alle von Null
verschiedenen Ausdriicke auf die linke Seite bringen kann.
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BEISPIEL: Der implizite Ausdruck F(z,y) = 22 +y> -1 = 0
beschreibt den Einheitskreis x? 4+ 32 = 1, also zwei Funktionen »={1-x
y=i(x) =vV1—22und y = pa(x) = —V1 — 22. (Mit gleicher \
Berechtigung kann man natiirlich auch sagen, dass dadurch zwei

Funktionen = = ¥1(y) = /1 —y? und = = ¥o(y) = —/1 —y?

festgelegt werden.) Die Uneindeutigkeit, dass wir aus dem implizi-

ten Ausdruck insgesamt zwei Funktionen ¢;(x) und ¢2(x) erhal- y=-{1-%
ten, ist natiirlich irgendwie storend.

2

an

Geben wir aber einen Punkt (x,y0) auf dem Einheitskreis vor
und wollen die implizite Gleichung in einer Umgebung davon nach
y = () auflosen, so ist das stets eindeutig moglich — auBer fiir
die beiden Punkte (—1,0) und (1,0). (Analog ist eine eindeutige
Auflssung nach x = ¢(y) tiberall aufer in den Punkten (0, 1) und
(0, —1) moglich.) Was zeichnet nun diese Punkte aus, so dass eine

eindeutige Auflésung nach einer bestimmten Variablen unméglich

(25, ¥)

wird?
Geometrisch ist die Antwort klar, die Kurve hat an diesen Stellen eine Art Extre-
mum, was eine eindeutige Auflosung unmoglich macht. Wie aber sieht man das den
entsprechenden Formeln an, wenn man gerade kein Bild als Orientierungshilfe zur
Verfiigung hat? Extrema hingen oft eng mit Nullstellen von ersten Ableitungen zu-
sammen, und wenn wir die Gleichung F'(z,y) = 0 partiell nach y ableiten, erhalten
wir 2y = 0 und zusammen mit F(z,y) = 0 die beiden Punkte (—1,0) und (1,0)
— genau jene, an denen unsere Auflsung y = ¢(x) gescheitert ist. Ebenso liefert
partielles Ableiten von F' nach x durch Nullsetzen die Punkte (0,1) und (0,—1).
Wir kénnen also zumindest einmal vermuten, dass die Auflésung eines impliziten
Ausdrucks F(x,y) = 0 in einer Umgebung von (zg, yp) nach y = ¢(z) auf jeden Fall
einmal dann moglich ist, wenn %—5‘ ( ) Z# 0 ist. Diese Vermutung soll besten gleich

0,90
auf beliebige Dimensionen verallgemeinert werden.

BEISPIEL: Ein lineares Gleichungssystem
a;1T1 + appx2 + ..+ QipTp + Qi pr1Tpp1 + oo+ Qi prgTprg = b; 1=1,...,p
kann man natiirlich umschreiben auf

a1121 + a12@2 + ... +a1pTpy = b1 — A1 p41Tp41 — ... — A1 prqTpig

ap1®1 + p2Z2 + ...+ Qpplp = bp — Appi1Tpy1 — oo — AppiqTpiq

und eine Auflésung nach x; bis z, ist genau dann moglich, wenn die entspre-
chende Koeflizientendeterminante nicht verschwindet. Natiirlich wird nach Losung
des Gleichungssystems jedes z; mit ¢ = 1,...,p im allgemeinen von allen z; mit
j=p+1,...,p+ q abhéngen, also z; = z;(Tp11, ..., Tpiq) sein.
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Nun 148t sich aber jede differenzierbare Abbildung R? — RP im Umgebung eines
Punktes Py beliebig gut durch eine lineare Abbildung approximieren, wobei die
Koeffizienten die Elemente der Jacobi-Matrix sind, a;; = gf:; Die Methode des
gewagten Analogieschlusses fithrt uns also unmittelbar zu unserer Hauptaussage:

HAUPTSATZ UBER IMPLIZITE FUNKTIONEN
Die Abbildung

McCcRPt? - R? (M offen)
(T15- -, Tptg) — fil@1,.. i Tprg) i=1,....p

ist in & = (§1,...,&+q) € M nach den Variablen z; bis x, auflosbar,

(d.h. es gibt Funktionen ¢;(py1,...,Zptq), ¢ = 1,...,p, so dass in
einer Umgebung U, (&) gilt: fi(¢1,..., ¢p, Tpt1s---, Tprq) = 0 fir i =
1,...,p), wenn

1. fi(&,.. ., &pyq) =0 fiirallei=1,...,pist,

2. f; € CHU.(€)),i=1,...,p,d.h. alle f; in in einer Umgebung von
£ zumindest einmal partiell stetig differenzierbar sind und

8(f17"-’fp)
o(z1,...,2p) ¢

Abbildung an diesem Punkt also nicht verschwindet.

3. det J¢(§) = # 0, die Jacobi-Determinante der

Dass in der Formulierung des Hauptsatzes gerade die Auflésung nach den ersten p
Variablen betrachtet wird, ist keine Einschrinkung, da ja die Variablen z; immer
geeignet umnummeriert werden koénnen.

Man beachte, dass die angegebenen Bedingungen zwar hinreichend, die beiden
letzten aber keineswegs notwendig sind. So erfiillt etwa

flay) =2’ —y*=0

weder % # 0 noch % # 0, dennoch ist mit y = = eine eindeutige Auflésung nach z
bzw. y moglich.

Fin auch nur annihernd wasserdichter Beweis war unsere Argumentation hier
natiirlich nicht, ein solcher kann bei Interesse in nahezu jedem Lehrbuch der Ana-
lysis nachgelesen werden. Wichtiger ist es fiir uns, den doch ein wenig sperrig und
umstindlich formulierten Satz greifbar und fiir konkrete Probleme anwendbar zu
machen. Letztendlich gibt er einfach ein Rezept vor, wie die Auflosbarkeit von Glei-
chungssystemen schnell iiberpriift werden kann — und das soll nun anhand einiger
Beispiele demonstriert werden.
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BEISPIEL: Im Fall p = ¢ = 1, also einer Gleichung f(z, y) = 0

wird implizit eine Kurve definiert, ndmlich die Schnittkurve der ) =0
durch z = f(z, y) gegebenen Fliche mit der z-y-Ebene. Diese

Kurve kann nun an geeigneten Stellen als Funktion y(z) inter-

pretiert werden. Wenn f einmal stetig partiell differenzierbar ist,

dann ist das in einer geeigneten Umgebung jedes Punktes (£,7) *

moglich, wo f(§, n) = 0 und %]yc’(é,n) = 0 ist. %

BEISPIEL: Wir betrachten nun konkret die Funktion f(z,y) ==z —y + %siny in
einer Umgebung von (g, o) := (0, 0). Diese Funktion ist sicher € C!(R?), es ist
auch f(0, 0) = 0—0+0 = 0 und fiir die Ableitung f,(z, y) = —1+%cosy erhilt man
fy(0,0) = -1+ 1 = —3 # 0. Eine Auflssung y = y(z) ist also in einer Umgebung
von x = 0 moglich.

BEISPIEL:
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Implizites Differenzieren

Der Hauptsatz iiber implizite Funktionen garantiert zwar die Ezistenz geeigneter
Funktionen ¢;, er macht aber vorerst nicht die geringste Aussage dariiber, wie diese
nun konkret aussehen?.

Nun hat man doch einige Moglichkeiten, durch implizites Differenzieren
Aussagen iiber die Funktionen ¢; zu machen, indem man die Eigenschaften
file1, o @py Tpst, - Tpgg) = 0 und goj(xg+1,...,xg+q) = m? fiir j = 1,...,p
benutzt. Dazu definiert man praktischerweise zunichst Hilfsfunktionen

Fi(zpi1, .- Zprq) = fi(@1(@pt1s ooy Tprq)s - - - Op(@pits ooy Tptq)s Tty e s Tptq) =0

und leiten diese nach den Variablen )1 bis ;44 ab. Auch wenn iiber das konkrete
Aussehen der ¢; nichts bekannt ist, so miissen fiir sie doch die {iblichen Ableitungs-
regeln wie etwa Produkt- und Kettenregel gelten. Die gesamte Funktion ist in einer
Umgebung des Punktes € identisch Null, damit verschwinden auch alle Ableitungen
beliebig hoher Ordnung.

So erhélt man fiir Gleichungssysteme, die sich gegebenenfalls nach den Ableitun-

9pi (.0 0 5
gen 5t (Tpi1s- -+ s Tpyy) auflosen lassen.

BEISPIEL:

2Was, nebenbei bemerkt, ein in der Mathematik nicht gerade seltenes Phénomen ist, man er-
innere sich etwa an den Zwischenwertsatz oder die Mittelwertsédtze der Differential- und Integral-
rechnung. Gerade dieser offensichtliche Mangel macht es aber noch verbliiffender, welche Ergebnisse
man mit etwas Geschick aus solchen Sdtzen gewinnen kann.
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8.2.4 Ubungsaufgaben — Abbildungen R" — R™

9(f1,f2,f3) und 9(g1,92,93)
o(z,y,z) O(z1,22,23,24)

f1($7y7 Z) = e +COSZZ gl($1,x2,$3,x4) =V x% =+ .’L'% +1-— T4

fo(z,y,2) = vyz —e™? 92(w1, w2, w3, 34) = cos(z123) + €™
f3(x,y,z) = sinh(zz) + y? g3(21, T2, T3, 74) = Tow3 + In(1 + 23)

Man berechne die Jacobi-Matrizen der Abbildungen

ye™Y re™ —2coszsinz
o(f1, fo, f3) .
—_ = Yz Tz Ty +e
A(z,y,z)
zcosh(zz) 2y x cosh(zz)
n 2 0 -1
2 2 2 2
_Olgu92,93) = —3%21;?;:—22) \/5814612'*‘1 —2xyz38in(zad) ™
(w1, 2,23, 24) 3 0 1 e R
3 Z2 1+z2

Man untersuche, ob sich die Funktion
flz,y,2) =" —y?2z+zln(14+2)—1=0

am Punkt P(0,1,0) lokal eindeutig nach z auflésen lifit und berechne fiir diesen Fall
die partiellen Ableitungen z,(0, 1) und z,(0, 1).
f € C! ist erfiillt, und es gilt £(0,1,0) = 0. Nun erhilt man

of
- = =—-1#0
oz lp [ T } 70,
die Auflésung ist also moglich. Nun definiert man
F(z,y) = —y*2(x, y) +wln(l + z(z, y)) = 1=0
und erhilt fiir die partiellen Ableitungen dieser Funktion:
- xzp (T, y)
Faloy) = ¢ = yPaale) I+ sle ) + e <0
22y(2, y)
F, = 2 2 S P =)

Am Punkt (0, 1) ergibt das mit z(0, 1) = 0 die beiden Gleichungen

2(0,1)=0  2,(0,1)=0

also 2z,(0, 1) = 1 und 2,(0, 1) = 0. Dasselbe Ergebnis erhilt man natiirlich auch aus
dem allgemeineren

of of 0z

dy | 0z 87y_

af of 0z

o Tas oY

Fu(z, y) = Fy(z, y) =

mit Auflésen nach z, bzw. z, und Einsetzen von z =0, y = 1.
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Gegeben ist das Funktionensystem
filz,y.z) = 2% —2y—e1=0
fQ(xvyvz) = $y—2+1:0

Man zeige, dass es in einer Umgebung von P(1,0,1) zwei Funktionen pi1(z), ¢2(2)
gibt, so dass fi(p1(z),p2(z),2) =0 ist. Weiters bestimme man ¢} (1) und ©5(1).

Es gilt f; € C' und f1(1,0,1) = f2(1,0,1) = 0. Nun ist

20 —2
y

’ (f1, f2)
(z,y)

=240,

P P

eine eindeutige Auflésung x = 1(z) und y = ¢o(2) also moglich. Fiir die Ableitungen
erhélt man

Fi2) = 91(2)? = 200(2) — 1 20 L2 im 2 ()0l (2) — 264(2) — 1 =0
Fy(z) = p1(2)pa(z) =2 +1=0 I = 01 (2)pa(2) + p1(2)h(2) —1=0

Daraus ergibt sich nun mit ¢1(1) =1 und (1) =0

201(1) = 205(1) —1=0  ¢h(1)—1=0
und daraus p5(1) =1 und ¢} (1) = %

Man idiberpriife, ob sich das Funktionensystem
hw,y,z) =2 +y>—2-22=0  folm,y,2) =a+y*+2° =0

in einer Umgebung von P(4,2,—2) eindeutig nach = und y auflosen lafst. Fer-
ner bestimme man zwei Funktionen ¢i(z) und @2(z), so dass in U(P) gilt:
file1(2),2(2),2) =0, j = 1,2.

Esist f; € Ct, f1(4,2,-2) = f2(4,2,—2) = 0, und fiir die Jacobi-Determinante erhélt
man

d(f1, fa) & & 2z 2y 8

o(z,y) 52 B2 |, 1 2y 4 1
Das Funktionensystem ist also in P tatséchlich lokal auflésbar. Aus fi(x,y,2z) = 0
erhiilt man 2% = 22 + z — 4%, aus fao(x,y,2) = 0 weiter y?> = —2% — 2, und setzt man

das ein, ergibt sich 72 — 2 — 2% — 2 — 22 = 0. Als Losung der quadratischen Gleichung

erhéilt man
1 1
m:<p1(z):—§+1/1+z3+z+22

(nur der positive Zweig der Wurzel kommt in Betracht, da fiir z = -2 jaz =4 >0
sein soll) und damit weiter

1 1
ysoz(Z)\/z32\/4+z3+z+22.
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Man begriinde, warum sich das Gleichungssystem

filz,y,2) = 2cos(zyz) +yz—2x=0
fZ(xvy’Z) = ($y2)2+2—1:0

in einer Umgebung des Punktes & = (1, 0, 1) lokal nach y und z auflosen lifst und
berechne fiir diese Auflosungen y'(x), 2'(1), y"(1) sowie 2(1).

Es sind f1, f» € CY(R3), auBerdem ist fi(1,0,1) = f2(1,0,1) = 0. Fiir Jacobi-
Determinante erhédlt man

‘ a(f1, f2)
a(y, z)

1 0
01

| —2sin(zyz)rz + 2 —2sin(zyz)zy +y
¢ N 2(zyz) - xz 2(zyz) xy +1

—140

Daher gibt es zwei Funktionen y(z) und z(x), fiir die gilt: y(1) = 0, 2(1) = 1 sowie
filz,y(x), z(x)) =0 und fo(x,y(z), 2z(x)) = 0 in einer Umgebung von P. Mit diesem
Ergebnis werden nun zwei Funktionen Fi (z) und Fs(x) definiert und nach x abgeleitet:

Fi(x) = fi(s, y(x)vz(x))—%OS(:ry(x) 2(x)) +y(z) 2(x) =22 =0
Fi(z) = —2sin(zy(z)z(x)) - {y(z) 2(x) + 2 - [y (z) 2(2) + y(z) 2 (2)]}+
+[y' (z) 2(x) + y(x) 2/ (z)] =2 =0
F'(x) = —cos(...)-{...}* = 2sm(- ) A Y Y () 2()+
+2y/(z) 2/ (2) + y(x) 2" (2) =0
Fy(x) = fa(z,y(x),2(x)) = (xy(z) 2(2))* + 2(x) =1 =0
Fy(z) = ( ()Zx) {3+ @) =0
y(z)

Nun setzen wir z = 1 ein und beachten y(1) = 0 und z(1) = 1: Aus Fj(1) = ¢'(1) —
2 = 0 erhilt man y'(1) = 2, weiters ist Fj3(1) = 2/(1) = 0. Analog sind wegen
F/(1)=-2-224+4"(1) =0 und FY(1) = 2-22 + 2”(1) = 0 die zweiten Ableitungen
y”(1) =8 und 2"(1) = -8.
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8.2 Abbildungen R" — R™

Gegeben sind die Abbildungen f: R3> - R3 und g :

file) = x1 —2x3 + 23 g1(y
fa(x) = w139 g2(y
fs(x) = x}—a3 g3(y

)
)
)

R3 — R3:

(y1 — y2) + y3
(y1 + y2)2
Y1Yy2 — ys

Man iiberpriife, ob die Abbildung h = go f = g(f); R — R3 in einer geeigneten

Umgebung von h(&) mit € =
Es ist n = £(€) =

(1, 1, 1) umkehrbar ist.
(0, 1, 0). Die Jacobi-Determinanten von f und g in & und 7

ergeben:

o 1 =2 1

l = To X1 0

Ol 2r; 0 -2

T1 4T3 /(11,1
9 2(y1 —y2) —2(y1 —y2)
3*9 = 2(y1 + y2) 2(y1 +y2)
Y1(0,1,0) "
Nun gilt nach der Kettenregel:
o of -2 2 0 1
— 2 2 0
O =2 mie-
1 0 -1 2

und die Determinante ergibt |
Abbildung ist also umkehrbar. (Hier gilt auch |
—64.)

Man transformiere den Ausdruck

1
e ot

auf Polarkoordinaten (und setze dazu wieder u(r, ¢) :=

w 1 (r cos ¢ (8u8r +

r or 0x  Oyp 0
Ou sin

dp )

Cos <p8 —|—51n2<pau
or or

cos @ (8u cos p —
or

o

or
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() = ~6- (12+2)
() = 13

8u6<,0> <8u87’
+rsing | ——

1 -2 1
1 1 0
2 —
-2 2 0
2 0
(0,1,0) 0 -1
-2 1 0 6 -2
1 0 = 4 -2 2
0 -2 -1 -2

—2.(=8—2) = —64 #£ 0, die
(m)]-13£(8)] = 8- (-8)

'a)

U((rcosp, rsing)):

L dudp
ordy 0Oy 0y
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Gegeben ist die Funktion

fayz) = e — e

= 0 in einer Umgebung von P = (¢, yo, 20) =

Man begriinde, warum sich f(x,y, z)
und berechne dort die partiellen Ableitungen

(77,1,%) lokal nach z auflosen lifst,

2:(0,y0) und zy(xo,Yo)-

Als Zusammensetzung unendlich oft differenzierbarer Funktionen ist sicher f € C1,

)2_\/520

S

und es gilt
1 cos? T (
f(w,l,z):e i —e=e

Fiir die Ableitung nach z erhilt man
=-2 1 cos ~ sin ~eos” § #0
T e Py

cos?(zy®2)

0
8—‘; ., = —2xy° cos(xy32) sin(zy>2) - e .
Die Funktion ist also lokal eindeutig nach z auflésbar. Nun zu den partiellen Ablei-

tungen:
F(z,y) = f(a,y,2(z,y)) = @200 _ /o =0
Fo(z,y) = —2cos(y’z(z,y))sin(zy’z(z,y))e @ 200 - (28 4 ayPz,(2,y)) = 0
Fy(z,y) = —2cos(ay®z(x,y))sin(zy?z(z, y))e> @0 20 L (30422 + 292, (2,y)) = 0
1.

Einsetzen von x = 7, y = 1 ergibt mit z(7,1) = 3:
—261/2% . % (3 + m2e(m,1)) =0 —261/2% . % (38 4 72y (m,1)) =0
[ ——

N——
#0 #0

[

weiter also z,(m,1) = — & und z, (7, 1) = —

Gegeben sind die Abbildungen f: R?> — R? und g : R? — R?:

2
(21 — 23, 1+ z120, 21 + 22)

= (y1 + Y2 — Y3, Y1Y2 — y§)

Man untersuche, ob die Abbildung h = go f = g(f); R? — R? in einer geeigneten
Umgebung von h(§) mit £ = (1, 1) umkehrbar ist.
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1 -2 1 -2
Ofr, forfo)|  _ (mz ;2) _ (1 ) )
O(x1, 2
(z1,22) 3 1 1 (1,1) 1 1
9(g1,92) _ ( 11 -1 ) _ ( 11 -1 >
O(y1,y2,u3) | 5 (e) Y2 Y1 723 ) (g0 2 0 -4
L k)| _ < 11—l > LT 1 -2
Es ist also ‘% = —12 # 0, die Abbildung ist also lokal umkehrbar.
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8.3 EXTREMWERTAUFGABEN

8.3.1 Einfache Extremwertaufgaben

Auch fiir Funktionen f : R™ — R ist es ein wesentliches Anliegen, Maxima und Mini-
ma aufzufinden. Wie im Eindimensionalen nennt man einen Punkt £ ein Maximum
von f, wenn es eine Umgebung U (&) gibt, so dass f(x) < f(&) fir alle & € U(§).
Analog gilt fiir ein Minimum, dass in einer Umgebung U (§) immer f(x) > f(£) ist.
Weiterhin fassen wir Minima und Maxima als Extrema zusammen.

Ebenfalls wie im Eindimensionalen ist auch hier die Differentialrechnung ein we-
sentliches Mittel, um Extremwerte von Funktionen zu ermitteln. Analog zum Fall
R — R gibt es aber gewisse Einschréinkungen. So werden mit Mitteln der Differenti-
alrechnung an Stellen, an denen die fragliche Funktion nicht differenzierbar ist, sicher
keine Extremwerte gefunden; auch Randextrema werden so nicht beriicksichtigt und
miissen seperat iiberpriift werden.

Klammern wir diese Probleme aber ein-
mal vorldufig aus und betrachten eine
am besten {iiberall differenzierbare Funkti-
on f(z1,...,xy,). Durch diese Funktion wird
ja eine Fliche im R™! beschrieben. Uber-
all dort, wo ein Extremum vorliegt, wird die
Tangentialebene an die Fliche , waagrecht®,
also parallel zur 1 —. . .—z,-Hyperebene sein,
und damit das erfiillt ist, miissen alle parti-

ellen Ableitungen gTJ; verschwinden

NOTWENDIGE BEDINGUNG FUR EXTREMA

Ist eine Funktion f: R™ — R in & differenzierbar und hat dort ein rela-

of =0fur 1,...,n.
8$i$

tives Extremum, so gilt

Klar ist allerdings auch, dass nicht an allen kritischen Punk-
ten, wo 372 = 0 fir alle ¢ = 1,...,n ist, auch wirklich ein
Extremwert vorliegen muss. So ist etwa fiir f(z,y) = zy im
Ursprung P(0,0) ja %\p = ylp = 0 und %’p =z|p =0,
in jeder Umgebung von P gibt es aber gréflere und kleinere
~——. Funktionswerte als f(0,0) = 0, es liegt also ein Sattelpunkt

VOr.
Man wird also noch zusétzliche Bedingungen brauchen, um abzuklédren, ob an einem
kritischen Punkt (mit % =...= % = 0 auch wirklich ein Extremum vorliegt,

und wenn ja, welches. Ahnlich wie im Eindimensionalen kann dabei die Aussage oft
mit Hilfe der zweiten Ableitungen getroffen werden.
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Dabei berufen wir uns wieder auf den Satz von Taylor und die mogliche Naherung
einer zweimal differenzierbaren Funktion an einem Extremum durch ein Paraboloid.
Folgerichtig betrachten wir die zweiten partiellen Ableitungen, die dazu in der Hesse-

Matrixz zusammengefafit werden:

Of f o’ f
02z?  Ox10zo 0210z,
O f O f o f
H=| 0x20z; 0222 0x20xy,
o f o f O’ f
0r,0x1 Or,0xo 0?2

Im Falle f € C? ist H nach dem Satz von Schwarz natiirlich symmetrisch. Ob und

welche Extrema vorliegen, hingt nun eng mit der Definitheit von H zusammen.

Um eine kompakte Bezeichnungsweise fiir unser wichtigstes Definitheitskriterium

zur Verfligung zu haben, definieren wir die Unterdeterminanten

) ) O*f O*f
527 o°f o f 02 23 0,011
L _ | 9%z} Ox90m . : :
M= Be=| G O A, = : :
01029 0223 orf Orf
J0z10x) 8%12,

Es gilt nun (natiirlich immer unter der Voraussetzung, dass £ ein innerer Punkt von
D(f) und grad fl¢ = 0 ist):

e Ist die Hesse-Matrix H|p positiv definit (alle A; > 0),
so hat f an P ein relatives Minimum.

e Ist die Hesse-Matrix H|p negativ definit (A; <0, As >0, A3 <0, ...),
so hat f an P ein relatives Maximum.

e Ist die Hesse-Matrix H|p indefinit, so liegt kein Extremum vor.

Im sehr Fall von [2 x 2]-Matrizen gibt es gliicklicherweise ein sehr einfaches Krite-
rium fiir die Indefinitheit von Matrizen. Daher gilt fiir den sehr héufigen Fall von
Funktionen R? — R einfach: H|p ist indefinit (und f hat an P kein Extremum),
wenn Ay < 0 ist. Im Hoherdimensionalen 148t sich leider kein so einfaches Kriteri-
um fiir die Indefinitheit finden; generell wird es oft vorkommen, dass sich mit der
Hesse-Matrix keine Aussagen treffen lassen, und dann muss man mehr oder weni-
ger ,trickreich“ (und von Beispiel zu Beispiel verschieden) vorgehen, um kritische
Punkte doch noch zu klassifizieren.
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BrisPIEL: Wir bestimmen die Extrema der Funktion f(z, y) = 2% + y3 + 32y auf
M = R?. Dazu bilden wir die partiellen Ableitungen und setzen sie Null:

folz,y) =322 +3y =0 22+y=0
fy(z, y):3y2+3xéo v +x=0

Mit y = —a? aus der ersten Gleichung erhilt man in der zweiten 2%+ = z (234+1) =
0, also die beiden Losungen z = 0 und = —1 und mit y = —22 die beiden Punkte
P, = (0, 0) und P, = (-1, —1). Fiir die Determinante der Hesse-Matrix erhélt man

6x 3

— 362y — 9,
3 6y Y

also Ag|p, = —9 < 0 und As|p, = 27 > 0. An P; liegt also ein Sattelpunkt, P» ist
wegen fyx|p, = —6 < 0 ein lokales Maximum. Globale Extrema auf M besitzt diese
Funktion nicht, da z.B. f(z, 0) = 23 beliebig grofie und kleine Werte annimmt.

BuISPIEL: Wir betrachten die Funktion f(z, y) = 3zy — 2%y — xy? auf
M =D(f) :={(z,y) €eR?|x>0,0<y <3 -}

Bringt man f auf die leichter zu analysierende Form
f(z,y) = zy(3 — z — y), so sieht man sofort, dass sie im
Inneren von M immer positiv und am Rand gleich Null ist.
Damit liegt an jedem Randpunkt (also an (A, 0), (0, A) und
(A, 3—X) mit A € [0, 3]) ein absolutes Minimum. Nun be-
stimmen wir die partiellen Ableitungen und setzen sie Null:

JE =0

FE )20

folz,y) = 3y—2yz—y* = yB-22-y) = 0
fy(z,y) = 3z—2>—-22y = z(3—2—2y) = 0 @O 3.0
Die ersten Gleichung erlaubt die Moglichkeiten y = 0 und y = 3 — 2z, die zweite
x =0 und x = 3 — 2y. Insgesamt erh&lt man also vier Losungen: (0, 0), (0, 3), (3, 0)
und (1, 1). Fiir die Klassifizierung der ersten drei Punkte kann man nicht auf die
Hesse-Matrix zuriickgreifen, da es sich nicht um innere Punkte von D(f) handelt —
aber diese Punkte wurden ohnehin schon zusammen mit allen Randextrema als ab-
solute Minima erkannt. An (1, 1) kann dann wohl nur noch ein absolutes Maximum
liegen, wie es auch die Rechnung mit Hesse-Matrix bestétigt:

—2y 3—2x—2y
3—2x—2y —2x

=4-1=3>0

(1,1)

A =
2l(1,1) 1 s

‘—2 ~1

und f:vas’(l,l) =-2<0.
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BEIspIEL: Wir bestimmen und klassifizieren alle Extrema der Funktion
flo,y)=(=2")(3-y)e
auf D(f) = R2. Die kritischen Punkte erhalten wir aus

folw,y) = —20(3-y)*e =0

fylwy) = (4=2") (" —dy+3)e? = 0
Die Ableitung nach x wird Null fiir x = 0 oder fiir y = 3. Entsprechend verschwindet
jene nach y fir x = =2, x = 2, y = 1 oder y = 3. Wie gehabt miissen nun alle

moglichen Kombinationen ermittelt werden:

r=-2 =2 y=1 y=3
x =0 | Widerspruch Widerspruch (0, 1) (0, 3)
y=3 (-2, 3) (2, 3) Widerspruch  (z, 3), = beliebig

Man erhilt also den isolierten kritischen Punkt (0, 1) sowie eine Gerade kritischer
Punkte (x, 3), x € R. Fiir die zweiten Ableitungen ergibt sich:

fx:p = =2 (3 _y)2 e’
fzy = -2z ((3_y)2 _2(3_9)) e¥
fyy = (4- ?) (3/2 -2y - 1) e’

und fiir (0, 1) liefert die Hesse-Matrix auch eine eindeutige Aussage:
A2‘(0,1):6462>0 A1|(0,1) :fx:v’(o,l) =—8e<0

es handlet sich also um ein lokales Maximum. Fiir die Punkte (z, 3) ist allerdings
immer Ay = 0, mit diesem Kriterium kann also keine Ausage gemacht werden. Hier
hilft nun eine genauere Auseinandersetzung mit der Gestalt von f weiter:

Die Funktion f ist das Produkt dreier Faktoren, R0 N
von denen einer (ndmlich e¥) nie Null werden \
kann. (3 — y)? wird nur Null fiir # = 3 und ist
sonst ebenfalls immer positiv. Das Vorzeichen
von f wird also in erster Linie bestimmt von
dem Faktor 4 — z?: Fiir |z| < 2 ist auf jeden

Fall f > 0, fiir |z| > 2 ist f < 0. Null wird die \%/ /
Funktion nur auf den drei Gerade x = —2, x = 2
mdy =3 N\ N

Damit ist natiirlich klar: Fiir |z| < 2 liegen in einer geniigend kleinen Umgebung
eines kritischen Punktes (x, 3) nur Werte, die groBer oder gleich f(z, 3) sind, die
kritischen Punkte sind also lokale Minima. Analog erhélt man fiir |x| > 2 lokale
Maxima. Nur fiir (=2, 3) und 2, 3) liegen in jeder Umgebung sowohl kleinere als
auch groflere Funktionswerte; diese beiden sind also Sattelpunkte.

Natiirlich sind alle aufgefundenen Extrema nur lokal — auch das Maximum bei
(0, 1), denn fiir |z| < 2 und y — +o00 geht auch f gegen +oc0.
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8.3.2 Lagrange-Multiplikatoren

Oft hat man es nicht nur einfach mit dem Problem zu tun, Extrema einer Funktion
in einem bestimmten Bereich zu finden, sondern es gibt zusétzlich noch Nebenbedin-
gungen, die zu erfiillen sind.

Fine Moglichkeit, mit Nebenbedingen umzugehen, ist natiirlich schon aus der
Differentialrechnugn mit einer Verénderlichen her bekannt: In der Nebenbedingung
eine Variable explizit ausdriicken und den entsprechenden Ausdruck in die Zielfunk-
tion einsetzen.

Das kann in manchen Féllen ganz gut funktionieren, hat aber im Allgemeinen
zwei gravierende Nachteile:

VORGEHENSWEISE BEI DER LAGRANGE-METHODE

e Man definiere die Funktion F(x1,...,2n, A1,...,Ag) ==
= flz1,...,2n) F M g1(x1, .., 2n) + oo F Agggx, ..o 2n)

e Man leite F' nach allen Variablen z; und A\, ab (j = 1,...,n,
k=1,...,p) und setze diese Ableitungen gleich Null.

e Man l6se das resultierende Gleichungssystem (n + ¢ Gleichungen
mit ebensovielen Unbekannten).

Es ist leicht abzuschétzen, dass es der letzte Punkt dieses Kochrezepts ist, der
iiblicherweise am meisten Arbeit macht. Im allgemeinen hat man es ndmlich mit
nichtlinearen Gleichunssystemen zu tun, die sehr unangenehm zu lésen sein kénnen.
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BEISPIEL: Wir bestimmen

BEISPIEL: Wir bestimmen nun Maximum und Minimum der Funktion f(z,y,2) =
5z + y — 3z unter den beiden Nebenbedingungen ¢1(z,y,2) =  +y + 2z = 0 und
go(x,y,2) = 2% + y?> + 22 — 1 = 0 (graphisch also auf der Schnittmenge der Ebene
g1 = 0 mit der Kugel g5 = 0):

F(xayuz’)‘au) = f(xay7 Z) +)\91(90,y7 Z) +M92(957y72)
= br+y—3z+ANz+y+z2)+u@®+y*+22-1)

Nun erhélt man durch Ableitung

Iy F, = 5+A+2uz=0
(II) F, = 14+A+2uy=0
(I) F. = —3+A+2uz=0
(IV) F\ = z4+y+2=0

(V) F, = 22+ +22-1=0

Addition von (I) bis (III) liefert 3 +3A+2u(z+y+2)=0

Mit Gleichung (IV) folgt 343X =0 — Ax=-1
(I) = p #0, aus (II) folgt damit 2uy =0 — y=0
(IV) liefert damit z=—x
(V) ergibt damit 202 =1 — z= \% Vo= —%
Man erhélt also die beiden Punkte Pl(%,o,—%) und PQ(—%,(),%). Nun ist

flp, = 4-v2und f|p, = —4-1/2, die Schnittmenge (g1 = 0)N (g2 = 0) ist kompakt, f
hat also an P ein absolutes Maximum und an P» ein absolutes Minimum (beziiglich
der durch die Nebenbedingungen zugelassenen Menge).
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BEISPIEL: Wir bestimmen nun jenen Punkt auf der durch 2z2 + zy + 2y = 45
gegebenen Kurve, der vom Ursprung 0 = (0, 0) den kleinsten Abstand hat. Hier
nutzen wir aus, dass, wenn der Abstand d(x, &) extremal wird, das Gleiche auch fiir
sein Quadrat gilt. Als Zielfunktion withlen wir also f(z, y) = d(z, 0)? = 22 + 3?2, als
Nebenbedingung haben wir g(x, y) = 222 + zy + 23> — 45 = 0. Nun definieren wir

F(x,y, A) = 332+y2+>\(2932+:cy+2y2 —45)
und erhalten fiir die Ableitungen

(I) F, 20 +4 x + 22y =0
(I) F, = 2y+4 y+2 =0
(III) F\ = 22°+4a2y+2y>—45=0

(I) und (II) sind zusammen ein homogenes lineares Gleichunssystem in x und y,

2+4Nz + 22y = 0
20z + (2+4N)y = 0

das nur dann eine nichttriviale Lésung haben kann, wenn seine Determinante ver-
schwindet. Man erhélt also z = y = 0 (was mit der Nebenbedingung nicht vertréglich
ist) oder die Bedingung

244X 2\

on gy | = RHANTZ (N =120 416+ 4 =0

mit den beiden Losungen

—16 + 162 — 1216

ALz = 24
also A\1 = —% und Ay = —1. Diese beiden Fille muss man nun separat betrachten:
o )\ = —%:
e \=—1:
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ExXKURS: Beweisskizze fiir die Lagrange-Methode

Die Methode der Lagrange-Multiplikatoren ist sowohl effizient als auch von grofler
konzeptioneller Bedeutung, wirkt aber auf den ersten Blick sehr willkiirlich. Ein
formaler Beweis ist relativ aufwendig, die Idee soll aber hier fiir den einfachsten
Fall (Zielfunktion abhéngig von zwei Variablen, eine Nebenbedingung) demonstriert

werden.
Wir suchen also die Extrema von f(z,y) mit der Ein-

schrinkung g(x,y) = 0. Das begrenzt den betrachte-
ten Bereich (meistens) auf eine Kurve C. Nun kann
man sich vorstellen, sich entlang dieser Kurve zu be-
wegen, man wird dann meist eine Anderung der Funk-
tion f registrieren. An einem Punkt P, wo f auf C' ein
Extremum hat, wird ihre erste Ableitung in Richtung
der Kurve natiirlich Null sein. Ist g nun differenzier-
bar (und davon wollen wir ausgehen), so kann man
die Steigung von C angeben durch (siehe Hauptsatz
iiber implizite Funktionen; fiir den Fall einer senkrech-

ten Tangente (g—g = 0) miissten die Argumentation
natiirlich auf Z—Z umgeschrieben werden):
99
dy oz
dy == %dx— —Edm
dy

Die Anderung von f in Richtung (dz, dy) ist demnach
(auf eine Normierung des Richtungsvektors kann hier
verzichtet werden):

0,
df:gfd:anafdy:{af ag-af} dx =0

9. 0
z oy ox aTg/ oy
af
0 35 O
Anders angeschrieben: or ST
ox 99 Oz
0
o | 91 09
Nun definieren wir eine Zahl A mittels \ := —
dy" dy
und erhalten daraus unmittelbar:
of |, 0g af 09y
— +A===0 — +A==0
Ox + Ox oy + y

Es muss also notwendigerweise an jedem Extremum von f beziiglich g(x,y) = 0 eine
Zahl A geben, fiir die diese beiden Gleichungen erfiillt sind. Die Verallgemeinerung
des hier angedeuteten Prinzips fithrt genau auf die in diesem Abschnitt prisentierte
und verwendete Technik der Lagrange-Multiplikatoren.
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8.3.3 Ubungsaufgaben — Extremwertaufgaben

Man finde alle kritischen Punkte der Funktion

2 2
_zT4y”
2 2

flzy) =" —2%) e

und tberpriife, ob es sich dabei um lokale Mazxima, lokale Minima oder Sattelpunkte
handelt.

Fiir die ersten partiellen Ableitungen erhélt man

OF gy et O e
or  © (" -y =2)-e 8y—y-(2+x —y°)-e

Nullsetzen liefert im ersten Fall = 0 oder 22 — %2 — 2 = 0, im zweiten y = 0 oder
2?2 —y%+2 = 0, Ein kritischer Punkt ist damit auf jeden Fall P; (0, 0). Die Bedingungen
=0 und 2 — y? = 0 fithren auf P»(0, v/2), P3(0, —v/2). Fiir y =0 und 22 —2 =0
erhilt man Py(v/2, 0), Ps(—+/2, 0). Die beiden Bedingungen x> — y?> — 2 = 0 und
22 — y2 4+ 2 = 0 sind nicht gleichzeitig erfiillbar, man hat also bereits alle kritischen

Punkte gefunden. Uberpriifen der zweiten Ableitungen liefert

(fm-fyy— )00 = (2)2-0=-4<0 P; Sattelpkt.
(faz - [, )|(0f) (-5 (-9 -0=8>0 fo,=-2<0 P, lok Max.
(fox Loy = J2)l oz = (-8) (=2) =0=12>0 fou=—3<0 Pslok Max.
(fox Foy = J2)l a0y = ¢ £ —0=12>0 feo=2%>0 Py lok. Min.
(fox fow = 2| gy = 5 ¢ —0=2>0 foe=3>0  P5lok Min.
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Man bestimme und klassifiziere alle FExtrema der Funktion

flz,y) =042z —y)?+ 2 -z +y)?+ (1+z—y)°

Die ersten partiellen Ableitungen ergeben sich zu f, = 4(1+ 2z —y) — 22—z +vy) +
2(14z—y) = 122—8y+2und f, = —2(14+2z—y)+2(2—z+y)—2(1+z—y) = —8x+6y.

Nullsetzen liefert ein Gleichungssystem mit den Losungen x = f% und y = —2.
Mit for = 12, foy = —8 und fyy = 6 erhélt man A = fo, fyy — jy =8 >0, es

handelt sich also tatsdchlich um ein Extremum, wegen f,, = 12 > 0 um ein relatives
Minimum, natiirlich muss es auch das absolute Minimum der Funktion sein.

Man bestimme und klassifiziere alle FExtrema der Funktion
f(a,y,2) = —ay + 2% — 3z + 5y

unter der Nebenbedingung g(z,y,z) =x+y+2z—1=0.

Da in der Nebenbedingung die Variablen nur in erster Potenz vorkommen, bietet es
sich hier an, nicht mit Langrange-Multiplikatoren zu arbeiten, sondern einfach die
Nebenbedingung in die Zielfunktion einzusetzen. Mit x = 1 — y — z erhélt man die
neue Zielfunktion ~

fly,2) =9* +yz+ 2%+ Ty + 32 — 3,

mit den partiellen Ableitungen fy =2y + 2+ 7und f, = 2z 4+ y + 3. Nullsetzen und
anschliefendes Losen des Gleichungssystems liefert y = —1—31, z= %, die Nebenbedin-
gung ergibt weiter z = 1—33
Fiir die Funktion f (y, z) kann man sofort die Hesse-Matrix iiberpriifen: Man erhilt
mit fyy =2, fyz =1 und f.., = 2 sofort A = fyyfzz — fgz = 3 > 0 fiir beliebige y
und z, wegen f,, =2 > 0 ist also jeder kritische Punkt (es gibt ohnehin nur einen)
ein relatives Minimum.

Tatsédchlich ist der vorher gefundene Punkt P(1—33, —%, %) sogar ein absolutes Mini-
mum: Es kommen nadmlich sowohl y als auch z in f in hoéchster Potenz quadratisch
vor, die Funktion geht also in jede Richtung — —+oo. Weiters ist die Funktion auf
ganz R? differenzierbar und besitzt keine weiteren kritischen Punkte, P muss also ein

absolutes Minimum sein.
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Man bestimme alle Extrema der Funktion

x
== -y’ +2?

flay,2) =3

unter der Nebenbedingung g(x,y,2) = 2? +y> +222 —1=0.

Wir definieren nun mit dem Lagrange-Multiplikator A:

Fe,y,20) = f2,9,2) + Ag(e,9,2) = 5 = 9° + 22 + A (27 47 4227~ 1)

Die Ableitungen ergeben

I) Fo=%i+2\x=0

(II) F,=-2y+2xy=2y(A—1)=0

(D) F. =22 44Xz = 2:(2 41) =0

(IV) Fy=g(z,y2) =22 +y*+222-1=0

I

o O
<<
> >
[l
|

—
—

IS
Il
N|—

Nun unterscheidet man die Falle:

e y = 0: Hier gilt es wiederum zu unterscheiden:

— 2z =0: Aus (IV) erhiilt man 22 —1 = 0, z = &1 und Py;(1,0,0), P»(—1,0,0)
- A=-( ergibt z=1 (IV) wird damit zu § 4+ 222 =1 =0, 22 = 2

und z = +4/2, also Py(3, 3) und Py(3,0,—/32).

e A\ =1, damit ist A\ = —% von vornherein ausgeschlossen, also z = 0. (I) liefert

% + 2z =0, also x = — 7, damit wird (IV) zu 15 + y?> — 1 = 0 mit der Losung

y=+¥=2 ‘ﬁ . Letztlich erhalt man also noch Ps(—3 1 L ,0) und Ps(—1, —@, 0).
Will man die Extrema noch klassifizieren, so kann man ausnutzen, dass g(x,y,z) =0
ein Ellipsoid, also eine kompakte Menge beschreibt, auf der die Funktion f sowohl ein
Minimum als auch ein Maximum annehmen muss. Berechnung der Funktionswerte
liefert:

1
2’

5
8

17

1
f|P1:§v f|p2:_ f|p3:f|P4: f|P5:f|PG:_T6’

demnach liegen an P3 und P, absolute Maxima, an Ps und Py absolute Minima. Eine
Untersuchung der Punkte P, und P, wére allerdings aufwendiger.

Man bestimme die stationdren Stellen der Funktion
fl,y,2) =2 + 2z + 3

unter der Nebenbedingung g(x,y,z) = x+y+ 2z — 1= 0. Handelt es sich dabei um
Extreme?
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Mit g(z,y,2) = 0 — z = 1 — & — y definieren wir f(z:,y) = f(z,y,l —x —y) =
22+ 2(1 — 2 —y) +y? =2 — xy + y? und erhalten

fy=—2+2y=0 — x=2,

alsoz =2,y =1,z=-2 Nunist f(2,1,-2) = f(2,1) = 1, aber z.B. f(0,0) =0 < 1
und f(2,0) =2 > 1, also ist P(2,1,—2) kein Extremum.
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Gegeben ist die Funktion

flz,y) =y* = 3zy* + 2°

Gesucht sind Lage und Art aller kritischen Punkte von f.

Nullsetzen der ersten partiellen Ableitungen liefert:

folw,y) = =3y* + 322 =3(2* —¢y*) =0 — ?=y’ z==y
fo(z,y) = 4y® — 62y =2y(2y* —32) =0 — y=0V2*’—-32=0

Eine Losung ist also sicher P;(0,0). Setzt man nun y? = 22 in 2y? — 32 = 0 ein, erhélt
man z - (22 — 3) = 0 mit den beiden Losungen z = 0 (schon in P; erfasst) und = = 3.
Wegen x = +y ergeben sich also zwei weitere Punkte P»(2,2) und P3(2,-2). Nun
versuchen wir, anhand der Hesse-Matrix Aussagen iiber die Art des Extremums zu
erhalten, dazu betrachten wir:

A, — fow Joy | | 62 —6y
2= - 2
fey  fuy —6y 12y° —6x
Fiir die Punkte P, und P;5 erhalten wir:
Aolp, =9-18 = (=9)-(-9) =81 >0 Aslp =9-18-9-9=81>0,

Es handelt sich also um Extrema, und zwar (wegen fiz|p, = foz|p, = 9 > 0) um
zumindest lokale Minima. An P; kann mit der Hesse-Matrix keine Aussage gemacht
werden (A2|P1 = 0), da aber beispielsweise f(z,0) = z* in jeder Umgebung von
P;(0,0) groBere und kleinere Werte als f(0,0) = 0 annimmt, muss es sich um einen
Sattelpunkt handeln. Anhand von f(z,0) sieht man auch, dass f beliebig grofie und
kleine Werte annehmen kann, es also keine globalen Extreme geben kann.

Man bestimme jenen Punkt auf dem Paraboloid

2y =22+409.

der vom Punkt P(4,6,1) den geringsten Abstand hat.
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Zur Vereinfachung betrachten wir statt des Abstands d(x,y, z) die Funktion
f(xayv Z) = d(w,y, Z)2 = (CE - 4)2 + (y - 6)2 + (Z - 1)2a

die unter der Nebenbedingung g(z,v, z) = 22 +y?—22—9 = 0 ein Minimum annehmen
soll. Nun definieren wir

F(z,y,2,\) = (x—4)*+(y—6)2+ (z = D2+ XNz? +y* —22-9)

und erhalten fiir die Ableitungen

() F,=2z—-4)+2\xx=0 1+Nx=4 —z=4/z
(11) F,=2(y—6)+2\y=0 (1+Ny=6 —y=6/z
(I1I) F,=2(z—1)+2\xx=0 — 1+X=2z

(IV) Fx=22+4>-22-9=0

Setzt man nun z = 2 und y = ¢ in (IV) ein, so ergibt sich 1% + 3¢ — 2z —9 =0 und
durch Multiplikation mit 22 die kubische Gleichung 223 + 922 — 52 = 0, deren einzige
reelle Losung z; = 2 ist. Der Punkt mit minimalem Abstand (denn einen solchen
muss es ja geben) ist also Q(2,3,2).
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8.4 MEHRFACHINTEGRALE

8.4.1 Einleitung

48



Kapitel 8: Analysis im R" 8.4 Mehrfachintegrale

8.4.2 Interierte Integrale — Der Satz von Fubini
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8.4.3 Integration iiber Normalbereiche
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8.4.4 Koordinatentransformationen

Bei Einfachintegralen f; f(x) dx war es oft eine grofie Hilfe, mittels Substitution z —
u(x) auf eine neue Integrationsvariable iiberzugehen. Wir wollen nun untersuchen,
ob ein vergleichbares Vorgehen auch bei Mehrfachintegralen moglich ist und welche
Vorteile sich daraus ergeben konnen. Nehmen wir als Beispiel das Integral I =
[/, (&* +y*)dA, wobei By der Einheitskreis ist. Auf herkommliche Art und Weise
wiirden wir I mittels iterierter Einfachintegrale berechnen, also zum Beispiel

1 y=+v1—x2
I :/ / (2® + y*)dy ; dz.
rz=—1 y=—+v1—x2

Sogar bei diesem an sich einfachen Beispiel wire das ein nicht unerheblicher Auf-
wand. Nun ist unser Problem aber kreissymmetrisch, und so bringt vielleicht
die Einfithrung von Polarkoordinaten Vorteile: Wir setzen also x = rcosy und
y = rsinp. Wegen r = y/22 + 32 lautet der Integrand nun f = 22 + 32 = r2. Wenn
wir die Grenzen betrachten, so lduft » von Null bis Eins, die Winkelvariable ¢ von

0 bis 27. Wir erhalten also . )
1= / / r?dA,
r=0 Jp=0

und haben jetzt nur noch ein Problem: Wie kénnte das Flachenelement dA in Po-
larkoordinaten aussehen?

In kartesischen Koordinaten ist dA einfach dz dy. Es ist aber klar, dass nicht ein-
fach dA = dr dp sein wird. Die Differentiale dx, dy und dr haben alle die Dimension
einer Lange, dy hingegen die eines Winkels (rad = ™ = 1). Das Produkt dr dy ist
der Dimension nach also ebenfalls eine Lénge, keine Flache und kann daher nicht

gleich dA sein.

Geometrisch wird aber schnell klar, wie dA in Polarkoordinaten

auszusehen hat. Das Element dA ist ndherungsweise ein Rechteck

mit den Seitenlédngen dr und rdp. (Eine Seite hat eigentlich die

Lénge (r+dr)de, aber das Produkt dr dy ist von zweiter Ordnung @
in den Differentialen und kann gegen r dy vernachlissigt werden.) r dr

Wir erhalten also das wichtige Ergebnis:

FLACHENELEMENT IN POLARKOORDINATEN

In Polarkoordinaten gilt fiir das Fldchenelement

dA =rdrdy

und damit fiir unser Intergral:

1 2m 2m 1 41
I:/ / T2rdrd<,0:/ dcp-/ Bdr =2 —| =L,
r=0 Jp=0 =0 r=0 4o 2



Kapitel 8: Analysis im R" 8.4 Mehrfachintegrale

Die Transformation der Koordinaten hat in diesem Fall zwei Vorteile gebracht: Er-
stens wurde der Integrand einfacher und zweitens, in diesem Fall noch wichtiger,
die Beriicksichtigung der Grenzen war viel leichter moglich. Wir kénnen also davon
ausgehen, dass gerade bei Integralen iiber Bereiche mit spezieller Symmetrie die
Einfithrung von ,,darauf zugeschnittenen“ Koordinaten die Sache wesentlich einfa-
cher wird.

Was bedeutet die Einfithrung neuer Koordinaten aber iiberhaupt? Eigentlich ist es
ganz einfach: Statt durch n Zahlen x1, xo, ..., x, beschreiben wir einen Punkt
im R" einfach durch n andere Zahlen wy, uo, ..., uy, wobei die Zuordnung fiir
zumindest fast alle Punkte eineindeutig sein soll. Das heifit, (fast) jeder Punkt hat
zusitzlich zu den Koordinaten x; noch einen Satz anderer Koordinaten w;, durch
die er aber genauso eindeutig bestimmt ist. Wegen der geforderten Eineindeutigkeit
muss es jederzeit moglich sein z; = x;(u1,u2, ... uy) und u; = u;(x1, 22, ... x,) fir
j =1...n zu bestimmen. (In Polarkoordinaten ergibt das = = x(r, ¢) = r cos ¢ und
y =y(r,¢) = rsinyp in die eine und r = r(z,y) = V22 + y2, ¢ = p(z,y) = arctan ¥
in die andere Richtung.) In diesem Fall kénnen wir ein Integral, das eigentlich in
x;-Koordinaten angeschrieben ist, auf ein Integral in w; umformen und dadurch
wesentliche Vereinfachungen erzielen.

Das eigentliche Problem an dieser Vorgehensweise ist die Bestimmung des
Flachen- oder Volumselements in den neuen krummlinigen Koordinaten. Bei Po-
larkoordinaten ist das geometrisch noch leicht méglich, aber was tut man bei kom-
plizierteren Zuordnungen oder in hoherdimensionalen Raumen? Kurz gesagt, wir
suchen nach einem Verfahren, mit dem wir aus u; = u;(x1,2,...2y,) direkt das
Volumselement dV berechnen kénne, ohne uns allzuviel iiber Geometrie den Kopf
zerbrechen zu miissen.

Nun gilt aber ganz allgemein, dass aus dem ,Quader —_—

dxy,dxo, . ..,dr, in krummlinigen Koordinaten ein Paral-
lelepiped dui,dus, ..., du, wird — und das Ausmaf} dieser a3 cfxz
Streckungen, Stauchungen und Verzerrungen wird (da wir dx)

es ja nur mit infinitesimalen Schritten zu tun haben) durch

die partiellen Ableitungen gi; oder umgekehrt gg; beschrie- @ iy

ben. Genauer gesagt ist es der Betrag der Determinante der
Jacobi-Matrix, iiber den die Transformation letztendlich ver- oy diig
mittelt wird. Wir erhalten also: !

TRANSFORMATION DES VOLUMSELEMENT

Das Volumselement dV transformiert gemé&f

dV =dxq1...dx, = duy ... du,

8(x1, ce ,xn)
6(’&1, e ,un)
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Der Betrag wird hier nur genommen, um ein eventuelles orientierungsabhéngiges
Vorzeichen zu vermeiden. Das Herzstiick unserer Transformationsformel ist die De-
terminante der Funktionalmatrix. An dieser Stelle siecht man auch wieder, dass jede
Koordinatentransformation von n Variablen wieder auf n Variablen fiihren muss,
ansonsten wére die JACOBI-Matrix nicht quadratisch und man kénnte gar keine
Determinante bilden.

BEISPIEL: Als erste Anwendung der Formel wollen wir sie an Polarkoordinaten te-
sten. Dabei miissen wir natiirlich wieder das gleiche Ergebnis erhalten wie zuvor.
Wir bilden also zunéchst die JAcOBI-Matrix

I(z,y) e 2 Cos —rsi
YY) _ | o op | _ ¥ —rsme
a(r,p) % g—i sing rcosgp
und was noch fehlt ist nur mehr eine kleine Fingeriibung im Determinantenberech-

nen
‘3(96, y)
A(r, )
also genau, was wir brauchen, um nicht noch einmal von vorn anfangen zu miissen.
Man erhélt also tatséchlich dx dy = r dr dep.

‘ =rcos’p — (—r sin? ©) = 7“((3052  + sin® p) =T,

Aus der Transformationsformel heraus wird unmittelbar klar, dass

-1

‘8(3:1,...,1'”) _‘8u1,...,un
A(u1, ..., up 0x1,...,%n
. . . . : -1
sein muss, was die mehrdimensionale Verallgemeinerung von (fi%) = (%) dar-

stellt. Natiirlich muss die Transformationsformel fiir n = 1 in die gewohnte Substi-
tutionsformel iibergehen, nur den Betrag 148t man in diesem Fall gewohnlich weg.
Nebenbei enthilt die JACOBI-Matrix neben der Moglichkeit, das Volumselement
zu berechnen, noch eine weitere wertvolle Information: Dort, wo sie Null wird, ist
die Zuordnung zi,...,T, < ui,...,u, nicht eineindeutig, und verschwindet sie
identisch, geht bei der Transformation Information verloren. Im Fall von Polarko-
ordinaten ist die JACOBI-Determinante gleich » und wird nur im Ursprung zu Null.
Tatsédchlich hat dieser Punkt die Polarkoordinaten r» = 0, ¢ beliebig; die Eineindeu-
tigkeit geht also verloren. Da einzelne Punkte, ja beliebige Mengen vom Mafl Null
den Wert eines Integrals nicht &ndern, macht das hier aber nichts.
Im R3 gibt es natiirlich viele unter Umstéinden sinnvolle Koordinatentransformation,
von denen die beiden wichtigsten (Zylinder- und die Kugelkoordinaten) im folgenden
vorgestellt werden. Aber auch im R? konnen neben kartesischen und Polarkoordi-
naten noch andere Systeme hilfreich sein. Auler zum Berechnen von Mehrfachin-
tegralen ist die Einfithrung krummliniger Koordinaten auch noch in vielen anderen
Bereichen praktisch, das reicht von vektoranalytischen Rechnungen bis hin zur Se-
peration von partiellen Differentialgleichungen (mehr dazu im néchsten Kapitel).
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Zylinderkoordinaten

Zylinderkoordinaten sind ein naheliegender Gedanke, wann immer ein Problem eine
Art von Zylindersymmetrie zeigt. Als ausgezeichnete Achse wihlt man meist die
z-Achse und fithrt normal dazu in den z-y-Ebenen Polarkoordinaten ein.

T = pcose p = Va?+y?
y = psingp ¢ = arctan?
z = z z = z

Dass hier das griechische p statt r verwendet wird, liegt daran, dass man im R3
meist r = /22 + y2 + 22 fiir den Abstand zum Ursprung reserviert, p hingegen gibt
nur den Abstand zur z-Achse an. Fiir das Volumselement in Zylinderkoordinaten
ergibt sich (wenig iiberraschend)

dV =pdpdpdz

Kugelkoordinaten

o4
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8.4.5 Ubungsbeispiele

Man bestimme die Dreifachintegrale

1 In2 ™
I, = / / / xe®™ sinz dx dy dz
z=0 Jy=0 J2z=0

I, = / / / x2y cos(xyz) dx dy dz
=0 Jy=0 J2=0

1 In 2 ™ 1 ezy -
I, = / x / e™ dy dx'/ Sinzdz:/ x{] dx - {fcosz] =
x=0 y=0 2=0 =0 T y=0 2=0

1 2 exan 1 2
= 22 4l ge 141 =2- - -2 9
/xzo {e } - [L+1] [ In2 x] weo 12

I, = / / [m2 ysm(:ryz)} dx dy = / / zsin(rzy) de dy =
=0 Jy=0 ry 2=0 =0 Jy=0

_ _/: [xcob(”y)r dy:l/: (1 - cos(n’e)) dz =

=0 T y=0 m =0
_ 1 [x i Sin(fx)]” 1 Sin(;r‘*)
T T 0 T

Man berechne das Integral ffs x? dx dy, wobei der Bereich S von der Hyperbel xy =
16 und den Geraden y =z, y = 0 und x = 8 begrenzt wird.

Der rechts dargestellte Bereich S wird giinstigerweise in
zwei Bereiche S und Ss zerlegt, wobei S7 von x = 0 bis
x = 4 reicht und durch y = 0 und ¥ = = begrenzt wird;
Sy reicht von 2 = 4 bis x = 8 und wird durch y = 0 sowie

SN e s e o N @

Yy = 1?6 begrenzt. (Analog kénnte man natiirlich auch an
der Stelle y = 2 zerlegen.)

I = // xzdmdy—k// ? dx dy =
S1 S2
4 Y=z 8

/ / 22 dy p dx + /

=0 y=0 z=4 y
4 y=z 8 =16
= / {xzy‘ }dx—l—/ x2y‘ / }dx—
=0 y=0 =4 y=0

4 8 el
= / a:3dx+/ 16xder = —
0 4 4
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Man bestimme das Integral
dx dy
I'=1[1| 52
BT +y
wobei B der Bereich mit 1 < x? + y? < 4 ist.

Der Integrationsbereich ist ein Kreisring um den Ursprung von r =1
bis r = 2, Transformation auf Polarkoordinaten ist bei diesen Sym-
metrieverhéltnissen dringend anzuraten:

2 27 2
1 d 2
I:/ / *zrdrdcp:%'/ T —or || =272
r=1 LPZOT 1 T 1

Man bestimme den Inhalt jenes Volumsbereiches, der von den Flichen x%+y? = 1+22
und x? 4+ y? = 2 — 22 eingeschlossen wird und der den Koordinatenursprung enthilt.

Als erstes fithren wir Zylinderkoordinaten ein, die beiden
Flichen p? = 1+ 22 und p? = 2 — 22 schneiden sich in

p = /3/2 bzw. z = £1. Um die Integration ausfithren zu ?(

z
konnen, muss der Bereich in zwei Teile zerlegt werden, ein- %
mal von p = 0 bis p = 1 und dann von p = 1 bis p = /3/2. r
Erleichternd kommt hinzu, dass aus Symmetriegriinden nur %)/
iiber positive z integriert werden muss, der Bereich z < 0
kann durch einen Faktor 2 vor dem Integral beriicksichtigt

werden.
27 1 V2—r2 27 \V3/2 pa/2—p2
2 / / / pdcpdpder/ / / pdpdpdz
=0 Jp=0J2=0 =0 Jp=1 z=4/p2—1

1 V3/2
= 2{27r/0p\/2p2dr+2ﬂ'/ ) p(\/p21\/2p2)dp}

Vv

4#{/pmpmdp—/pmp\/ﬁﬁdp}

=0 =1

Mit der Substitution u = p?, Z—;f =2p, dp = g—z in beiden Integralen folgt:
3/2 3/2
V = 2r V2 —udu— Vvu—1ldup =
0

1

_ 2 3/2’3/2 2 3/2’3/2
= 27r{ 3(2 u) . 3(u 1) .
2 (1\*?* 2 2 (1\%? 2 41
= 2 —=|(= o932 _Z (2 =or{ oV — - — % =22
7r{ 3<2> T3 3(2> 7r{3 v 32\5} &

26
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Man bestimme das Integral

I://xdﬂcdy
B

wobei B jener Bereich ist, der von den beiden Kurven y = sinxz und y = —sinzx
begrenzt wird und den den Punkte (5, 0) enthdlt.

Man bestimme das Volumen jenes Kérpers, der durch die beiden Fldchen

z=1+x2+> und z2=3— a2+ y?

begrenzt wird.

Fiir diese Rechnung bieten sich Zylinderkoordinaten auflerordentlich an:
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8.5 WEITERE ANWENDUNGEN

8.5.1 Das mehrdimensionale Newton-Verfahren
Ty =2, — (F) 7 (zp)

Speziell fiir Funktionen R? — R? erhélt man

<8(f,g)>_1 _ 1 9y Yz T_ 1 gy —fy
8(x,y) a ‘8(f,g)‘ _fy fa: a ‘B(f,g)’ — Yz fac

o(z,y)

und damit weiter

(a(f,g)>_1<f>_ 1 (fgy_fyg
I(x, g o049) | \ fe9— [ 9a
(z,y) ’a(w)‘
oder schon in Komponenten aufgeschliisselt:
1
Tn+1 = Tn — T (f(@nsYn) * 9y(Tns Yn) — fy(@n, Yn) - 9(Tn, Yn))
1
Yn+1 = Yn — 7 ) (fx(SUnvyn) : g(xmyn) - f(xna yn) 'gx(xna yn))

In der Praxis ist das Berechnen der inversen Matrix (f')~!(z,) mit einem er-
heblichen Aufwand verbunden, deswegen verwendet man hiufig das vereinfachte
Newtonverfahren mit der Interationsvorschrift

Tpt1 = Ty — (f’)*l(wg)

Die Verringerung des Rechenaufwandes fiir die einzelnen Schritte bezahlt man aller-
dings mit einer insgesamt langsameren Konvergenz.
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8.5.2 Schwerpunkte und Trigheitsmomente

Eine ,straightforward“-Anwendung von Mehrfachintegralen ist die Berechnung eini-
ger Grofen, die insbesondere in der (technischen) Mechanik eine immanente Rolle
spielen — Schwerpunkt und Trigheitsmomente eines Korpers. Dabei konnen wir nicht
ausfiihrlich auf den physikalischen Ursprung und die Bedeutung dieser Begriffe ein-
gehen — also nur soviel:
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8.5.3 Spezielle Integrale

Meist berechnet man Mehrfachintegrale durch Zuriickfiihrung auf iteriterte Einfach-
integrale. Gelegentlich geht man aber auch den umgekehrten Weg und ermittelt ein
analytisch nicht 16sbares Integal auf dem Umweg {iber Doppelintegrale. Ein klassi-
sches Beispiel dafiir ist das Integral [ = fooo e~*"dz. Dafiir ergibt sich:

e} 00 00 2
I? = / e dy / eV dy —/ / @*+9*) g dy —/ / e dr dp =
=0 =0 =0 r=0 J =0

2

u=7r" du=2rdr oo— _ 9o me,udﬁ_ﬂ [—67“] .
r=yu dr=4% 0—0 | u=0 2 0o

Man erhélt also I = [ e dy = /7
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8.5.4 Ubungsbeispiele

Gegeben ist das System
flz,y) = 20y —a?y’
g(z,y) = 3xzy®+2%y* -5

Indem man (z1,y1) = (1,1) als Startpunkt wdihle, berechne man mit Hilfe des
Newton-Verfahrens den Niherungswert (x2,y2) fir die in der Nihe von (1,1) lie-
gende Liosung des nichtlinearen Gleichungssystems f(x,y) = g(x,y) = 0.

Zunichst berechnen wir die Jacobi-Determinante an P(1,1):

622y — 2xy® 223 — 32y>
3y3 + 32%y?  9xy? + 223y

Jr  Jy
9z Gy

I = =4-11—(1)-6 =50

P

Fiir den nichsten Interationsschritt erhalten wir mit f(1,1) = 1; g(1,1) = —1:

1 10 4
= —_ — 1 1 :1——:7:
T2 L1 I, (f gy — fy 9)(1,1) 50 5 0,8
1 (-10) 6
= _ — T — - ]_7]_: —7:—:172
Y2 =g (fog—foa)(11) B0 &

Gegeben ist das System

g(w,y) =

Indem man (z1,y1) = (,) als Startpunkt wdihle, berechne man mit Hilfe des Newton-
Verfahrens den Ndiherungswert (xe,ye2) fir die in der Nihe von (,) liegende Lisung
des nichtlinearen Gleichungssystems f(x,y) = g(x,y) = 0.

Zunéchst berechnen wir die Jacobi-Determinante an P(1,1):

fo Ty
9z Gy

I =

P | P

Fiir den néchsten Interationsschritt erhalten wir mit f(1,1) =; g(1,1) =:
1
T2 = xl_f'(fgy_fyg)(J:
1
1
Y2 = yl_T'(facg_fgx)(a):
1
Man berechne das Trigheitsmoment I, = fffB(x2+y2) dV jenes homogenen Korpers
B, der durchx =0,y =0, 2=0, 22 +y?> =1 und z = 3 — 22 — y? begrenzt wird.
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Fiir dieses Problem sind Zylinderkoordinaten vorteilhaft (z? +
y? =12, dV = rdrdpdz):

) |

7/2 ol 3—r? /2 g2
I, = / / / 7'2~rdg0d7’dz:/ dg@/ [rdz}
=0 Jr=0J2z=0 ©=0 r=0 z=0
T 1

1
3 5 T (3rt 1 T
= — . — = — - —_— = — ¥
2 /T’:O (3T ' ) ar 2 ( 4 6 )T_O 24 /
X

Man berechne den Schwerpunkt der Fliche S, die von der Parabel y = 2> — 1 und
der Geraden y =1 — x begrenzt wird.

Schneiden der beiden Kurven liefert: 22 —1 = 1—z, x = —%:I:%,
also 1 = —2, o = 1. Nun berechnen wir den Flicheninhalt
von S: ‘

y=1—=zx 1
A = dxdy:/ (2—x—x2)dm: :

=—2 1

e~
Il =
b
e
Il <
8

[V

L

Z'Q l‘g ! 9 28 18 08 05 '
= {21;__] =[1+é]—[—6+§]:§ \
—2

Fiir die Schwerpunktkoordinaten erhélt man nun

1 1t y=l—g 1 J=l-u
rg = A//Sxdacdy:A/__2/y_m2_1mdxdy:A/w__zacy‘y_gCZ1dx

= % zl_2(2x—x2—x3)dx=il[xQ—l;:—l:]lQ:_il.i;:_;
o= g ffear=g [ [T =g [ G0

o M T LSRR P
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8.6 AUFGABEN

8.6.1 Ubungsaufgaben
1. Fiir die Funktion

x?ysin L fiir zy # 0

- zy
F,y) { 0 fir zy =0

berechne man:
(a) grad f <\/g, \/%> und grad f(0,0)
(b) ilg% f(z,0), ?}12% f£(0,y) und ili?% f(z, kz) fur k € R\ {0}
(©) Tim fu(r,1) und £ (0, 1)
2. Man bestimme und klassifiziere alle kritischen Punkte der Funktion

flz,y) =2+ 3> — 3z — 12y + 20

3. Man zeige, dass sich das Funktionensystem

fl(xvyvz) - (y—|—2’)4+$y(332—2’2)—1:0

fo(x,y,2) = (z—a)' —yz(a® +¢°) =0
in einer Umgebung von P(0, 1,0) nach y und z auflésen 148t. Weiters bestimme
man fiir die Auflésungen y(z) und z(x) die Ableitungen 3/(0) und z'(0).

4. Es sei f(t) stetig differenzierbar. Man zeige:

Fir z(z,y) == 2" f (%) gilt x% + ng; =nz, neN

5. Gegeben ist die Funktion
fla,y) =y +ay’ + ™

(a) Man zeige, dass f(x,y) = 0 in einer Umgebung von P(0,—1) nach y
auflosbar ist. Liegt fiir diese Auflosung y(x) in = 0 ein lokales Extremum
vor?

(b) Man bestimme Art und Lage aller kritischen Punkte von f.

6. Man berechne die Richtungsableitung der Funktion
flayy) = e

am Punkt P(%, —1) in die Richtungen & = (1,0), & = (0,1) und @ = (5, 7).

[\
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10.

11.

12.

13.

14.

Man untersuche die folgenden Funktionen auf das Vorliegen lokaler Extrema:

(a) f(z,y) = (x+y)*
(b) gz, y) =2 + (z +y)*

. Man bestimme Lage und Art aller kritischen Punkte der Funktion

flzy)=(1—2%)-(3-y)

. Man zeige, dass sich das Gleichungssystem

fl(xayaz) = Z'Cosyimizz

f2(x7ya Z) = z- Sil’ly + ln(l + 5(32)
in einer Umgebung des Punkte P(0,0, 1) nach y und z auflésen laft. Fiir diese

Auflésungen y(x) und z(z) bestimme man, ob an der Stelle x = 0 ein lokales
Extremum, und wenn ja welches, vorliegt.

//S(x2 +y?) dx dy,

wobei S die zwischen den beiden Parabeln y = 22 und y = 322 — 2 eingeschlos-
sene Teilmenge des R? ist.

Man berechne das Integral

Man bestimme diejenigen Punkte auf der Kugeloberfliche x? + y? + 22 = 1,
die von (1,1, 1) den kleinsten bzw. den gréfiten Abstand haben.

Gegeben ist das System
flay) = @yt
glz,y) = -y

Indem man (z1,y1) = (%, %) als Startpunkt wéahle, berechne man mit Hilfe des

Newton-Verfahrens den Nidherungswert (x2, y2) fiir die in der Néhe von (z1,y1)
liegende Losung des nichtlinearen Gleichungssystems f(x,y) = g(z,y) = 0.

Man bestimme Maximum und Minimum der Funktion f(x,y,2) = 2® +y*+ 2z
auf der Menge

S={(zy) | (-1 +y*=5y=2z}.
Man berechne den Schwerpunkt der Fliche
S={(z,y) eR*|0<2<1,2°<y<1}

und das Integral

I://\/@e”\/@da}dy
S
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15. Gegeben ist der Bereich

<y< cosa?}

s={wn| -

s
ngga

w3

Man skizziere S und berechne den Fliacheninhalt, den Schwerpunkt und das
Flichentriigheitsmoment I, = [[g a2 dx dy.

16. Gegeben ist die Funktion
f(z,y) =sinz -siny

auf dem offenen Rechteck D(f) = (—m, ) x (=7, 7). Bestimmen Sie Lage und
Art aller Extrema von f.
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8.6.2 Verstiandnisfragen

1. Der Gradient einer im Punkt & differenzierbaren Funktion f gibt die Rich-
tung des steilsten Anstiegs an. Warum zeigt dann dann —grad f|¢ immer in
Richtung des steilsten Abfalls.
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8.6.3 Erginzungsbeispiele
1. Gegeben ist die Funktion R3 — R:

$2y—y2z .
f@)=d @iz o (@y2)#(000)
0 fiir (2,y,2) = (0,0,0)

Untersuchen Sie, ob diese Funktion im Punkt (x, y, z) = (0, 0, 0) stetig ist.
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