1 ANALYSIS T1 — UBUNGSBLATT 1

An einer Weggabelung in der Wiiste leben zwei Briider, die vollkommen gleich aussehen, zwischen
denen es aber einen gewaltigen Unterschied gibt: Der eine sagt immer die Wahrheit, der andere
ligt immer. Schon halb verdurstet kommt man zu dieser Weggabelung und weifi genau: Einer
der beiden Wege fiihrt zu einer QOase, der andere hingegen immer tiefer in die Wiiste hinein.
Man darf aber nur einem der Briider (man weif$ nicht, welcher es ist) genau eine Frage stellen.
Was mufl man fragen, um sicher den Weg zur Oase zu finden?

Beweisen Sie die Abtrennregel (modus ponens): ’ (AN(A— B)) — B‘

Beweisen Sie die Aquivalenzen (AV B) < —(=AA-B) und (AN B) < —=(=AV -DB).

Sie haben einen Satz Karten, jeweils mit einem Buchstaben auf der
einen und einer Zahl auf der anderen Seite. Wie viele und welche A Z 7 8
der rechts dargestellten Karten miissen Sie mindestens umdrehen,

um die Aussage ,Wenn auf einer Seite einer Karte ein Vokal ist,
dann ist auf der anderen Seite eine gerade Zahl“ zu tberpriifen?

Diskutieren sie a) die Aussage des Kreters Epimenides ,Alle Kreter sind Ligner®, b) die Aussage
,Diese Aussage ist falsch“. Wo liegt ein echtes, wo nur ein scheinbares Paradoxon vor und wie
laft sich zweiteres auflosen?

Man lése die folgenden Gleichungen nach x auf:
z+1 z+1 1 x 2
= b =2 44+ —— = d
%) x @ )33:77 ’ ¢) +4—|—l % )x+1+x71

x

=1

Man finde alle reellen Lisungen x der folgenden Gleichungen:
a) 3 =222 32 =0, b)at+a2d+222+20r=0, ¢)2?+10=06x.

Gegeben sind die drei Mengen My = {a, b, ¢, d, e}, My = {e, f, g, h, i} und M3 = {a, c, e, g, i}.
Man bilde die Mengen My N Ms, My U My, My N Ms, My U Ms, My N Ms und Mo U M3 sowie
My \ My, My \ My, My \ Ms, My \ My, (Yo_y My, und Us_y M,

Beweisen Sie die Absorptionsgesetze My N (My U My) = My und My U (M N Ms) = My !

Anmerkung: Die Ubungsblitter zur Analysis T1 dient allein Threr Ubung und Selbstkontrolle;
ein Rechnen der Beispiele hat keinen (direkten) Einfluss auf Thre Endnote. Die Beispiele wer-
den spéter zum Teil im Tutorium Analysis T1 vorgerechnet; teilweise werden auch Losungen
ausgeteilt bzw. finden sich im Internet unter

http://www.cis.tugraz.at/matd/de/heersink /an1_unt.html
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Man bestimme alle x € R, fiir die gilt: |x + 5] —x—9<0

2
Man bestimme alle reellen x, fir die gilt: |x — 2|+ — + |z +2| >0
T

< 2]

-2/ 2
Man bestimme alle x € R, fir die gilt: o =2 (= +2)
x

Man beweise die kleine Schwarzsche Ungleichung |a1b; + agba| < \/a% + a% . \/b% + b%.

(*) K sei ein Korper. Beweisen Sie, dafi das kartesische Produkt K x K mit den Operationen
(a,b) + (¢,d) = (a+¢,b+d) und (a,b) - (¢,d) = (ac+ \bd, ad + be) einen Kérper bildet, sofern
22 # X fiir alle x € K!

n 3
Man beweise durch vollstindige Induktion: Z(k — 1)2 < % fiir alle natiirlichen n.
k=1
(*) Man beweise fiir natirliche Zahlen n > 2: ﬁ 1- BRI, 1+ 2
- k(k+1)) 3 n
n—1
1)(4n—1
Manzeigefu'rnGN:Z(n—l—k‘)(n—k‘):n(n+ ) (4n = 1)
k=0

Man beweise, dass 5™ — 1 durch 4 teilbar ist.

n
Man beweise fiir alle n € N die Formel Z k-2F =242t (n —1).
k=1

Scheitert der Beweis von ,2n + 1 ist gerade fir alle n > 100 am Induktionsanfang, am Indukti-
onsschritt oder an beidem?

Finden Sie selbst ein Beispiel fiir eine Aussageform A(n), die fir alle n € N falsch ist, fiir die
sich der Schluf$ n — n + 1 aber durchfithren ldfst.

Anmerkung: Die Ubungsblitter zur Analysis T1 dient allein Threr Ubung und Selbstkontrolle;
ein Rechnen der Beispiele hat keinen (direkten) Einfluss auf Ihre Endnote. Die Beispiele wer-
den spiter zum Teil im Tutorium Analysis T1 vorgerechnet; teilweise werden auch Losungen
ausgeteilt bzw. finden sich im Internet unter

http://www.cis.tugraz.at/matd/de/heersink /an1_unt.html

Beispiele, die mit einem (*) markiert sind, sind schwieriger und als Ergénzung fiir jene zu
verstehen, die sich intensiver mit dem Stoff beschéftigen wollen.
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Man berechne den Grenzwert der Folge ap =n —n-4/1+ %

~ VAn(n —2) — /2n(n — 1).

Man berechne den Grenzwert der Folge a, =
3n(n + 3)

1+2+3+...
Man untersuche die Folgen a, = (—1)"v/n (W— \/ﬁ) und b, = Tt _:_2 L g
n

auf Konvergenz und berechne gegebenenfalls die Grenzwerte.

24+44+6+...4+2n
1434+5+...+(2n—1)

Man berechne den Grenzwert der Folge a, =

Man berechne den Grenzwert der Folge a,, = \/n2 +n— \/n2 —n.

(*) Gegeben ist 2n H)n+ D" Ly bestimme i d lim inf
egeoen 1st an = — < — <. an oestymme 111 sup a,, un 1mm inr ay, .
g " \Bn+1 on+1) 2 M SUP A une S0 It an

(*) Man zeige, daf8 die Folge a,, = (nta)" a” fiir jede reelle Zahl a konvergiert und bestimme den

nm”-n!
Grenzwert.

{an} ist definiert durch ag =1, a1 = 2, apt2 = ant1 + an. Man beweise: (%)n <a, <2"

Man untersuche api1 =1+ 1+ a,, a1 = 0 auf Konvergenz und bestimme ggf. den Limes.
Man untersuche an1 = a2 + ay, a1 = i auf Konvergenz und bestimme ggf. den Grenzwert.

(*) Gegeben ist die Folge an+1 = 2an, —1 mit a1 = a € R. Man bestimme ein explizites Bildungs-

gesetz fiir die Folgenglieder und untersuche, fiir welche a € R die Folge konvergiert.

Anmerkung: Die Ubungsblitter zur Analysis T1 dient allein Ihrer Ubung und Selbstkontrolle;
ein Rechnen der Beispiele hat keinen (direkten) Einfluss auf Ihre Endnote. Die Beispiele wer-
den spéter zum Teil im Tutorium Analysis T1 vorgerechnet; teilweise werden auch Losungen
ausgeteilt bzw. finden sich im Internet unter

http://www.cis.tugraz.at/matd/de/heersink/an1_unt.html

Beispiele, die mit einem (*) markiert sind, sind schwieriger und als Ergénzung fiir jene zu
verstehen, die sich intensiver mit dem Stoff beschéftigen wollen.
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(*) Der Erwartungswert einer Gréfe ist die Summe aller Moglichkeiten gewichtet i
mit jeweils der Wahrscheinlichkeit fiir ihr Fintreten. So ist der Erwartungswert ¢
eines (fairen) n-seitigen Wiirfels [

1 Inn+1) n+1

Wy =5 Q2] == = f&

Berechnen Sie, wie sich dieser Wert durch die Zusatzregel dndert, dass beim
Wiirfeln der hochsten Zahl n jeweils weitergewiirfelt und das Ergebnis immer
zum bisherigen addiert wird.

ain ‘.\ L’Q’“w

W
30 ¢

Man untersuche die folgenden Reihen auf Konvergenz:

=9 -1y = =\
D SEETEIRD R S A
n=1 n=1 n=1

Man untersuche die Reihe Z 1-3-5-...-(2n+3)

n=1

' auf Konvergenz.
n!

Man untersuche die folgenden Reihen auf Konvergenz

o0 . o0
siny/n 3™
a) Z(_l)n nb/2 7 b) Z n3’ )Z n5/4
n=1 n=1

Man untersuche die folgenden Reihen auf Konvergenz:

0¥ e (o) S (n (v 1)

n=1

[e’e] 1 n o0 4 —1
Man untersuche die Reihen E (=" [e — <1 + > ] und g (3n> auf Konvergenz.
n n
n=1 n=1

o0
Man bestimme alle v € (—m, ), fir die die Reihe Z(sin 2z)" konvergiert.

n=1

Anmerkung: Die Ubungsbliitter zur Analysis T1 dient allein Threr Ubung und Selbstkontrolle;
ein Rechnen der Beispiele hat keinen (direkten) Einfluss auf Ihre Endnote. Die Beispiele wer-
den spéter zum Teil im Tutorium Analysis T1 vorgerechnet; teilweise werden auch Losungen
ausgeteilt bzw. finden sich im Internet unter

http://www.cis.tugraz.at/matd/de/heersink /an1_unt.html

Beispiele, die mit einem (*) markiert sind, sind schwieriger oder gehen iiber den (bisher behan-
delten) Stoff der Analysis hinaus.
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Gegeben sind die beiden Funktionen f und g:

22 -5 —3<x< -2 x+2

z+1 —-2<x<0 |x+2| B<r< -1 x# -2
flz)=1¢ 2z 0<z<l1 glx)=¢ 2+ —1<z<1

1 r=1 22+ |z| +1 1<x<?2

2 +1 l<z<2 9—2x 2<zx<3

mit den Definitionsbereichen Dy = [=3,2] und Dy = [—=3,3] \ {—2}. Man tberpriife beide Funk-
tionen auf Stetigkeit und skizziere ihre Graphen.

Man berechne die erste Ableitung f' der folgenden Funktionen:

D J@)=eire ) f@) = 9 f() =t
cosh . et
4) flx)= il 5) f(x) =arcsin(axz +b) 6) f(z)= P
Man berechne die erste Ableitung f' der folgenden Funktionen:
Inx 1
1) f(x):T 2) f(x):m 3) flx)= gz(:c); g(xz) >0Vzx € D,
4) fl@)=cos(In(z®)) 5) flx)=a" 6) flx)=a2"

Man berechne die ersten vier Ableitungen f' bis fY der Funktion f(x) =1+ x. Weiters stelle
man eine allgemeine Formel fir die n-te Ableitung ™) auf, iberprife, ab wann diese git und
beweise sie mittels vollstandiger Induktion.

Einem Halbkreis mit Radius a ist das flichengrdfste Rechteck so einzuschreiben, dafl zwei der
Eckpunkte auf der Kreislinie und zwei auf der x-Achse liegen.

Man diskutiere die Funktion
Inx

fle) = 1+Inz
(Definitionsmenge, Nullstellen, Extrema, Wendepunkte, Bildmenge, Asymptoten, Skizze)

Gegeben ist die Funktion
f(z) =sinh V1 — z.

Man bestimme Definitionsbereich, Nullstellen, Extrema und Monotonieverhalten!

Anmerkung: Die Ubungsblitter zur Analysis T1 dient allein Threr Ubung und Selbstkontrolle;
ein Rechnen der Beispiele hat keinen (direkten) Einfluss auf Ihre Endnote. Die Beispiele wer-
den spéter zum Teil im Tutorium Analysis T1 vorgerechnet; teilweise werden auch Losungen
ausgeteilt bzw. finden sich im Internet unter

http://www.cis.tugraz.at/matd/de/heersink /an1_unt.html

Beispiele, die mit einem (*) markiert sind, sind schwieriger oder gehen iiber den (bisher behan-
delten) Stoff der Analysis hinaus.
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Man ermittle die folgenden Grenzwerte:

lim o —sinhz lim (1+ e_z)er lim (\/a: (z+1)— J;) lim (Inz)"""

x—0 (E?’ — x4 xr—00 T— 00 r—1+t

Man berechne die folgenden Grenzwerte:

1) lim (In(e +2)"* 2) 1 k53 3) i _(nz)*
;zg(r)l+ mer® o0z 201 27 — 2e-1
2x — 1
4) i S8 ST hm(_ _) 6) lim (cosha)?/"”
z—0 sin“ x z—0 \ SInx xT z—0
1— z T -z _9 : 3/962
7) lim -2 8) lim ¢ —2 g Jim (22
z—0 1 — cosx z—0 1 —cosz z—0 x

Man bestimme das Taylorpolynom zweiten Grades der Funktion
f(z) = cosh(z? — z)
mit Entwicklungsmitte xg = 0

Man bestimme To(x; /) der Funktion

Nach der speziellen Relativititstheorie ist die Energie eines mit der Geschwindigkeit v bewegten
Korpers gegeben durch:
B(y) =
1-(2)
wobei ¢ die konstante Vakuumlichtgeschwindigkeit ist. Man ermittle eine Ndiherung fiir kleine
Geschwindigkeiten, also v < ¢ bzw. ¢ < 1.

Man bestimme die Taylorreihe von f(x) = | Man bestimme die Taylorreihe von f(x) =
Tz mit Entwicklungsmitte xo = I (1+x)-e® um zg = —1.

Anmerkung: Die Ubungsblitter zur Analysis T1 dient allein Threr Ubung und Selbstkontrolle;
ein Rechnen der Beispiele hat keinen (direkten) Einfluss auf Ihre Endnote. Die Beispiele wer-
den spéter zum Teil im Tutorium Analysis T1 vorgerechnet; teilweise werden auch Losungen
ausgeteilt bzw. finden sich im Internet unter

http://www.cis.tugraz.at/matd/de/heersink /an1_unt.html

Beispiele, die mit einem (*) markiert sind, sind schwieriger oder gehen iiber den (bisher behan-
delten) Stoff der Analysis hinaus.




7  ANALYSIS T1 — UBUNGSBLATT 7

Man berechne das Integral I = [z sinz dx.

Man berechne das Integral I = / x2 dx.
cosh” x
1 2
Man berechne das Integral I = / n(a2c ) dx.
x
/2 -
Man berechne das Integral I :/ —5—dr.
7/6 SN T

1
Man berechne das Integral I = / r? V1 —rdr.
0

Man berechne das Integral /cosx ST .

e
d
Man bestimme das Integral I = / 0
1 z(1+Inx)
1 e®
Man ermittle das Integral I = / ——dx
o (1+e7)?

Man tiberpriife die folgenden uneigentlichen Integrale auf Konvergenz und gebe gegebenenfalls
eine Abschdtzung an:

T

1 1 1 1 1 2
L= —=dz L=| ——dz Iz1= | ——=d
1/0\/5x2/0x2_|_\/5x 3/0x2+\/5x ]—/Oox2e_xd$
o0 o 0 g L N
Iy = —dr Iy = ————dz Ig= ————dx
p a2 1 2+ 1 224z

oo
Man bestimme den Wert des uneigentlichen Integrals I = / (e_% +e73 4 6_4$) dx.
0

Anmerkung: Die Ubungsblitter zur Analysis T1 dient allein Threr Ubung und Selbstkontrolle;
ein Rechnen der Beispiele hat keinen (direkten) Einfluss auf Ihre Endnote. Die Beispiele wer-
den spéter zum Teil im Tutorium Analysis T1 vorgerechnet; teilweise werden auch Losungen
ausgeteilt bzw. finden sich im Internet unter

http://www.cis.tugraz.at/matd/de/heersink /an1_unt.html

Beispiele, die mit einem (*) markiert sind, sind schwieriger oder gehen iiber den (bisher behan-
delten) Stoff der Analysis hinaus.



