1 LOSUNGEN (LOGIK)

An einer Weggabelung in der Wiiste leben zwei Briider, die vollkommen gleich aussehen, zwischen
denen es aber einen gewaltigen Unterschied gibt: Der eine sagt immer die Wahrheit, der andere
ligt immer. Schon halb verdurstet kommt man zu dieser Weggabelung und weif§ genau: Finer
der beiden Wege fiihrt zu einer Oase, der andere hingegen immer tiefer in die Wiiste hinein.
Man darf aber nur einem der Briider (man weif$ nicht, welcher es ist) genau eine Frage stellen.
Was mufl man fragen, um sicher den Weg zur Oase zu finden?
Es ist klar, dal man nicht einfach ,, Welcher Weg fiihrt zur Oase?“ fragen darf; die Antwort kdnnte
ebensogut wahr wie falsch sein . Auch ,,Sagst du die Wahrheit?“ bringt einen nicht weiter, auflerdem
hat man ja nur eine einzige Frage frei. Der Ausweg besteht darin, eine Tautologie zu konstruieren:
Fragt man némlich ,,Von welchem Weg wiirde dein Bruder sagen, dafl er zur Oase fithrt?“, so
erhdlt man von beiden Briidern jeweils die gleiche Auskunft — und weif}, dal man den anderen Weg
nehmen mu$.

Beweisen Sie die Abtrennregel (modus ponens): ’ (AN(A— B)) — B‘
) . . . A|B|(A AN (A-B)) —B
Der Beweis erfolgt am einfachsten mittels Wahrheitstafeln. oo " " w
Die Abtrennregel ist iibrigens auch eine recht haufig auf- wl| f f f w
tretende Schlussfigur, von der man zumindes einmal gehort Flw ¥ w w
haben sollte. oy ¥ w w
Beweisen Sie die Aquivalenzen (AV B) < —(=AA-B) und (AN B) < —=(=AV -B).
A|B|(AVB) & - (A A -B)|(AAB) & - (mA VvV -B)
w | w w w w f f f w w w f f f
w | f w w w f f w f w f f w w
flw w w w w f f f w f w w f
flf f w f w w w f w f w w w

Wie viele bindre (also zwei Aussagen verknipfende) Junktoren gibt es?

Bei zwei Aussagen gibt es vier mogliche Kombinationen von Wahrheitswerten, jeder davon kann
entweder w oder f zugewiesen werden. Ingesamt gibt es also N = 2 = 16 verschiedene Junktoren,
zu denen eben auch die vorgestellen A, V, —, <, 1 und X gehoren.

Sie haben einen Satz Karten, jeweils mit einem Buchstaben auf der
einen und einer Zahl auf der anderen Seite. Wie viele und welche A Z 7 8
der rechts dargestellten Karten miissen Sie mindestens umdrehen,

um die Aussage ,Wenn auf einer Seite einer Karte ein Vokal ist,
dann ist auf der anderen Seite eine gerade Zahl“ zu tberprifen?

Auf jeden Fall umdrehen muss man die Karten ,A“ und ,,7“. Auf der Riickseite von ,A“ miif3ite,
sollte die Aussage wahr sein, eine gerade Zahl stehen, auf der Riickseite von ,,7¢ ein Konsonant.
Was auf den Riickseiten der anderen beiden Karten steht, ist fiir die Uberpriifung der Aussage
hingegen irrelevant.

Diskutieren sie a) die Aussage des Kreters Epimenides ,Alle Kreter sind Ligner®, b) die Aussage
,Diese Aussage ist falsch“. Wo liegt ein echtes, wo nur ein scheinbares Paradoxon vor und wie
laft sich zweiteres auflosen?



2 LOSUNGEN (GLEICHUNGEN)

Man lése die folgenden Gleichungen nach x auf:

T c)4+4ii=a, d)le+x21:1
a) v+ 1=ax z—ar=—1 (1-a)z=-1 r =5
b) z+1=2Bz—-7) r+1==6x—14 —bz = —15 x=3.
c)4i%:a—4 =4+t e e e Ml T =10
d) z(z-1)+2(x+1)=22-1 ?—zr+2r+2=2%-1 x=-3.

Man finde alle reellen Lisungen x der folgenden Gleichungen:
a) 2 —222 -32=0, b)at+23+222+20=0, ¢)2%+10=6z.

a) Das Produkt x - (2 — 2z — 3) wird Null, wenn zumindest einer der Faktoren Null wird,
also r = 0 oder 22 — 2z — 3 = 0. Als Losungen der quadratischen Gleichung erhilt man
r=1++1+3, also x = 1 £ 2. Die drei Losungen sind 1 =0, zo = —1 und z3 = 3.

b) Die linke Seite der Gleichung lafit sich relativ leicht faktorisieren: « kann man direkt heraus-
heben und man errét schnell eine Lésung « = —1 der verbleibenden kubischen Gleichung.
r-(@® 4+ 22 +224+2)=0 r-(x+1)-(224+2)=0
Man erhilt also die reellen Losungen zq7 = 0 und xzo = —1. (Zusétzlich gibt es noch die
beiden konjugiert komplexen Lésungen x5 4 = +v/2 i.)

¢) Entweder aus der Losungsformel fiir quadratische Gleichungen, x = 3 4+1/9 — 10, oder durch
Ergiinzen auf vollstiindige Quadrate, (z — 3)? = —1, erkennt man, dass die Gleichung keine
reelle Losung = hat (z12 =3 7).

Man lése das folgende lineare Gleichungssystem:

I = +y -z =1
II) 2z -y +2z =9
III) o +3y -2 =3

Zuerst addieren wir die zweite und die dritte Gleichung bzw. zdhlen das Doppelte der ersten zur
zweiten hinzu:

A=IT+III):3z+2y=12 B=II+2-1):4z+y=11

Nun subtrahieren wir das Doppelte von Gl. (B) von Gl. (A): A —2B) : =5z = —10, daraus folgt
sofort x = 2. Etwa mit Gl. (B) erhilt man weiter 8 + y = 11, also y = 3. Damit liefert Gl. (1)
sofort: 2+ 3 — z = 1, deswegen ist z = 4.

Man lése die folgenden linearen Gleichungssysteme:

2 +y +3z =3 r —y —z =4 z +y —z =0
a) —x -y +2z =1 b)) x 4y —z =2 ¢) x —y 4z =
x +2y 45z =2 2 4y 4z =14 T +y +z =6

Losungen: a) e =1, y=—-2,2=1;b)x =2, y=5,2=5;c)x=1,y=2,2=3



3 LOSUNGEN (MENGEN)

Gegeben sind die drei Mengen My = {a, b, ¢, d, e}, My = {e, f, g,

h, i} und Ms = {a, c, e, g, i}.

Man bilde die Mengen My N Ms, M1 U My, My N Ms, My U Ms, My N Ms und Mo U Ms sowie
My \ My, My \ My, My \ Mz, My \ Mz, (2_; My, und \J>_, M.

MlmM2:{e}7 M1UM2:{CL, bv c, d7 €, f797 ha Z}v MlmM?):

{a7 c? e}?

MIUMSZ{aa b7 c, da €, g, Z}7 M2ﬂM3:{eag? ’L}v MQUM?):{aa C, €, f7 g, h7 2}7

M\ My ={a, b, ¢, d}, Mo\ My ={f, g, h, i}, M1\ M3 ={b, d}, Ma \ M3 = {f, h},
ﬂi:l M, = {e}, Ui:l M, ={a,b,c,d, e, f, g, h,i}
Man beweise das Distributivgesetz My N (Mg U Ms) = (M1 N My) U (M N Ms).
Die folgenden Beziehungen sind einander jeweils dquivalent:
@€ My N (Mo U Ms)
xeM; AN x€(MyUMs)
xeMy AN (x€My V xz€Ms)
und wegen AN (BVC) < (AANB)V(AAC)
(xeM; N zebM) V (xeM; AN x€ M)
reEM NMy V x€M UDM;
z € (My N M) U (M, UM;)

Die oben verwendete aussagenlogische Aquivalenz lifit sich leicht mit Hilfe einer Wahrheitstafel

zeigen. Analog zu diesem Beispiel lassen sich mengentheoretische Aussagen

Beweisen Sie die Absorptionsgesetze My N (My U My)

1 € My N

sein (wenn es Element von Mj ist), aber sicher nicht Element von M;

alle Elemente von M; und nur diese sind auch Elemente von M; N
(My N M)

My N (M; U Msy) = M. Der Beweis von My U

= My und My U (Ml N Mg)

Das Element x; sei in M; enthalten. Dann ist natiirlich auch 1 € M; U My und daher weiter
(M7 U My). x5 sei nicht in M enthalten. Dann kann es zwar Element von M; U Mo
N (M U My). Das heifit,
(M7 U My), also ist tatsdchlich
= M; verlauft vollig analog.

Stellen Sie die Regeln von De Morgan anhand dreier Mengen graphisch dar!

= My!

25 L
@) (8 (g v @) e (&)
&G G .ua 6



4 LOSUNGEN (BETRAGSUNGLEICHUNGEN)

Man bestimme alle x € R, fiir die gilt: |t +5]/ —x—9<0

Hier gibt es zwei interessante Félle. In einem ist  + 5 > 0 (oder anders geschrieben = > —5), es
gilt |z + 5| =  + 5. Im anderen hat man = +5 < 0 (bzw. eben z < —5) und dementsprechend
|z + 5] = —z — 5. Wir wollen mit dem zweiten Fall beginnen:

x < —5: Die Ungleichung wird zu —2 —5 —2 —9 < 0, und weiter erhdlt man —2z —14 < 0, —2z < 14
und letztendlich > —7. Die erste Losungsmenge ist also das Intervall L; = (=7, —5).

x > —b: Jetzt liest sich die Ungleichung x +5 — 2 —9 < 0 oder vereinfacht —4 < 0. Das ist eine wahre
Aussage, es ist also Ly = [—5, 00).

Die gesamte Losungsmenge ist die Vereinigung L = L1 U Ly = (=7, 00) = {z|z > —7}.

2
Man bestimme alle reellen x, fir die gilt: |x — 2|+ — + |z +2| >0
T

r< =2 —x+2+ % —x—2>0bzw. -2z + % > 0. Nun multipliziert man mit x; da dieses kleiner
als Null ist, dreht sich das Ungleicheitszeichen um: —2x2 + 2 < 0 bzw. 222 — 2 > 0 oder
vereinfacht: 22 > 1. Diese Ungleichung gilt sicher fiir alle < —2, da hier ja 22 sogar immer
grofer als vier ist. Ly = {z|z < —2}.
—2<2<0: —z+24+24+2+2>0bzw. 44 2 > 0. Mit # multipliziert ergibt sich 4z + 2 < 0 bzw.
2z < —1. Diese Ungleichung wird von allen z < —3 erfiillt, Ly = {z| -2 <2 < —3}.

x> 0: |z —2[+ 2+ |z+2| >0 gilt fir alle z > 0, Ly = {z| 2 > 0} = R{.

Der Fall x = 0 muss ohnehin ausgeschlossen werden, demnach ist die gesamte Losungsmenge:
L=L UL ULy={z|lz < —-1va>0}

. o =2 (x4 2
Man bestimme alle © € R, fiir die gilt: | [ ) < |z
z
- 2) - 2
x<0:(m+) (x+)<—x<:>—m2—2x+2x+4>—x2<:>4>0
x
Da das eine wahre Aussage ist, ist L1 = {z|z < 0}.
—r+92). 2
0<.’L‘<2:(x+) (x+)<x<:>fx272x+2x+4<m2<:>2<x2
x
Diese Aussage gilt nur in Ly = {z|v2 < z < 2}.
-2)- 2
x> 2: w<x = 2242w -2 —4<2? = —-4<0

x
Wiederum eine wahre Aussage, also ist Ly = {x|z > 2}

Gesamte Losungsmenge: L = Ly ULy U Ly = {zjlx <0V > \/5}



5 LOSUNGEN (ALGEBRAISCHE STRUKTUREN)

Um welche algebraische Struktur handelt es sich bei den ganzen Zahlen Z = {0,+1,+2,...} mit
den tblichen Rechenregeln fiir Addition und Multiplikation?

Das Assoziativgesetz fiir die Addition ist auf jeden Fall erfiillt; es gibt ein Nullelement n = 0 und
fiir jede Zahl a ein inverses Element —a. Da zusétzlich das Kommutativgesetz gilt, handelt es sich
zumindest einmal um eine kommutative Gruppe.

Bei der Multiplikation sind Distributiv- und Assoziativgesetz erfiillt, ebenso das Kommutativgesetz.
Dazu gibt es ein Einselement e = 1. Allerdings 148t sich nicht fiir jede ganze Zahl ein inverses
Element beziiglich Multiplikation finden, das ebenfalls eine ganze Zahl ist. Fiir a = 2 z.B. wire
a”l = % & 7. Also handelt es sich nicht um einen Koérper, sondern um einen kommutativen Ring
mit Einselement.

K sei ein Kiorper. Beweisen Sie, dafl das kartesische Produkt K x K mit den Operationen (a,b)-+
(e,d) = (a+c,b+d) und (a,b) - (c,d) = (ac + A\bd, ad + be) einen Korper bildet, sofern 2% # A
fiir alle x € K!

Die Korperaxiome fiir die Addition sind leicht nachzupriifen, z.B. das Assoziativgesetz:
((a,0) + (c,d))+ (e, f)=(a+c,b+d)+ (e, f) = (a+c+e,b+d+ f)=(a,b)+ (c+ed+ f) =
(a,b) + ((c,d) + (e, f))-

Das Nullelement ist n = (0,0). Fiir die Multiplikation sind Assoziativ-, Kommutativ-, und Dis-
tributivgesetz ebenfalls erfiillt, wie man wieder durch Einsetzten zeigt, z.B.: (a,b) - (¢,d) =
(ac + Abd, ad 4 be) = (ca + Adb,da + ¢b) = (¢,d) - (a,b).

Fiir das neutrale Element erhiilt man e = (1,0). Das einzige kritische Thema ist das inverse
Element. Es sei (a,b) "t = (a’, V'), dann muf gelten (a, b)-(a’,b’) = (1,0), also (aa’+\bb', ab’ +ba’) =
(1,0). Man erhilt also das Gleichungssystem aa’ + A\bb' = 1 und ab’ + ba’ = 0 mit der Losung
d = %z und ' = — L Das inverse Element ist also (a,b) ™' = (mv —m). Dieses
ist in zwei Féllen nicht definiert: Entweder wenn a = b = 0 ist — aber das Nullelement hat ja sowieso
kein inverses Element bzgl. Multiplikation — oder aber wenn A = (%)%, Diesen Fall kann man nur
ausschlieen, wenn tatsichlich 22 # A fiir alle # € K ist. Dann allerdings hat man tatsichlich einen
Korper vorliegen.

Man beweise die kleine Schwarzsche Ungleichung |a1b; + agba| < \/a% + a% . \/b% + b%.

Da beide Seiten positiv sind, darf man die Gleichung quadrieren und erhélt dabei (a1, + a2b2)2 <
(a?+a3)-(b2+b2) oder, wenn man ausmultipliziert, a3b3+2a1asbi by +a3b3 < a?bi+a2bi+a3bi+a3b3.
Die Terme a2b? und a3b3 fallen auf beiden Seiten weg, und iibrig bleibt 2ajasb1bs < a?b3 + a3b?.
Bringt man alles auf eine Seite, erhilt man a?b3 — 2aya2b1bs + a3b? > 0. Die linke Seite ist aber
ein Quadrat, (a1bs — azby)? > 0, und weil wir es nur mit geordneten Kérpern zu tun haben, ist
diese Ungleichung mit Sicherheit richtig.



6 LOSUNGEN (VOLLSTANDIGE INDUKTION)

n 3
n
Man beweise durch vollstindige Induktion: Z(k ~-1)2< 3 fiir alle natiirlichen n.
k=1
n = 1: 0< % ist offensichtlich richtig
n+1 n
laut Induktionsannahme
nontl S (k=12=3 (k-1 +p> L
k=1 k=1
n s n3+3n? nd+3n?+3n+1 (n+1)3
<o +nt = < =
3 3 3 3

- 2 1 2
Man beweise fiir natirliche Zahlen n > 2: kl;[Z (1 — /f(k‘i‘1)> =3 (1 + )

2 2 1 2
n=2: 1—- ——= =2 =_(1+2) stimmt.
(2+1) 3 3 2

2
SR | (1_1@>:§(1_@)'(1_M> It. Tnd.— Ann.

k=2
1< 2) m+1l)(n+2)—2 1 n+2 n(n+3)
-~ (14+2]). = _. . =
3 n (n+1)(n+2) 3 n (n+1l)(n+2)
_lln—&—?’ 1 n+1+2 1 n b .
=3 n¥1-3 nti 3 o7 ) Was zu beweisen war.
= n(n+1)(4n —1)
Man zeige fiir n € N: Z(n+ k) (n—k)=
k=0
1-2.
n =1 Zl—i—k )=1= 238timmt.
g n—1
n—1-—n: (n+1+k)(n+1—k)=Z(n+1+k)(n+1—k)+(2n+1):
k= k=0
:Z (n+k)y(n—Fk) +(2n+1)+2n+1) =
nd
_ (7’L+k +Z 2TL+1 2’fl+1) laut Induktizonsannahme
1 1)(4n —1 1) (2 1
(n+ ) (4n )+n(2n+1>+(2n+1):n(n+ )6( n )+6(n+ )6( ntl)
(n+1)(4n —n+12n4+6) (n+1)(“4n*+8n+3n+6)
= s : -
(n+1)(n+2)(4n+3)

= 6 , womit die Behauptung bewiesen ist.

Man beweise, dass 5" — 1 durch 4 teilbar ist.

n=1: 5 — 1 = 4 ist natiirlich durch 4 teilbar.
n—n+1l: 5Tl —1=5.5"—-1= 4.5 4+ 5% —1 istebenfalls durch 4 teilbar.
~—~— N———
durch 4 tb. tb. It. Ann.



o L n(ntl) 1 gt
Man beweise induktiv die beiden Summenformeln a) Z k=———"undb) Z ¢ = ———
2 1—g¢q
k=1 k=0
1
1(1+1
a) n=1 Zkz:l:%s‘cimmt.
il
n—+ n
nac nnahme 1
n—mn+1: k_1:;+(n+1) h Annah %4_(”4_1):
~nn+1) 2(n+1) (n+1)(n+2)
2 2 2 ‘
0 -4
b) n=0: quzlzl_qstimmt.
o
3 - nac. nnanme ]-_ n+1
n—n+ 1 qk:qu—|—q"+l h Annahme 2 7 ¢ +q”+1:
k= = I—q

k
01 _ qn+1 qn+1 _ qn+2 B 1— qn+2

1—¢q 1—gq 1—¢q

Man beweise [[j_y (1 +x) > 1+ x1 + 22+ ... + 2y, wenn alle z € (—1,0) oder alle 1, > 0
sind und leite daraus die Bernoulli-Ungleichung (1 4+ a)™ > 1+ na fir a > —1 ab.

n=1: 14+ x, > 14 xp ist eine wahre Aussage.
n — n+1:  Unter den Voraussetzungen fiir xj, ist z; v > 0 und 1+ > 0.
ntl n 1t. Ann.
[T+ =0 +am) - [JA+20) > Qtan) Qtzi+aa+... +z,) =
k=1 k=1
=l4+x1+zo+... +2p + 21 +2pr11+ . Tpp1Zn > 1+ + 20+ F T
Fiir die Wahl 21 = ... = z,, = @ erhilt man sofort die Bernoulli-Ungleichung fiir a € (—1,0) oder

a > 0, fiir den Fall @ = 0 erhélt man trivialerweise 1™ > 1+ n - 0. Schliefft man den Fall a = 0 aus,
so erhélt man fiir n > 2 statt des ,,>“ ein echt ,,>“.

n
Man beweise fiir alle n € N die Formel Z k-2F =24 2n+1(n —1).
k=1
n=1: 1.2 =2+ 2.0 stimmt natiirlich.

n+1 n
n—n+1: Z k- 2k _ Z k- 2k + (TL + 1) . gntl laut Induktgnsannahmc
k=1

k=1
=242 . (n—1)+n+1)- 2"t =242"" . (n—1+4+n+1)=
=242t . op =2 4272 p,

Scheitert der Beweis von ,2n + 1 st gerade fir alle n > 100 am Induktionsanfang, am Indukti-
onsschritt oder an beidem?

201 ist ungerade, womit der Induktionsanfang nicht gegeben ist, der Induktionsschritt hingegen
1a8¢t sich vollziehen: 2 (n+ 1) +1 = 2n+1 +2 wire gerade.

gerade nach Annahme



7 LOSUNGEN (EXPLIZITE FOLGEN)

Man berechne den Grenzwert der Folge ap, =n—mn-4/1+ %

- (1—,/1+l>_n.(1_ H3) (VIHE) _n(-0ed) _on(d)
An =10 n) 1+4/1+1 T/1+E T 1L /142

1
Damit erhélt man problemlos lim a, = lim

-1 -1
n— o0 n—><><>1+ /1+l_1+‘/1+0__§

~ VAn(n —2) — /2n(n — 1)'

Man berechne den Grenzwert der Folge a, =

3n(n + 3)
/=2 = /1) %:\/4(1*%)*\/2(1*%)
n 3n(n+3) 7%2 3(1 + %)

\/4( —%)—\/2(1—%)_\/4(1—0)—\/2(1—0)_2—\/5
n—00 n—o0 3(1+%) N 3(140) B V3

142 ...
Man untersuche die Folgen a,, = (—=1)"v/n (Vn+1—+/n) und b, = 23N

|3

n+2
auf Konvergenz und berechne gegebenenfalls die Grenzwerte.
) vn+1-— vn+1+ , 1) — ,
Vn+1+vn Vn+1+vn Vn+1+vn
1
Nun ist nlin;o \/%7:_\/5 = 5 wegen des (—1)" ist {a,} also divergent.
Yk ~n_nm+1)/2 n_nm+l) nnr+l) n?+n—n?—2n __n
" on4+2 2 n+2 2 2n+2) 2n+2) 2(n +2) - 2n+4
1
= 1 1 1
lim by = lim (———— 2 ) = lim (——r ) = — _ -
n—00 n—00 2n + 4 - n—00 2+ = 240 2
2444+6+...+2n
Man berechne den Grenzwert der Folge a, = ratot. .
143+5+...+(2n—1)
. = 2(142+...4n) . gn(ntl) .
n T T ACe-D) 202+ (n-D) | @ihEm o, b
n (n+1 n _n
= n(2n—1()—(n)—1)n = 2n—1—t1n+1 = %1 o 1

Man berechne den Grenzwert der Folge a, = \/n2 +n— \/n2 —n.

o — (Vn?2+n—+vn2—n)(Vn?+n+vn2—n) n’+n—(n?*-n) 2n

. VnZ+n++vn2—n ) V2 +n+vn2—n  Vn?4+n+vn2-n

2
lim a, = lim = =1
nmee "Hm\/l_;’_l_;'_\/l_l VI+04+V1-0




1 n—1 1 n+1

Man zeige, dass mit [ap,by], wobei a, = CEy) — Z (k+1) und by, ( 1y ;k ist, eine
Intervallschachtelung vorliegt. Welche reelle Zahl wzrd dadurch definiert?

1 1 n n(n+1) n
“nzmzf:m'@”*”) T2t 12 2+ 1)

ey n+1 (n+1)(n+2) n+2
bn = n+12Z n—|—1 <2("+2)> 2n+ 12 2(n+1)

Man erkennt bChOH lim,, o0 ap, = lim, o0 b, = % Mit diesem Wissen kann man versuchen, die
Folgenglieder noch etwas umzuformen:

1 1 n 1 n+1 n 1 1 B
p==—=-+—-=—-— + = — — ———— wiéchst streng monoton

2 2 2n+1) 2 2n+1) 2n+1) 2 2(n+1)

1 1 n—+ 2 1 n+1 n 4+ 2 1 1 .
bp=—-—-4+—7-=—-— + = — + —— fillt streng monoton

2 2 2n+1) 2 2n+1) 2n+1) 2 2(n+1)

Fiir die Differenz der beiden Folgen gilt: b,, — a,, = n%_l — 0. Da beiden Folgen den gleichen Grenz-
wert haben, die eine monoton wichst, die andere monoton fillt, liegt eine Intervallschachtelung
vor, sie definiert die Zahl %

—. Man bestimme limsup a,, und liminf a,,.

oan \V" (1) 1
Gegeben ist ap, = < n ) (=1)"n —

Bei Ausdriicken, in denen vorkommt, bieten sich meist Fallunterscheidungen an:
q %k 4k " 2k 1 4 n 2 1 2
erade: n = Qa = — - - s = —— - = =
& #T6kr1 k42 26-w0 4 2 3
4k + 2\~ 2k +1 1 6 2 1 1
d . = 2k 1 = - -y - — —
ungerace: m=2k+ 1 A2k <6k n 4) 4 24-wd 4 2 2

2 1
Demnach ist limsup a,, = 3 und lim inf a,, = 3

n—o00 n—oo
Man zeige, daf$ die Folge a, = % fiir jede reelle Zahl a konvergiert und bestimme den
Grenzwert.
n n n n
Wir wissen hm a, = lim M LI lim nta - lim a—.
n= n—0o0 nn n! n—00 n n—oo n!
n
Nun kennt man bereits (oder sollte zumindest kennen) lim (n i a) = lim (1 + ﬂ) = e”.
n—oo n n—oo n
a'ﬂ
Weiters ist lim - = = 0 — das sieht man am einfachsten, indem man ein beliebiges Fologenglied
n—oo Nl
a a-a-...-
explizit anschreibt: — = ———————— Sowohl im Zahler als auch im Nenner steht ein Produkt von

n Faktoren, aber wihrend diese iiber dem Bruchstrich den immer den Wert a haben, werden sie
darunter mit wachsendem n immer groéfler, und fiir n — oo geht der Ausdruck gegen Null. Beide
Grenzwerte existieren, damit ist der Grenzwert des Produkts gleich dem Produkt der Grenzwerte,

und man erhalt lim a, =¢€*-0=0.

n—oo



8 LOSUNGEN (REKURSIVE FOLGEN)

{an} ist definiert durch ag =1, a1 = 2, ap+2 = apnt1 + an. Man beweise: (%)n < aq, <2"
Induktiv: n = 0: (%)0 =1<1<1=20stimmt; n = 1: (2)1 = 3 <2< 2=2! stimmt ebenfalls.
ot )t 2 s = a2 ()7 ()23 ()51 (3= ()"

Upyo = Qpyp1 +ap < 27T 427 =3.27 < 4.7 = N2

(

Man untersuche ant1 =14+ /1 + ay, a1 = 0 auf Konvergenz und bestimme ggf. den Limes.
Ausrechnen:  {a,} ={0,2,2.73,2.93,.. .}

Vermutung:  {a,} ist monoton wachsend und a,, <3

Upt2 — Ani1 = 1+ apt1 — 1+ an; wenn a1 > ay, ist, muss demnach auch
Gpto > Gpt1 sein. Weil ag = 2 > 0 = a4 ist, wichst die Folge monoton.
Schranke: a1 < 3. Induktionsannahme: a,, < 3, daraus folgt a,+1 < 1+ 1+ 3 = 3, die
Folge ist nach oben beschrankt und wegen der Monotonie konvergent.
a=1++1+abzw.a—1=+/1+a und nach Quadrieren a> —2a+1=1+a
Grenzwert: bzw. a® —3a = a(a—3) = 0. Von den beiden Lisungen a = 0 und a = 3 kommt
nur die zweite in Frage: lim, .. a,, = 3.

Monotonie:

Man untersuche any1 = a2 + a,, a1 = i auf Konvergenz und bestimme ggf. den Grenzwert.

Aus ani1 = a2 + a, und a7 > 0 folgt weiter a,, > 0 fiir alle n € N. Wegen a,11 — a, =
a2 +a, —a, = a? ist die Folge streng monoton wachsend und durch a; = i nach unten beschriankt.

pt1 = ap - (an +1) > ap - % > G (2)2 > >a- (%)n wiichst {iber jede Schranke. Demnach
ist {a,} nach oben unbeschrinkt, also divergent.

Alternativer Nachweis der Divergenz: Der formale Grenziibergang n — oo liefert die implizite
Gleichung @ = a? + a mit der einzigen Losung a = 0. Dies steht aber im Widerspruch zum
monotonen Wachsen einer Folge mit positiven Gliedern, {a,,} kann deshalb nicht konvergent sein.

Gegeben ist die Folge an11 = 2a,—1 mit ay = a € R. Man bestimme ein explizites Bildungsgesetz
fiir die Folgenglieder und untersuche, fir welche a € R die Folge konvergiert.
Eine Berechnung der ersten Glieder zeigt: a1 = a, as =2a — 1, a3 =22a—1) —1=4(a— 1) + 1;
ay=2(4(a—1)+1)—1=8(a—1)+ 1. Man kann vermuten: a,, = 2" (a — 1) + 1, was allerdings
noch mittels vollstdndiger Induktion bewiesen werden sollte:
A1 =2a, —1 2" 202 Ya—-1)+1)—1=2"(a—1)+2—1=2"(a—1)+1
Der Induktionsanfang ist bereits gemacht, demnach stimmt die Rekursionsformel. Man erkennt
auch sofort, daf§ die Folge divergiert, wenn nicht gerade a = 1 ist (der Ausdruck wiichst fiir a > 1
iiber und fillt fiir @ < 1 unter jede Schranke). Die Folge ist also nur konvergent fiir a = 1.

10



9 LOSUNGEN (REIHEN)

Der Erwartungswert einer Grifle ist die Summe aller Mdoglichkeiten gewichtet : 4N
mit jeweils der Wahrscheinlichkeit fir ihr Fintreten. So ist der Erwartungswert FecOY
eines (fairen) n-seitigen Wiirfels

1 Inn+1l) n+1
Wp)y=—1+2+... = — =
(W) n( +2+...4+n) s 5

Berechnen Sie, wie sich dieser Wert durch die Zusatzregel dndert, dass beim
Wiirfeln der hdochsten Zahl n jeweils weitergewiirfelt und das FErgebnis immer
zum bisherigen addiert wird.

Aus dem Erwartungswert 2 (1+2+ ...+ n) wird nun

<Wn+>:% <1+...+n+711 <1+...+n+711(...))>

Aus der Summe ist eine unendliche Reihe geworden, die man mit N = 1+ ... +n = @
einfacher schreiben kann als:
1 1 1 — 1 = 1 1
+\ _ _ _ _
(W) = nNJrngNJrn?’NJr...N~anN~<anl>N~<1_11>
k=1 k=0 n
_ N " \_nN. 1 :n(n—l—l). 1 _.n .n—&—l
n—1 n—1 2 n—1 n-1 2

Der Erwartungswert erhht sich also um einen Faktor —=+.

Man untersuche die folgenden Reihen auf Konvergenz:

=24 (=1)" =1 (20N o301
I D oD M G
n=1 n=1 n=1

2) Vo= 1 2+ (=" _ 32+ (D" 1

- —, die Reihe ist konvergent nach Wurzelkriterium
on—1 9 "n 1 2

1 1 1 — 1
b) Abschitzung a, = " < s Rk Da die Reihe ; 3 konvergent ist und

konstante Faktoren an der Konvergenz nichts dndern, ist auch diese Reihe konvergent.

2 2n)! n 2 2 !2—3n—4
¢) Esist a, = ()27t = @)y —5n-1 nd damit gilt |2t = (2n+2) .
" nin! an (n+ 1) (n+1)!
n!n! (2n+2)(2n+1)273 An? + 6n + 2 4 1
= = — = - < 1, die Reihe ist
(2n)!2-3n-1 (n+1)(n+1) 23 (n2 4+ 2n + 1) — 373 , die Reihe is

also konvergent.

o0
1-3-5-...-(2 3
Man untersuche die Rethe Z ' (2n+3) auf Konvergenz.
ot n!
3. ‘nl .nl
anpr| _1-3-... (2n+3) (2n +5) n.:(2n+5) n':2n+5ﬂ2>1,divergent
an, 1-:3-...-(2n+3)-(n+1)! (n+1)-n! n+1

11



Man untersuche die folgenden Reihen auf Konvergenz

s 2 Sin /1 >, 3" In/n
(l) Z(_l) ns/2 "’ b) Zﬁ; ) Z no/4
n=1 n=1

i 1
a) ‘(—1)”81::5%H < die Reihe konvergiert, da auch E 5 konvergiert.
Ant1 3"+1/(n +1)3 gntl.p3 n? .
b - —-3. 3>1,d t
) an 3n/n3 3n.(n+1)3 32 +sn+l tversen
) an, In/n/n®* In \/nn®? In(n'/2) 1 Inn
c) Vgl mit Z—ng/gzb—: 1 /n97s = S T 58 = 5 i — 0, da der
n=1 n

Logarithml;s »im Unendlichen* langsamer wichst als jede Potenz. Also ist die Reihe c)
,konvergenter® als die bereits konvergente Vergleichsreihe.

Man untersuche die folgenden Reihen auf Konvergenz:
(vn + 1) > 1 /1 1\" N . 5 4
E E 1 (2= E . =
%) n2+5n b)n:1( ) n\3Tn) c)n:1sm "t

1

an (n32 +n)-/n n? + n3/? L+ =
Vergleich mit E liefert: — = = =

a) \f by n?+5n—1 n?4+5n—-1 1+2-L

Reihen haben glelches Konvergenzverhalten und divergieren demnach beide.

1 1 1 1/1 1
b) Wurzelkriterium: {/|a,| = — < + ) - = < + 0) = - < 1, konvergent

Vn\3 " n 1\3 3
¢) sin? (7r~ <n+ i))

o o)) ) o (3) - (5 (0 ()5)

1
, d.h. die Reihe ist konvergent, weil Z — konvergent ist.

n= 1

— 1, die

[e o] n oo -1
1 4
Man untersuche die Reihen E (=" [e - (1 + > ] und E (3n> auf Konvergenz.
n n
n=1

n=1

n—oo

n . 1\" L 1\"1 .
1. Weil (1 + %) monoton wachst und lim |1+ — = e ist, ist {e — (1 + ) } eine mo-
n n

noton fallende Nullfolge und die Reihe ist nach dem Leibniz-Kriterium konvergent.

an\ (4n)! \7' (3n)In! any1|  (Bn+3)(n+1)!
2. Es ist = = = d damit = .
5 ASE <3n) ((?m)! n!) (4n)! tna dammt an, (4n+4)!
(4n)! Bn+3)Bn+2)Bn+1)(n+1)! 27Tt + ... 27
= == - ]. k t.
Gu)lnl  @ntd) (dn+3)(@dn12)(dn+1) 2560t 4 ... 256 - onversen
oo
Man bestimme alle v € (—m, ), fir die die Reihe Z(sin 2z)" konvergiert.
n=1
Y/|an| = |sin2z| ist kleiner Eins aufler fiir 233 =+7, :|:3’T c. = x =T 437 In diesen

Fillen erhélt man die divergenten Reihen Z 1 bzw. Z(—l)”. Die Reihe konvergiert also fiir

n=1 n=1

12



10 LOSUNGEN (STETIGKEIT)

Gegeben sind die beiden Funktionen f und g:

2-5 —3<z<-2 |z + 2|

z+1 —2<x<0 )
flx)=<X 2z 0<z<1 glr)=¢ 2+

1 r=1 2?4 |z) +1

w2 +1 l<z<?2 99—z

mit den Definitionsbereichen Dy = [=3,2] und Dy = [—3,3] \ {—2}. Man tberpriife beide Funk-

tionen auf Stetigkeit und skizziere ihre Graphen.

Da die f an den ,Zwischenstiicken“ als Zusammensetzung stetiger Funktionen selbst stetig ist,

B<zr< -1, x#-2

—1<z<1
1<zr<?2
2<zx<3

sind nur jene Punkte zu untersuchen, an denen die Funktion umdefiniert wird:

lim flx) = Ilirgz(xz —5)=(-22*-5=-1

hm f()z lim (x+1):_2+1:_1 leime() 1= f(-2)
Z;I; flz) = 11H1(x—|—1) =0+1=1
jlzrgl;f(x)—thx—Q 0=0 }7'é
lim f(z)=1lm2r=2-1=2
i () = I (@2 + 1 >—12+1:2}=;mf<w>=2¢1=f<1>
In z = —2 existieren links- und rechtsseitiger Limes, sie sind gleich, also existiert auch der Limes

selbst; da er gleich dem Funktionswert ist, ist f dort stetig. In © = 0 sind links- und rechtsseitiger
Grenzwert ungleich; in x = 1 sind sie zwar gleich, und der Grenzwert selbst existiert deshalb, er
ist aber ungleich dem Funktionswert. An x = 0 und z = 1 ist die Funktion f also unstetig, auf

D(f)\ {0, 1} ist sie stetig.

Fiir g gilt im Prinzip analog zu f, dass die Funktion an den ,, Zwischenstiicken“ stetig ist; allerdings
sind zusétzliche Punkte zu beachten, wo das Argument eines Betrages das Vorzeichen wechselt:

—(z+2) _

.oT+2 .
lim g¢g(z) = lim = lim 1=1
r——2+ r——2 1 + 2 r——2
lim g(z)= lim = lim 1=1
p - ST o T = Jim f(x)=1=f(-1)
hm+g(a:) = hm (2—1—9&) =2—-1= z—-1
€Tr— 1
hm g(x) = 1m(2—|—3:)_2+1:3
hnll+g(a:) (1‘ +lzl+1) =12 +]1|4+1=3 [ o1
lim f(z) = hm(:c +lz|+1) =22+ 2| +1=7
hrg+f(:c)—hm( ) =9-2=7 :gll—%f(x):
Nur bei z = —2 sind links- und rechtsseitiger Grenzwert ungleich;

da dieser Punkt aber aus der Definitionsmenge ausgenommen wur-
de und iiberall sonst der Grenzwert existiert und gleich dem Funk-
tionswert ist, ist g iiberall auf D, stetig.

13




11 LOSUNGEN (ABLEITUNGEN)

Man berechne die erste Ableitung f' der folgenden Funktionen:
1
1) fla)=eHte2) f@)=In 3) flw)=ae

1+ 22
4) f(x) =

cosh x e

PSR 5) f(xz) = arcsin(axz +b) 6) f(m):m

1. Kettenregel: f'(z) = (2ax + b) e +bate

2.ﬁu):}(1>/:a+m%(a+x%*y=(ywﬁﬂ—nu+x%42x=—

1422 1+ 22

3. Produktregel: f'(z) =2ze ™ * —2%e % = (20 — 2%)e™®
sinhz - (22 + 32 + 1) — coshx - (22 + 3)

4. Quotientenregel: f'(z) = R

a

Kettenregel: f'(z) = ————
1 — (ax +b)?

ot

et (2?2 +22x+1)—e® - (22 +2)

6. Quotientenregel: f'(x) = CEESTEEIE

Man berechne die erste Ableitung f' der folgenden Funktionen:

2x
1+ 22

1 1
1) fla)=—- ) 1) = e 9 0= Vi) gle) 20V e D,
1) f@) =cos(in(?) 5) f(z)=a° 6) f(z) =2t
= (lnx) =— ( r—Inx- 1)
—1/2 1 2 \—3/2 . cosx sinx
2. :(1+cosx /> :—5(1—&—005 x) =3/ -QCosxsmx:—m
3. (g 1/2) _ x)—l/zg/(x):;/(;)gc)

4. f'(z) = —sin(In(z?)) - 2¢ _ 2sin(In(z7))

2 x

1
5. f'(z) = (e*M®) = e* % (Ing 4+ 2. =) = 2% (1 +Inz)
x

f(z) = (x(zw)>’ = (erz'lm)/ =¥ 0T, (x"” . % +2° (14 Inx) lnx)

o

Man erhiilt fiir die ersten Ableitung von f(z) = I+ z = (1 + z)"/? die Ausdriicke

@) = S(+a) s FO@) = 35S (4a)
Fa) = b b (W) = S5 S ()T

und kann fiir den allgemeinen Ausdruck (mit n > 2) vermuten:

1-3-...-(2n—3)

o (1 +x)—(2n—1)/2

f(@) = ()" (@)

14



Zum Beweis bildet man (im Induktionsschritt)

f("+1)($) _27127_1 (—1)n+1(3§) 1-3-.. '2'n(2n — 3) (1 + x)—(2n—1)/2—1
— (—1)n+2(x) 1-3-... (2;;13) “(2n—1) (1+ x)*(2n+1)/27

die Formel stimmt tatséchlich.

Einem Halbkreis mit Radius a ist das flichengriofite Rechteck so einzuschreiben, dafi zwei der
Eckpunkte auf der Kreislinie und zwei auf der x-Achse liegen.
Man kann das Problem mit gutem Gewissen symmetrisch anset-
zen. Der rechte obere Eckpunkt habe die Koordinaten (z,y), die

anderen drei miissen demnach (—z,y), (z,0) und (—z,0) haben. /
Die Flédche des Rechtecks ist 2zy, diese Funktion ist zu maximie-
ren. Als Nebenbedingung hat man die Kreisgleichung 22 +%? = a?,
mit deren Hilfe man eine Variable explizit ausrechnen kann, et-
wa y = Va2 — x2. Das kann man nun in die Fliche einsetzen:
A =2za? — 22 = 2z (a® — 2%)'/2, diese Funktion soll ein Maxi-
mum annehmen.

Die Ableitung nach der Produktregel ergibt

dA -
— 2\/a2—$2+2$7$,

dr a2 — 22
diesen Ausdruck mufl man nun Null setzen: 2va? — x2 — \/% = 0 bedeutet vVaZ — 22 =

\/% und nach Multiplikation mit v/a2 — 22 ergibt sich a? — 22 = 2. Also ist a? = 222 und
a

damit z = 7 (die negative Losung kommt nicht in Betracht). Aus der Nebenbedingung erhélt
man y? = 22, das flichengréfte Rechteck hat also Eckpunkte mit den Koordinaten (%, %),
(—%, %), (\%, 0) und (—%, O). Eigentlich miifite man auch noch iiberpriifen, ob es sich
auch wirklich um ein Maximum handelt, und nicht etwa ein Minimum oder einen Sattelwert.
Im allgemeinen kann es natiirlich eventuell Randextrema geben, die das eigentliche Optimum
darstellen. (Hier liegen allerdings nur die Randminima x = @ und z = 0 mit der Fliche A = 0

vor.)

Wie ist fiir eine zylindische Dose das Verhdiltnis von Héhe zu Radius zu wdhlen, damit das
Verhltnis von Volumen zu Oberfliche mdglichst giinstig (mazimal) wird?

Die beiden Kenngréflen fiir eine Dose mit Grundflichenradius r» und Ho6he A sind Volu-

men V = r?wh und Oberfliche O = 21?1 + 2rmh. Aus einer dieser Gréfien muss nun ei-

ne Variable explizit ausgedriickt werden, giinstig ist hier h = % Setzt man das ein, so
do 2V

erhilt man O = 2r’m + % Die Ableitung nach r liefert i drm — — = 0 Lost
r r

man diese Gleichung nach r auf, so erhdlt man r = ¢ % Setzt man das in den Aus-

druck fiir h ein, so erhélt man h = gﬂ% = % = ¢ % und fiir das Verhiltnis

ﬁ_s%_38ﬂ'v_2
7“_\3/2_\/7?‘/_’
21

die Hohe der Dose ist also gleich ihrem Durchmesser.
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12 LOSUNGEN (KURVENDISKUSSIONEN)

Man diskutiere die Funktion f(z) = (z —a) - e~ %:

Untersuchung des Definitionsbereiches:
Alle vorkommenden elementaren Funktionen sind auf ganz R definiert; es gibt auch keine
Briiche, deren Nenner Null werden kénnten, also ist Dy = R.

Nullstellen:
Nullsetzen der Funktion liefert (z — a) - e*~* = 0. Da die Exponentialfunktion nie Null
werden kann, ist das nur erfiillt, wenn x — a = 0, also x = Oa ist. ,

Kritische Punkte, Monotonie:

Bildung der ersten Ableitung f'(z) = €%+ (z —a)e*™* = (r + 1 — a) e~ *. Nullsetzen
liefert mogliche Extremwerte: (x+1—a) e*~% = 0 kann nur gelten fiir x = a—1. Das ist also
der einzige Kandidat fiir eine Extrmestelle. (Ist f/(z) # 0 im ganzen Definitionsbereich,
so ist f entweder streng monoton wachsend (f/(z) > 0) oder fallend (f'(x) < 0).

Zweite Ableitung:

Man erhilt f"(z) = e+ (z +1—a)e* % = (z + 2 — a) e* . Einsetzen des kritischen
Punktes von oben: f”(a —1) = e™! > 0, es liegt also ein Minimum vor. (Fiir f”(x;) < 0
hitte man ein Maximum, im Falle f”(z;) = 0 kénnte man allein anhand der zweiten
Ableitung keine Ausage machen.)

Wendepunkte:

Nullsetzen der zweiten Ableitung liefert Kandidaten fiir Wendepunkte: (x+2—a)e*™* =0
hat als einzige Losung x = a — 2. (Wére f”(x) iiberall ungleich Null, so wiire f entweder
streng konvex (f”(x) > 0) oder streng konkav (f”(x) < 0).) Nun betrachtet man die dritte
Ableitung f®)(z) = (2 + 3 — a) e*~%. Hier ist f)(a —2) = =2 # 0, es handelt sich also
tatséichlich um einen Wendepunkt.

Asymptoten:
In diesem Fall gibt es keine Definitionsliicken mit limxaxa_u = +00, also auch keine senk-
rechten Asymptoten. Nun berechnet man die Grenzwerte
—_— . r—a P—.
ki = lim @: lim w: lim (@ a)‘ lim 7% =00
r—+oco I r—-400 X r—-400 X r——400
— Lel—a
ko = lim M = lim (r—a)-c = lim ( lim e *=0
r——00 I T— —00 €T T— —00 €T T— —00
dy = lim (f(z) —kex)= lim (x —a) - *=0
r——00 r——00
Die einzige Asymptote ist also y = 0 (fir z — —o0).
Skizze:

Skizzieren des Funktionsgraphen mit Hilfe von Nullstellen, Extrem-
und Wendepunkten, dem Monotonieverhalten sowie den Asympto-
ten, im Zweifelsfalle zusétzlich noch mit Funktionswerten fiir einzelne

zusétzliche Punkte. N
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Man diskutiere die Funktion f(x)

B Inx
14 Inzx

(Definitionsmenge, Nullstellen, Extrema, Wendepunkte, Bildmenge, Asymptoten, Skizze)

Inz ist nur definiert fiir z > 0, daher ist Dy C R*. Weiters ist Division durch Null nicht
erlaubt, (1 4+ Inz) = 0 fiir z = 1, daraus folgt fiir die Definitionsmenge: Dy = RT \ {1}.

Ubrigens ist lim,_,o+ f(2) = 1, die Funktion wire also mit f(0) = 1 stetig erginzbar.

f(x) = ————— ist fiir # > 0 immer positiv, weil sowohl der Zihler als auch das Quadrat
z(1+1nz)?

im Nenner immer < 0 sind. Das bedeutet, f(x) ist auf allen Teilintervallen von Dy streng

monoton wachsend, es gibt keine Extrema. (Die stetige Ergénzung mit f(0) = 1 hitte in
x = 0 ein relatives (Rand-)Minimum.)
3+Inx

@) = T ey

f(&) =3, also hat der einzige Wendepunkt die Koordinaten (

ist Null genau dann, wenn 3 + Inz = 0, also fiir x = e% Es ist

&3):

Fiir sehr kleine positive z ist Inx einerseits negativ, andererseits betragsméifig sehr grof,
also hat f(z) einen Wert knapp iiber Eins. Von da an steigt die Funktion bis z = % ins
Unendliche an. Fiir alle x > % steigt f von minus Unendlich weg wieder an. Fiir grofle «
wird In x wieder betragsméflig grof3, ist aber diesmal positiv, d.h. der Bruch ist immer kleiner
als Eins. Insgesamt wird also auf ganz R\ {1} abgebildet.

x% ist die einzige senkrechte Asymptote. Fiir negative Zahlen ist die Funktion gar nicht
definiert, der Grenziibergang nach —oo entfillt. Die beiden anderen Grenzwerte existieren

dafiir:
. 1 Inz
= lim [ —
z—oo \x 1+ Inx

Inx

Inx

f(z)

k = lim

r—oo X

1=0

lim — - lim
r—o00 I x—00 | +lnx

lim (f(x) — kx)

r—00

= lim =
z—oo | +1lnx

Es gibt also eine zusétzliche Asymptote y = 1.

Aus den Informationen iiber Asymptoten und Montonie kann man nun auch leicht eine
Skizze des Funktionsgraphen erstellen:

5

4t '
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1
2 -2

Man diskutiere die Funktion f(z) = +4

e Untersuchung des Definitionsbereiches: f ist nicht definiert an Nullstellen des Nenners: 2% —

2 =0, also x = +2. Damit ist Dy = R\ {—v/2,v2}.

1
o Nullstellen: ——— +4=0,1+4(* ~2)=0,2> =], Ni(—¥T,0), No(¥4L,0) ,

e Bildung und Nullsetzen der ersten Ableitung: f/(z) =
einzige kritische Punkt.

_@22%2)2' 2z = 0, also ist x = 0 der

—2(22—-2)2+222(2%2-2)2 244
e Bildung der zweiten Ableitung f”(x) = (z )( ;_ 2)4@ )2z = (6:5 +2)3, Einset-
z2 — z2 —

< 0, es liegt also ein (relatives) Maximum

zen des kritischen Punktes von oben: f”(0) = —
vor, M;(0, 1).

e Wendepunkte: 622 + 2 ist immer positiv, (22 — 2)3 ist fiir 2 € (—v/2,v/2 immer negativ, fiir
r € R\ [-v/2, V2] immer positiv, also gibt es keine Wendepunkte.

e Asymptoten: An den Definitionsliicken gilt:

lim f(z) = lim f(z) =00 J
I—>—\/77 x—>f+ 6
lim f(z) = lim f(z)=—-00 P . ‘
x—>—\[+ =2~ 3 r—w
also gibt es zwei Asymptoten: a; : = —/2 Nl Nz

und as : z = /2. AuBerdem ist
lim G = lim f(@)

LACO R AC .
r——4+o00 I r——00 I | i
K]
hr_sr_l f(x)= lim f(z)=4

demnach existiert noch eine dritte: ag : y = 4.

e Skizze (mittels Nullstellen und Extrema sowie Asymptoten): sieche oben

Gegeben ist die Funktion f(x) = sinh+/1 —x. Man bestimme Definitionsbereich, Nullstellen,
Extrema und Monotonieverhalten!

e Das Argument der Wurzel ist nur dann nicht negativ, wenn x < 1 ist. Das ist auch schon
die einzige Einschrénkung, also ist Dy = {z € R | z < 1}.

e Die einzige Nullstelle des Sinus hyperbolicus liegt bei Null, fiir die Nullstelle muss daher
gelten: /1 —x = 0 und damit z = 1.

e f'(x) =coshvy1—zx- 2m

die Wurzel kann nie negativ werden, daher ist wegen des negativen Vorzeichens der inneren
Ableitung f'(z) < 0 fiir alle € Dy. Die Funktion ist streng monoton fallend.

Der Cosinus hyperbolicus ist im Reellen stets positiv, auch

e Wegen f’(x) # 0 gibt es keine inneren Extrema, sehr wohl aber ein Randextremum: Die
Nullstelle N(1,0) ist zugleich auch das absolute Minimum.
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13 LOSUNGEN (DE L’HOSPITAL)

Insgesamt gibt es sieben Typen von unbestimmten Formen, auf die alle entweder die Regeln von
De I'Hospital anwendbar sind oder die durch entsprechende Umformungen auf eine passende
Form gebracht werden koénnen:

Entweder (u.U. wiederholte) Anwendung der Regeln von DE L’HOSPITAL

0 2
= 22 + 1 2
50 Bsp: lim © % = Jim 20— qim = =0
T—00 € z—oo et z—o00 e¥
Oder (bei # — o0) Zéhler und Nenner durch die hochste vorkommende Potenz
1
dividieren (Vorsicht bei Wurzeln!) und lim — =0 fiir n > 0 verwenden.
r—00 I
2 2 4
2 4 1+2+ = 1 1
Bsp: lim N e S S lim T =—
x—>oox2+ﬁ/$4_x2 x—»ool_’_ 1_% 1+\/I 2
x
Anwendung der Regeln von DE L’HOSPITAL, u.U. auch mehrmals.
BSP: lim o = lim “=© =1
z—0 I z—0 1
inh h
BSP: lim ——— = lim — " ]

z—0x-cosx z—0cCOST — xsinx

Auf 22 oder % umformen, Behandlung wie oben.

1 1 1
Bsp: lim (e_x lnx) — lim —F = lim ﬁ = lim =0
Z—00 z—oo eT z—o00 e¥ rz—oo e’
1 1
Bsp: lim (z-Ilnz)= lim 2T lim [z = lim (—z) =0
z—0t z—0*t 1/I’ z—07F *1/1‘2 z—07F

Logarithmieren, zuerst auf 0 - co, dann weiter auf 3 oder % umformen (den Loga-
rithmus dabei moglichst im Z#hler lassen!), Behandlung wie oben.

:
) 1 1 In(1+1
Bsp: lim <1 + ) — exp lim zIn <1 + > — exp lim 2O
o0 T—00 T z—00 T T—00 1/x
-1
=exp lim 1Hi/e 2% =exp lim ——— =expl=e
z—oo  —1/x? z—oo 1+ 1/x
. 1\* . 1\* . 1 . Ini
Bsp: lim | — ] =exp lim In{ — ) =exp lim zln— =exp lim z—% =
z—0+ \ T z—0+ x z—0+ x z—0t+ 1/x
-1
. Tz 2 . 0
o i, Ty = o iy e =

o0 —oo| Umformung auf 3 oder %, Behandlung wie oben.

o a7 oo @V (eVeRT) 22y
Bsp: z11_)1(210 (w \/ﬁ> = xh_{glo a2 -1 - 3}520 V21 0

Die Form ,,07>°¢ ist zwar ebenfalls unbestimmt, es liBt sich aber durch Umformen ohne die
Regel von De I’Hospital feststellen, dass dieser Grenzwert 0 oder oo ergibt. Noch klarer sind

Ergebnisse wie 2 = 0 oder % = oo.
00 0
1 . 1 i Inz _

Bsp: lim 27 = lim ez ™% = Moot o = 7@ =

z—0t z—0t

. _1 . _1 —_1i Inz

Bsp: lim 277 = lim e 2% = ¢ Moot 5 = ¢® = o

z—0t z—0+
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BEISPIEL: Man ermittle die folgenden Grenzwerte:

. x —sinhx
lim —
t—0 23 —x

e

lim (1 + e*"’”)

Tr— 00

lim

Tr— 00

( x~(w—|—1)—x>

lim (Inz)"""

z—1t

Versuchen, ob Lésen durch reines Umformen moglich ist; sonst durch Einsetzen die

Form bestimmen.

o0
771

«@
5,00 — 00

0«
»0

Falls notwendig mit Umformungen (z.B. Logarithmieren) fiir Division durch héchste

Potenz auf oder fiir Anwendung von de ’Hospital auf ,,j

(193

bzw. ,,5“ bringen.

keine Umformung not-
wendig

Logarithmieren
lim 1n((1+efx)ex)
ez — o0
umformen
lim e®In(1+e™7)
63)—?(}0

und weiter auf %:

. In(1+e” %)
lim —
e:ﬂ—»oo =

z(z+1)+x

Erweitern: - :
z(z+1)+x

r(r+1) — 2
Velz+ 1)+

vereinfachen:

x
Vet t+xr+x

Logarithmieren

ea:LmE ln((ln at)z*l)

umformen:

lim (z—1)In(lnz)
exﬂl‘i’

und weiter auf 2:

In(ln x)
T/(z—1)

lim
6m—»1+

Nun Regel von DE ’HOSPITAL anwenden = Zihler und Nenner getrennt diffe-
renzieren (unter Umstinden auch mehrfach), bis keine unbestimmte Form mehr
erhalten wird. (Fiir £ — oo stattdessen evtl. Zihler und Nenner durch die héchste
vorkommende Potenz dividieren.)

De I’'Hospital:

. 1 —coshz
im—-—
x—0 322 — 423

%, De I'Hospital:
. —sinh x
im ——
z—0 61 — 12$2
%, De I’'Hospital:
. —coshz
lim ——
z—0 6 — 24x
x = 0 einsetzen:

—cosh0 1

6—-24-0 6

De I'Hospital:

—eTT/(14e™®)

lim —

ex— oo —e
kiirzen

lim —L1
ezgléo 1+e—®

Grenziibergang:

1
et =e¢

Zahler und Nenner
durch z dividieren:

1
1+141
Grenziibergang:
1

Vito+1 2

De I'Hospital:

i 1/(zInx)
o1t —1/@-1)7

Doppelbruch auflésen:

— lim (@-1)?
o omit zina

De I'Hospital:
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Man berechne die folgenden Grenzwerte:

1) lim (In(e+2)"* 2) lim In 155 3) gm0
z—0+ z—0 X z—1 21 — 2e2~1
cos2x —cosx 1 Ccos T 2
4) lim ———— 5) lim [ — — ) 6) lim (coshz)?/®
z—0 sin“ x z—0 \ silnx x z—0
2
1—cosZ et +e T -9 sinz\ %/®
7) lim ———2 8) lim ——— 9) lim
z—0 1 — cosx z—0 1 —cosx z—0 x
In(In(e + x))
1. lim (1 Y% = exp Tim In (0 V) = exp lim SRS -
im, (In(e + x)) exp lim In (In(e + x)) exp lim .
1 1 1
o . In(e+x) etz _ 1/e
= 1 T TV = =
P T 1 P In(e) ¢
1—z 1 (=1)-(Q+z)—(1-=)1
0 —x z) T . —1-z-1
2. lim —F2 — iy {=0)/(0F2) (F)” — lim ToIET_
r—0 x z—0 1 x—0 (1 —+ J,‘) (1 — .’IJ)
(In z)? B 2-Inx % Inz ) e % 1
3. lm o 2@11?*1 v Sl it B s L el L e Sl
= — lim T = 1
z—1 el
COsS 2x — coS T . —2sin2x +sinz . —4cos2x +cosx —4+1 3
4. lim ————=lim ————— = lim —— = - _=
z—0 sin“ x z—0 2sinxcosx z—0 2cos2x — sin® z 2—-0 2
. x—sinzcosw . x—sinzcosw . x—%sin2x . 1—cos2x
5 lim ——— = lim ———— = lim - = lim — =
z—0 r-sinz z—0 r-sinz z—0 x-sinx z—08Inx + T - cosx
2sin 2x . 2sin 2x

. m .
z—0 COSX + COST — X - SInx z—0 COSX + COST — X - SInx

sinh x
. 2/z> . 2 /22 . In(2coshz 2
6. lim (coshz)®* = exp lim In ((Cosh x)?/* ) = exp lim In(2cosha) _ exp lim —oshe —
r— x—0 x—0 :E2 x—0
. tanhzx v 1
= exp lim = exp lim <ShZ2 — oxp 5 =
z—0 z—0 1 cosh” 0
1—cosZ Llging Leosz 1
7. lim ————2 = lim 2—2 = lim 4 —2 = _
z—01—cosx =z—0 sinx z—0 COSZX 4
. ef+e =2 .oet—e™® . ef+e "
8 lim —mMm———=Illm ——=lim — =2
z—0 1—coszx z—0 sinx z—0 CcoSx
. 3/x2 . 3/z2 .
. sin x /= . sinx /= . 3 sin x
9. lim = exp lim In =exp lim — In =
z—0 T z—0 T z—0 22 T

sin x 1 . x cosx—sinz
_ 3.1 In = _ li sinz/x 2
=exp |3 lim 5 =exp |3 lim
z—0 X z—0 2

. xcosx—sinz i :1:-(1—1—22—%(9(954))—(37—%34-(9(955))
=exp |3 lim ————| =exp |3 lim o =
z—0 222 sinz z—0 222 - (x — % 4 O(x5))

2

=exp (3 lim —5- 5 O(z9)

3 3
R O(x5))] = e*ﬁ =e1/2
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14 LOSUNGEN - SATZ VON TAYLOR

e Wir bestimmen nun das Taylorpolynom zweiten Grades der Funktion
f(z) = cosh(z? — )

mit Entwicklungsmitte x¢g = 0:

f(x) = cosh(2? — x) f0)=1

f'(x) = sinh(2? — x) - (22 — 1) 1(0)=0

f"(x) = cos(x? — x) - (22 — 1)% + 2sinh(z? — ) f"(0) =1
Damit ist also

f"(0) o z?

Tg($;0)=f(0)+f'(0):n+T:B =1+

e Nun bestimmen wir Ts(x; /7) der Funktion
fla) = ),
Fiir die Ableitungen ergibt sich nach Produkt- und Kettenregel:
fla) = ) flvm) =1
f'(x) = esin@) . cos(22) - 22 F(0) = —2y/x

F(z) = 422 cos?(2)es0(=*) — 422 sin(22)eS=) 4 2 cos(22)esnE)  f7(0) = 47 — 2
Einsetzen in die Taylor-Formel ergibt hier:

Ty(z;v/m) = 1= 2v/m (& — V1) + (27 — 1) (2 — V/7)°

e Nach der speziellen Relativitdtstheorie ist die Energie eines mit der Geschwindigkeit v bewegten
Korpers gegeben durch:

mo 62

2
1-(2)
wobei ¢ die konstante Vakuumlichtgeschwindigkeit ist. Nun wollen wir eine Naherung fiir kleine
Geschwindigkeiten, also v < ¢ bzw. 7 <1 ermitteln:

)

E(v) =

Dazu entwickeln wir nach Taylor, wobei als Variable sofort x = (%)2 wéhlen kann. La3t man
die Konstanten vorldufig beiseite, so erhélt man

_ L -1/
@) = g==0-a7"
/ 1 _ 1
fz) _5(1_‘”) V(1) 2(1 — )32

also f(0) =1, f/(0) = % und fiir das Taylorpolynom ersten Grades (also die lineare Néherung)
T1(z;0) = 1+ 5. Setzt man nun die urspriinglichen Variablen und die Konstanten wieder ein,

so ergibt sich
E(v) =~ moc? - <1 + L (U>2> = moc® + mo v*
2 \c 2
Der erste, konstante Term entspricht dabei der (iiblicherweise nicht in Erscheinung tretenden)
Ruheenergie, der zweite hingegen ist genau die kinetische Energie der klassischen Newtonschen
Mechanik. Diese ist ja gerade der fiir v < ¢ giiltige Grenzfall der umfassenderen Relativitéts-
theorie.
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Man bestimme die Taylorreihe von f(z) =

mit Entwicklungsmitte z¢ = %

Man bestimme die Taylorreihe von f(z) = (1 +
x)-e* um xo = —1.

_ 1. (1+x)—=z1 _
fl(x) - ((1+z)2 - (1+1:v)2
@) =gt fP) = 22

Man sieht: Das Vorzeichen wechselt, der Zahler
wéchst nach einer Fakultdt, die Potenz des Nen-
ners nimmt bei jeder Ableitung um Eins zu. Ver-
mutung:

7 @) = (-

n! .
W fir n Z 1.

fllx)=e"+(14+2)e*=(1+1+z)e”
f'(z)=e*+(1+1+z)e*=(1+2+x)€”
fOa)=Q1+3+z)e”

fW@)=1+4+z)e”

(14n)e® ergibt abgeleitet (14+n)e®, die Ableitung
von z e® ist (1 + ) e*, also ergibt sich

f(”)(z) =1+n+z)e”

sogar fiir alle n € Ny

Fiir f(z) gilt: f(3) = 1, fiir alle Ableitungen (hier
schon ab der ersten):
n!
FOE) = (~1y
: O

Nun kann man die Reihe anschreiben:

T(x) = i + Z:l(—l)”Jrl (Z)nJrl (z — 1

— (_1)n+1 n! (%)n—&-l

3

Einsetzen von z = —1 liefert: f(-1) =
0 fM(=1)=ne ' +0-et=2

Damit erhdlt man fiir die Reihe: T'(z) = 0 +
in(aﬁLl)" 1 i (x+1)"

— en! _enzl(n—l)!

Man bestimme die Taylorpolynome zweiten Grades mit Entwicklungsmitte xqg = 0 der folgenden

Funktionen:

f(z) = cos(e” — 1)

g(x) = sin(7 cos )

Zuerst berechnet man die Ableitungen der Funktionen:

f(@) = cos(e” — 1) f(0) =
f'(x) = —sin(e® — 1) e* f(0)=0
" (x) = —cos(e® — 1) e2* —sin(e® — 1) e® f7(0)=-1
g(x) = sin(m cos x) g(0)=0
g'(z) = —wsina cos(m cos x) g'(0)=0
g"(z) = —n?sin® rsin(m cosx) — Tcoswcos(mcosx) ¢"(0) =7
und erhélt damit
x? T 5
Ty f(z;0) =1 — 5 T 4(z;0) = 5%

Im ersten Fall wiirde man das auch problemlos iiber Ineinandereinsetzen von bekannten Entwick-
lungen erhalten,

332

v 1 _q_1 z? 2\ _, 2 3
flz)=1——+0") =l--|z+—=4+0(@=")) =1-—+0(z")
2 u:l+m+%+@(w3)fl 2 2 2

Im zweiten Fall miifite man fiir diese Vorgangsweise allerdings die Entwicklung des Sinus um uy = 7
verwenden, nicht die (allgemein bekannte) um 0.
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15 LOSUNGEN (PARTIELLE INTEGRATION)

Man berechne das Integral I = [ x sinz dx.

I:/xsinxda:z

Man berechne das Integral I = /9: dx.

u=2x u =1 .
;. = —xcosx + [ cosxdr = —x cosx +sinx + C
v/ =sinx v=—cosx

cosh? z
1 U=z u =1
I = T s—dr = , 1 =x-tanhx — [ tanhxdz =
cosh” z V= e v = tanh x

inh
= m-tanhx—/sm xdac:x-tanhm—lncoshm—i—C
coshx

Notwendig ist dabei nur die Kennnis des (Fast-)Standardintegrals | m dz = tanhz+C und die
Anwendung der logarithmischen Integration. (Die Betragsstriche sind hier unnétig, da der Cosinus
hyperbolicus ohnehin nie negativ werden kann.)

In(z?
Man berechne das Integral I = / (2 ) dx.
x
1 u=In(z?) o =2 In(2?%) 2 In(z2)
_ 2 _ z _
I’/ln(“?dl’* V=2 w=-1|7 /ﬁd =" "z7°¢
/2 T
Man berechne das Integral I = / ——dw
m/6 ST
/2 1 u=2x uw =1 /2 /2
I = / T———dr=| | 1 = —x cotx —|—/ cotxdx =
/6 sSIn"w vV =gy v=—cotx /6 x/6
= [-x cotx+ ln|sinx|]7r% = Var +1n2
g 6
1
Man berechne das Integral I = / r? V1 —rdr.
0
u =12 u = 2r

v =1 —7‘)1/2 v = —%(1 —7’)3/2

22 4 ! =r u =1
= ——(1-r?? f/ 1—7)¥2dr =
3 ( 7) 0+3 ) 7 ( r) T v’—(l—r)3/2 v——%(l—r)5/2
=0
4] 2 |t 422 o
= STy +7/(1—r)5/2dr =——ZZ01-r)77 16
3 5 0 0 357 , 105
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16 LOSUNGEN (SUBSTITUTION)

BEISPIEL: Man berechne das Integral [ cosz e*™? dz.

Das Integral sieht vielleicht schlimm aus, aber keine Panik. Einfacher wire die Rechnung sicher,
wenn man es nicht mit dem Ausdruck €% zu tun hétte, sondern nur mit e*. Nun kann man
sich aber abhelfen, indem man einfach eine neue Variable einfiihrt: v = sinz. Damit erhélt das
Integral die Form [ cosz " dx. Noch ist damit nicht viel gewonnen, schlieSlich muf weiter iiber
integriert werden, nicht iiber u. Nun sagt aber die Kettenregel fiir Differentiale: dx = g—zdu, wenn
r = x(u) ist. Eine weitere Regel sagt % =1/ Z—Z. Also berechnet man einmal g—g = % sinx =
cos z, damit ergibt sich

dx du ! du
=—du=|— du = .

du (daz) cos
Diesen Ausdruck kann man fiir dx einsetzen und so das Integral auf eine wirklich angenehme

du

cosx .
wieder einfiithren, die Losung des Integrals lautet also €5 * + C'. Im allgemeinen werden natiirlich
nicht alle z im Integranden wegfallen, in solchen Fillen mufl man die Umkehrfunktion = z(u)
einsetzen. In diesem Beispiel wire x = arcsin u.

dx

sinx

Form bringen: / cosxe = / €' du = e"+C. Jetzt kann man die urspriingliche Variable

BeispiEL: Wir bestimmen das Integral I = fle x(dix dx:

1+Inx)
I = [ i e
1 z(l+1Inz)

1 u 1 g 1
= / c :/ al :ln|1+u|’ =In2
o e (1+u) 0 1+u 0

Alternativ hétte man natiirlich auch die Grenzen nicht berechnen brauchen, dafiir dann aber
riicksubstituieren miissen:

du e
I = 7:1n\1+u\‘ zln\l—i—lnx]’ =In2
gl+u B 1

u=Inzx 1-0; e—1

T =e% du:g—zdu:e“du

Dabei bezeichnet B den nicht ndher bestimmte Integrationsbereich in der neuen Variablen w.

BEISPIEL: Nun ermitteln wir das Integral I = fol ﬁ dx:

u=e" 0—1; 1—e

_ _ dx 1
rz=Inu du—dudU—udu

1 T e
e U du
I = 7(1 = = _—_—— =
/0 (Tre2™ /1 (T+u? u
e 1 1 1 1

= /e(l +u) 2du=—14u)""
1 1

Tte 141 2 1+

BEISPIEL: Im Integral I = fj;o f(v) dv substituieren wir e = v2. Das ergibt v = ++/e und fiir

das Differential % = 20, also dv = % = %ﬁ/@' Nun betrachten wir die v-Intervalle (—oo,0) und
(0, +00) getrennt, im ersten Fall kommt das negative Vorzeichen der Wurzel zum Tragen, im

zweiten das positive:
o ‘ oo 0 e +oo e
I = / f(v)dv:/ f(v)dv—l—/o f(v)dv=— A f(—\/g)tf/E—F/O f(\/é);i/é:
400 e 400 e +oo ° -
— / f(_@i/é+ [T I N A (VOR[GO
0 0

2y 2 g Ve
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17 LOSUNGEN (UNEIGENTL. INTEGRALE)

Man tiberpriife die folgenden uneigentlichen Integrale auf Konvergenz und gebe gegebenenfalls
eine Abschdtzung an:

1 1 1 1 1 .:UQ
I = —dr I,= ——dx I3= —F=d
' /0 Vo v /o 2 +\/x v /0 2+ v 7 _/OO r?e?
7=
o 1 0 1 o] —x 2 /.
I4=/ — dx 15:/ 2 dx IGZ/ e da ’ Jf‘i‘\f
1T 1 PV 1 VT

1, ist konvergent, weil fol ml fiir & < 1 grundsétzlich konvergent ist — mittels einfacher Rechnung:

1
I, = lim 2% dz = lim 2x1/2’ = lim [2 — 2A1/2} =
AS0 f 4 AS0 A A0

Nun kann man abschétzen:

1 1 1,2 1 1
I, = 7dx72 I3 = < de =1, <2
? /0 $2+\f / ’ /0 a2+ \/x m[01/ RV A

1

Analog ist I konvergent, weil |, 100 —& fiir a > 1 konvergiert — Rechnung:

B
T _9 T _—lB_ . _l o
o= i oo i ) = i [ =1

Ebenso gelten die Abschitzungen:

I /Oo LI </001d 11 /Oo ¢’ 5 /OO el gl
= —_—ax —ar = = ——dx = - —
° 1 22+ Ty a? 6 1 xz—i—f o) J1 22+ e’ e

Um I, abzuschiitzen bestimmt man zuerst das Maximum des Zihlers f(x) := 2%e~ in R
flx) =2z — 2 = (2—a)xe ™ 20 = =0V =2

An z = 0 liegt ein Minimum, an z = 2 ein Maximum mit f(2) = ;%. Also ist

< 4/ 4 | 1 4 12
I; < = - ——d ———dr | = — (I +I5) < —
7_/0 ac2+f T ez (/0 2+ /T x+/1 2+ /T 3:) e? (B + 5)_62

Natiirliche kénnte man auch noch feinere Abschétzungen erhalten.

(e}
Man bestimme den Wert des uneigentlichen Integrals I = / (6_235 +e73% 4 6_490) dx.
0

Integration liefert sofort:

B _6—2a: 6—395 e—4m B
I — Blgrloo ; (6—2r 4 e—3m + 6—427) dﬂ: — Blgrloo |: 2 — 3 — 4 . =
i —e72B 3B 4B N 1 N 1 N 1 13
= 1m — — — — — _
B—oo 2 3 4 2 3 4 12
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