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Kapitel 1

Die Komplexen Zahlen

Komplexe Zahlen gehdren zu den wvielleicht niitzlichsten Objekten der Mathematik iberhaupt.
Mit ihrer Hilfe kann man Rechnungen oft wesentlich vereinfachen (Stichworte: Schwingungen,
Wechselstromrechnung), vor allem aber ermdglichen es komplexe Zahlen hiufig, Zusammenhinge
zu erkennen, die man beim Arbeiten im rein Reellen héchstens erahnen kann.

Dariiberhinaus baut auf thnen in weiterer Folge die komplexe Analysis oder Funktionentheo-
rie auf, der man in vielen Bereichen der Mathematik wieder begegnet, beispielsweise auch beim
Berechnen von manchen reellen Integralen. Funktionentheoretische Mittel sind ebenfalls in den
verschiedensten Anwendungen entweder niitzlich (Fluidmechanik) oder fast unumgdnglich (Elek-
trodynamik, Quantenmechanik).

Allerdings haftete den komplexe Zahlen lange Zeit die Aura von etwas Mysteriésem, nicht
unbedingt sehr Vertrauenswiirdigen an. Erst nach und nach wurde das Rechnen mit ihnen auf
ein solides Fundament gestellt; diese historische Entwicklung wollen wir kurz nachzeichnen,
bevor wir dann die komplexen Zahlen streng axiomatisch einfihren. Anschlieflend werden die
wichtigsten Begriffe und Rechenregeln behandelt, vor allem fiir Wurzeln und Potenzen.

In den letzten beiden Abschnitten befassen wir uns dann ndher mit Punktmengen im Kom-
plexen, zundchst mit ihrer Beschreibung, dann damit, nach welchen Gesichtspunkten man sie
genauer charakterisieren kann — dabei werden metrische und topologische Begriffe eine wesent-
liche Rolle spielen.

1.1 Eine kurze Geschichte der komplexen Zahlen

Das erstemal mit komplexen Zahlen konfrontiert wurden die Mathematiker im 16. Jahrhundert,
und zwar beim Losen von Gleichungen hoheren Grades. In bestimmten Fiéllen treten in den
dortigen Losungsformeln ndmlich Ausdriicke wie etwa /—121 auf, die anscheinend sinnlos sind,
schliellich gibt es keine reellen Zahlen, deren Quadrat negativ ist. Nimmt man aber einfach an,
es gibe etwas Derartiges und rechnet damit auf naheliegende Weise weiter, so erhélt man etwa
bei kubischen Gleichungen am Ende ein vollkommen richtiges reelles Ergebnis.

Solche in der Rechnung auftretende Zahlen nannte man, da sie ja nicht ,reell“ sein konnten,
imagindr. So fithrte man eine imaginéire Einheit 4 mit der Eigenschaft 2 = —1 und allgemein
imaginire Zahlen ia mit (ia)? = —a? ein. Als komplexe Zahlen bezeichnete man die Summe einer
reellen und einer imaginéren Zahl, also Ausdriicke der Form a + bi. Der italienische Ingenieur
Bombelli etwa rechnete um 1560 bereits systematisch mit komplexen Zahlen, von ihm stammte
auch der Vorschlag, die imaginédre Einheit als drittes Vorzeichen neben + und — anzusehen. Die
heute noch verwendete Bezeichnung ¢ wurde erst um 1770 von Euler eingefiihrt.



Doch lange Zeit war kaum jemand wirklich gliicklich mit den komplexen Zahlen. Auf der einen
Seite fithrte das Rechnen mit ihnen zu unzweifelhaft richtigen Ergebnissen, auf der anderen Seite
existierten sie einfach nicht, auf jeden Fall nicht in dem Sinne wie die reellen Zahlen. Leibnitz
etwa nannte sie ,,ein Amphibium zwischen Sein und Nichtsein®.

Einer der Griinde, die die meisten Mathematiker an den komplexen
Zahlen zweifeln lieflen, war, dass sie eben keinen Platz auf der schonen
Zahlengeraden hatten; dieses Dilemma wurde von Carl Friedrich Gauf3
gelost. Er fithrte senkrecht zur (reellen) Zahlengeraden noch eine zweite
Achse mit imagindrer Skala ein. In dieser Ebene, der Gaufischen Zahlen-
ebene C fand nun jede komplexe Zahl ihren Platz; diese anschauliche ~ - 1 :2
geometrische Interpretation der komplexen Zahlen trug wesentlich zu
ihrer vollstdndigen Anerkennung in der Welt der Mathematik bei.

2it ol +2§

Restlos entmystifiziert wurden die komplexen Zahlen schliellich vom irischen Mathematiker
und Physiker Hamilton, der sie erstmals so einfithrte, wie auch wir es im néchsten Abschnitt
tun werden: axiomatisch durch Angabe gewisser Rechenregeln fiir Paare von reellen Zahlen.

1.2 Axiomatische Einfiihrung der komplexen Zahlen

R sei die Menge der reellen Zahlen. Nun bilden wir das kartesische Produkt
C:=RxR

und erkldren fiir diese Paare (a,b) von reellen Zahlen die folgenden Rechenregeln:

(a,b) + (¢,d) = (a+c¢,b+d)
(a,b) - (¢,d) = (ac—bd,ad+ bc)

(C,+,-) ist mit diesen Definitionen ein Kérper, der Kérper der komplexen Zahlen; diese Zahlen
werden wir meist mit dem Buchstaben z bezeichnen. Dabei nennt man a den Real- und b den
Imaginérteil der komplexen Zahl (a,b), es wird bald klarwerden, woher diese Bezeichnungen
kommen.

Bis jetzt sieht es ja nicht so aus, als ob das viel mit dem zu tun hétte, was man in der Schule
als komplexe Zahlen kennenlernt; die Formel fiir die Multiplikation wirkt dariiber hinaus wie der
ideale Kandidat zum Vergessen oder Durcheinanderbringen. Gliicklicherweise braucht man sie
sich in dieser Form nicht zu merken, und gleich werden wir auch den Bezug unserer Definitionen
zu rellen Zahlen einer- und den gewohnten komplexen Zahlen andererseits herstellen:

Fiir komplexe Zahlen mit Imaginérteil Null gilt (a,0) + (b,0) = (a+b,0) und (a,0) - (b,0) =
(ab,0). Formal verhalten sie sich also wie reelle Zahlen, deshalb identifiziert man die komplexe
Zahl (a,0) auch mit der reellen Zahl a.

Weiters kann man eine beliebige komplexe Zahl auch in der Form

(a7 b) = (CL, 0) + (b70) ’ (07 1)
schreiben. Nun definiert man 4 := (0, 1) und erhélt damit
(a,b) = a+ bi,

das nennt man die Normaldarstellung der komplexen Zahlen, die auf diesem Weg streng be-
griindet wird.



Die im Reellen unlosbare Gleichung 22+ 1 = 0 hat nun zwei komplexe Losungen, nimlich z = +i
und z = —i, denn es ist ja i = (0,1) - (0,1) = (—1,0) = —1 und analog fiir z = —i.

Das ist iibrigens auch der Grund, warum man die Formel fiir die Multiplikation nicht im
Kopf behalten muss. Hat man es mit Produkten von komplexen Zahlen in Normaldarstellung
zu tun, so multipliziert man einfach aus und setzt dann iiberall, wo i2 steht, —1 ein:

(a+ bi) - (¢ + di) = ac + adi + bei + dbi? = (ac — bd) + (ad + be)i

Wir haben also unsere urspriinglich definierte Multiplikationsformel wiedergefunden.

Beispiel: Als kleine I"Jbung berechnen wir fiir 21 = 2+ 37 und z9 = —1+¢ Summe und Produkt:

Z1+2z0 = 243i—14+1=1+4
zizo = (243i)(-14i)=-242i—3i—3=-5—1
Das gleiche Ergebnis erhélt man natiirlich auch fiir zo + 21 beziehungsweise 2921, denn wie die

anderen Korperaxiome sind natiirlich auch die Kommutativgesetze fiir Addition und Multipli-
kation erfiillt.

Mit weiteren Rechenregeln und anderen Darstellungen der komplexen Zahlen wollen wir uns im
néchsten Abschnitt befassen, hier nur noch eine Anmerkung: Oft liest man (teilweise auch in
guten Biichern) i = /—1. Dabei weifl zwar jeder, was gemeint ist, trotzdem ist die Schreibweise
v/—1 nicht zu empfehlen, denn in diesem Zusammenhang gelten die iiblichen Rechenregeln fiir
Waurzeln nicht mehr. So ist etwa die folgende Rechnung definitiv falsch:

1= V=T V=T= V(D) = Vi=1

Noch etwas wére zu komplexen Zahlen im allgemeinen zu sagen: Im Gegensatz zu R ist C kein
geordneter Korper mehr, Ausdriicke wie z1 < 29 haben also keinen Sinn mehr. Sieht man doch
irgendwo etwa z < w stehen, so bedeutet das: z und w sind beide reell und es ist z < w.

1.3 Rechenregeln fiir komplexe Zahlen

Bei komplexen Zahlen z = x + ¢y nennt man wie schon erwédhnt x den Real- und y den Ima-
ginérteil, beide sind reelle Zahlen:

z = Rez =Imz

Die zu z komplex konjugierte Zahl wird mit z oder manchmal (vor allem in der physikalischen
Literatur) auch mit z* bezeichnet, fiir sie gilt:

zZ=x—1y.

Wie man sich leicht iiberzeugen kann, ist Z123 = Z122, 21 + 22 = Z1 + Z2 und z = z. Das Produkt
einer komplexen Zahl mit ihrer konjugiert komplexen ist reell, 2z = 2% + y? und die Wurzel
daraus nennt man den Betrag der Zahl z:

r=l|z| = VzzZ = Va2 + y?

Fiir den Betrag gilt: |z122| = |21] |22| (Betrag eines Produkts ist gleich dem Produkt der Betréige)
und weiters die Dreiecksungleichung |21 + zo| < |21] + |22].
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Uber Addition und Multiplikation von komplexen Zahlen haben wir ja schon gesprochen, die
Subtraktion sollte keine Schwierigkeiten machen ((a + bi) — (¢ + di) = (a — ¢) + (b — d)i) und
mit der komplex konjugierten Zahl kénnen wir nun auch die Division behandeln. Bei einem
Ausdruck der Form 7 haben wir meist in Zdhler und Nenner ein i stehen, eigentlich hétten wir
ja gerne die Normalform x + ¢y. Um das zu erreichen, miissen wir aber nur Zéhler und Nenner
mit w multiplizieren, man erhélt dann

z _Zw ATl

v ww |w|?’

also das Produkt zweier komplexer Zahlen, dividiert durch einen rein reellen Faktor.
Es gibt aber einen noch angenehmeren Weg, Multipliktionen und Divisionen im Komplexen
zu behandeln:

Wie schon von Gaufl bemerkt, lassen sich komplexe Zahlen ja als Punk- ¥
te (oder auch Vektoren) in der Ebene deuten — und solche Punkte kann

man ja aufler mit kartesischen Koordinaten auch auf andere Weise be- ¥
schreiben, etwa mit Polarkoordinaten. Dazu fithren wir fiir komplexe
Zahlen neben dem Betrag r noch das Argument (die Phase) ¢ ein: ©

Y X
@ = arg z = arctan —
T

Dieses ist ja an sich nur bis auf £27 bestimmt. In den meisten Féllen schriankt man den Wer-
tebereich von ¢ auf (—m, 7| ein und spricht dann vom Hauptwert des Arguments, Arg z.

Ganz generell gibt es beim Berechnen des Arguments aber einen Fall-
strick, ndmlich die Mehrdeutigkeit des Arcustangens. Es ist ndmlich kei-
nesweg klar, welchen Zweig man nehmen muss, und oft ist es hilfreich,
sich die entprechende Zahl aufzuzeichnen, um mit dem Argument nicht
plotzlich um +7 danebenzuliegen.

L
| —

:
.
_’_,_d/:
.
.‘
:
3
I
:

Beispiel: Als Demonstration berechnen wir die Polarkoordinaten der vier dargestellten Punkte:

@1 = arctan(}) =73 7l 7
g = arctan(_Tl) =-7

@3 = arctan(2;) =—7%7 -1 1
¢4 = arctan(=F) =737 7y - 2z

Wenn es nach dem gehen wiirde, was die meisten Taschenrechner ausspucken, hétten jeweils zwei

Punkte die gleichen Polarkoordinaten, was aber wohl nicht sein kann. Des Ritsels Losung liegt

natiirlich darin, dass fiir die letzten beiden Ergebnisse jeweils ein anderer Zweig des Arcustangens

zu nehmen ist, man also noch 7 addieren bzw. subtrahieren muss. Die richtigen Ergebnisse sind
3

also g3 = ?ﬁf und ¢4 = —F.



Die Umrechung von Polar- in kartesische Darstellung erfolgt natiirlich wie gewohnt mittels x =
rcos i und y = rsin . Mit der Eulerschen Formel

€'Y =cosp+ising (1.1)

(iiber die im n#chsten Kapitel noch einiges gesagt wird) erhalten wir weiter die Darstellungen

2 = x+iy=re¥ =r(cosp+isiny)

Z = xz—iy=re ¥ =r(cosp—isinyp)
und als Umkehrung

z4+Zz ref+re’¥
2 2
z—ZzZ re¥f —re ¥

vy = 7o 2%

Wo liegt nun aber der grofie Vorteil von Polarkoordinaten? Wie sich mit Hilfe der Additi-
onstheoreme fiir Winkelfunktionen leicht zeigen 1&8t, erhélt man fiir Produkt und Quotient von
z1 = 11(cos @1 + isin ;) und z = ro(cos g + isin ) die Ausdriicke:

2120 = rira(cos(p1 + @2) + isin(pr + @2))

21 ™ ..
- = E(COS(% — pa) +isin(p1 — p2))

22
Damit erhilt man fiir Potenzen von komplexen Zahlen den Ausdruck
2" = r"(cos(ny) + isin(ny))
und fiir unimodulare Zahlen (|z| = 1) die Formel von Moivre:
(cos @ +isin )™ = cos(np) + isin(ny).

Aus ihr kann man, indem man verschiedene Werte fiir n einsetzt, die linke Seite ausmultipliziert
und Real- und Imaginérteil vergleicht, diverse trigonometrische Identitdten gewinnen.

Beispiel: Fiir n = 3 erhalten wir:
cos® ¢ + 3i cos® psin g — 3cos psin? p — isin® ¢ = cos(3p) + i sin(3p)
und durch Vergleich von Real- und Imaginérteil:
cos(3p) = cos® @ — 3cospsin?
sin(3p) = 3cos® @sing — sind @
Wer also schon immer wissen wollte, woher die vielen Identitdten eigentlich stammen, die man
in diversen Biichern findet, hier ist eine gute Adresse. Der Schluss, dass bei einer Gleichung
mit komplexen Zahlen Real- und Imaginérteil auf beiden Seiten {ibereinstimmen miissen, wird

iibrigens auch in anderen Bereichen oft gebraucht und sollte daher im Hinterkopf behalten
werden.



Nun konnen wir auch zu einem etwas heikleren Thema kommen, ndmlich den Wurzeln komplexer
Zahlen. Schon im Reellen ist Wurzelziehen oft nicht eindeutig, und im Komplexen ist es das noch
viel weniger. Als n-te Wurzel w einer Zahl z bezeichnet man ja jene Zahl mit w™ = z. Setzt man
jetzt an: w = p(cos + isine)), so bedeutet das:

w™ = p"(cosniyp + isinny) = r(cos ¢ + isin p)

und man erhilt fiir den Betrag von w die reelle n-te Wurzel des Betrags von z, p = {/r. Das

Argument ergibt sich zu ¢y = % — aber das ist noch nicht die ganze Wahrheit.
Das Argument von z ist ja nur bis auf 27 genau bestimmt, also ist auch

Y = %2” eine giiltige Wahl, und ebenso alle ¢, = %2”'{ mit k € Z. Ab

k = n ergeben sich aber keine neuen Werte mehr, jede komplexe Zahl hat also vy W

n verschiedene n-te Wurzeln mit den Argumenten B
i
2rk
=2 01 -1, Wy
n

W,
My 5

Diese bilden ein regelméBiges n-Eck auf der Kreislinie |w| = {/r. Fiir ¢ = Argz
und k£ = 0 spricht man vom Hauptwert der Wurzel.

Beispiel: Wir berechnen die fiinften Wurzeln von z = 324. Hier ist » = 32 und ¢ = 7, fiir den
Betrag der Wurzeln erhélt man also p = v/32 = 2 und weiter

Ark Ark
wk:2<cos(m>+isin<7“r10”>>, k=0,1,23,4.

Ubrigens, fiir die Losungsformel der quadratischen Gleichungen az? + bz + ¢ = 0 erhilt man den
gleichen Ausdruck wie im Reellen (bei der Herleitung wird ja an keiner Stelle davon Gebrauch
gemacht, dass man in R rechnet),

—b++b? — 4ac
2a ’

und da sollte man dann wissen, wie man die Quadratwurzel von komplexen Zahlen zieht.

212 =

Beispiel: Fiir die Losung der quadratischen Gleichung z? — (1 + 1)z + i = 0 erhiilt man

14 15002 14 —
I (14492 _ 14 Ve
und, wenn man die Wurzel auswertet

Z1.9 = —1 —
’ 2 4 2 V2
\f

2\ 1/2 o 2 2
V—i= (e_’5> =e 't = cos% — isin% iy i\g,

also die Losungen
144  1—3
+1 4 1
2 2

Hier braucht man nur den Hauptwert der Wurzel zu beriicksichtigen, da die zweite Losung bereits
durch das + erfasst wird. (Man denke an cos(p + 7) = — cos ¢ und sin(p 4+ 7) = —sin¢.)

21,2 = Z1 = 1, zZ9 = 7.



1.4 Teilmengen der komplexen Ebene

Wir kommen nun zur Beschreibung von Teilmengen der komplexen Ebene. Dazu ist am Anfang
zu sagen, dass C mit der Abstandsdefinition d(z1,22) = |21 — 22| zu einem metrischen Raum
wird, alle dafiir erkldrten Begriffe gelten also auch in C. Die wichtigsten werden hier noch einmal
kurz wiederholt:

e So ist die Epsilon-Umgebung eines Punktes zy die Menge U.(z9) = {z € C| |z — 20| < €}.

e Eine Menge M C C heifit offen, wenn es zu jedem z € M ein ein € > 0 gibt, so dass Uc(z)
ganz in M liegt.

e Dagegen ist M C C abgeschlossen, wenn C\ M offen ist. Offenheit und Abgeschlossenheit
schlieffen einander nicht unbedingt aus.

e M ist beschrinkt, wenn es ein R € R gibt, so dass |z| < R fiir alle z € M ist.

e Genau dann wenn eine Menge beschrénkt und abgeschlossen ist, ist sie kompakt (Satz von
Heine-Borel).

Besonders angenehm in C ist, dass sich viele Teilmengen mit Begriffen wie dem Betrag, Re oder
Im sehr einfach beschreiben lassen. So ist etwa {z|Rez > 0} die offene rechte Halbebene oder
{z |z = z} die reelle Achse.

Héufig stoBt man auch auf Ausdriicke |z —zg| < r. Setzt man dort die Definition des Betrages
ein, erhélt man \/(z — 20)2 + (y — y0)2 < r und nach Ausquadrieren (was ja erlaubt ist, weil
beide Seiten positiv sind):

(x —20)* + (y —y0)* < r°.

Es handelt sich also um eine offene Kreisscheibe mit Mittelpunkt zg = zg + iyg und Radius r.
Natiirlich lassen sich auf ahnlichem Weg auch kompliziertere Teilmengen beschreiben, anderer-
seits konnen sich hinter gefahrlich wirkenden Ausdriicke vollig harmlose Mengen verbergen.

Beispiel: Wir untersuchen die Menge M = {z|Rel > 0} und erhalten

z T —1y T
e — = Re = >0 <= Rez >0,
|Z‘2 132+y2 $2+y2

1
Re—- =R
z

es handelt sich also wieder um die rechte Halbebene.

z—

Beispiel: Welche Punktmenge wird durch |Z

2| > 2 beschrieben? Wir formen um:

lz2=3] > 2z+3]
(r—3)2+y> > 4((x+3)%+4?)
322+ 30z 43y +27 < 0
(z+5)2+y* < 16
Es handelt sich also um das Innere eines Kreises mit Mittelpunkt zyp = —5 und Radius r = 4.

Als kleines Beispiel, wie bizarr derartige Teilmengen von C sein kénnen, behandeln wir in einem
kleinen Exkurs ein Thema, das eigentlich nicht zum Stoff der Funktionentheorie gehort, aber
eng mit den komplexen Zahlen verkniipft ist:



Wir wihlen eine beliebige komplexe Zahl ¢, sie wollen wir im folgenden konstant halten. Nun
bilden wir fiir jedes z € C die Folge z, 22 + ¢, (22 + ¢)? + ¢, also 29 = z, 2,41 = 22 + ¢. Je nach
Wahl von ¢ und abhiingig von z kann diese Folge betragsmiflig divergieren (|z,| — oo) oder
auch nicht. Alle Punkte, fiir die der Betrag im Limes n — oo konvergiert, firben wir nun z.B.
schwarz ein, sie sollen zu unserer Menge J. gehoren. Allen anderen Punkten geben wir je nach
Geschwindigkeit der Divergenz andere Farben. Dann erhalten wir fiir jeden c-Wert ein eigenes
Bild, das sich mittels Computern niherungsweise berechnen lé8t. Einige Beispiele sind (gezeigt
ist jeweils das Rechteck zwischen —2 — 2i und 2 + 2i):

P
B e
I

Die Mengen J. nennt man Julia-Mengen, sie sind Musterbeispiele fiir Fraktale. Derartige
Objekte werden beispielsweise in der Computergraphik zur Bilderzeugung oder -kompression
verwendet, an dieser Stelle konnen wir leider nicht weiter auf dieses Thema eingehen.

1.5 Charakterisierung von Mengen

Schon im vorangegangenen Abschnitt haben wir Teilmengen der komplexen Ebene behandelt,
nun kommen wir zu ihrer genaueren Charakterisierung mit Hilfe topologischer Begriffe:

Ganz grob gesprochen heifit eine Menge M
zusammenhéngend, wenn sie nur ,aus einem
Stiick”“ besteht. Jene Mengen, die sowohl offen
als auch zusammenhéngend sind, nennt man Ge-
biete. Tatséchlich sind die Gebiete jene Mengen,
die man innerhalb der Funktionentheorie wohl

am Oftesten betrachtet. M zusammenhéngend M nicht zusammenhéngend

Hat ein Gebiet zudem auch keine Locher
im Inneren, so nennt man es einfach zusam-
menhdngend. Besteht der Rand hingegen aus
n jeweils geschlossenen Kurven, so heifit es n-
fach zusammenhéngend. Insbesondere einfach
zusammenhéngende Gebiete werden uns des

ofteren begegnen. o
einfach zusammenhéingend  nicht einf. zusammenhangend

Noch stérkere, das heifit weiter einschrinkende Eigenschaften sind Konvexitdt und Sternei-
genschaft. Eine Menge M € C heifit konver, wenn fiir alle 21,290 € M die Verbindungsstrecke
z(t) = z1+ (22 — 21)t,t € [0,1] ganz in M liegt. Gibt es zumindest einen Sternmittelpunkt z*, so
dass die Verbindungsstrecken zwischen z* und allen z € M ganz in M liegen, spricht man von
einem Sterngebiet.



3 Z

7 Zy

konvex nicht konvex Sterngebiete kein Sterngebiet

Klarerweise ist jedes konvexe Gebiet auch ein Sterngebiet, und jeder Punkt ist ein moglicher
Sternmittelpunkt. Ebenso klar ist aber auch, dass die Umkehrung nicht gilt.

An dieser Stelle eine kleine Anmerkung: Die Beschreibung von zusammenhéngenden und einfach zusam-
menhéngenden Gebieten, die wir hier gebracht haben, ist zwar anschaulich klar, aber weit entfernt von ma-
thematischer Exaktheit. Diese Liicke wollen wir hier zumindest ansatzweise schlieflen.

Um die Begriffe exakt definieren zu kénnen, miissen wir uns aber zu-

erst noch ein wenig mit Kurven befassen. Unter einer Kurve verstehen

wir eine Abbildung C : [a,b] — C,t — z(t) = z(t) + iy(t), wobei z(¢) z .
und y(¢) hier stetige Funktionen des reellen Parameters ¢ sein sollen. J—} : :
(Genaueres werden wir in Abschnitt 3.2 sagen, hier sind Kurven nur 7

ein Hilfsmittel, um anschaulich v6llig klare Begriffe genauer zu formu- by

lieren.) Eine Menge M ist nun zusammenhéngend, wenn es zu allen
Punkten 21,22 € M immer eine Kurve C' gibt, die diese beiden ver-
bindet und deren Bild C* = {z € C|z = 2(¢),t € [a,b]} ganz in M
liegt.

M zusammernhéingend M nicht zusammenhéngend

Zwei Kurven C1: z1(t) und Ca: 2z2(t) mit ¢ € [a, b] sind in M homotop, wenn sie sich stetig ineinander
iiberfithren lassen, wobei alle auftretenden ,,Zwischenkurven“ ganz in M liegen. (Genauer: Sie sind homotop,
wenn es eine stetige Funktion F'(s,t) gibt, so dass F(0,t) = z1(t) und F(1,t) = 2z2(¢) fiir alle ¢t € [a, b].) Eine
geschlossene Kurve (Anfangspunkt = Endpunkt = zo) nennt man nullhomotop, wenn sie homotop zur konstanten
,Kurve“ z = zg ist, sich also auf einen Punkt zusammenziehen 14{t.

G i C c
Zy
Zy
. Cl

homotop in M nicht homotop in M C nullhomotop in M C nicht nullhomotop in M

Nun koénnen wir schon wesentlich exakter definieren: Ein Gebiet M ist dann einfach zusammenhéngend, wenn
darin jede geschlossene Kurve nullhomotop ist. Damit ist natiirlich auch wieder zum Ausdruck gebracht, dass es
in M keine Locher geben darf.

Beispiel: Wir charakterisieren nun die folgenden fiinf offenen Mengen:



Am {iibersichtlichsten erfolgt das in Form einer Tabelle:

Menge

My
Mo
M3
My
M

Gebiet | einf. zus.-h&ngend | Sterngebiet | konvex
Nein Nein Nein Nein
Ja Ja Nein Nein
Ja Ja Ja Nein
Ja Nein Nein Nein
Ja Ja Ja Ja

Da alle konvexen Gebiete auch Sterngebiete sind, ebenso alle Sterngebiete einfach zusam-
menhéngend und einfach zusammenhéngende Gebiete natiirlich Gebiete, muss in dieser Tabelle
rechts von einem Nein ebenfalls ein Nein stehen, und links von einem Ja ebenfalls ein Ja. Daher
gibt man meist nur den weitestreichenden Begriff an: M; ist also nicht zusammenhéangend, My
einfach zusammenhéngend, M3 ein Sterngebiet, M, ein Gebiet und Mj5 ein konvexes Gebiet.

1.6 Ubungsaufgaben

1. Man berechne fiir a) z1 = 14+i und z9 = =241, b) 21 =2—i und 20 = 3—2i, ¢) 21 = 3—2i

und zo = 3+ 2i die Ausdriicke z1 + z2, 2122, 21 — 22, = und z% — 23.

21 2

Fiir a) erhilt man die Ergebnisse

21 + 29 1+41—2+1=—-14+2
oz o= (I4i) (=244 =-24i—2i—1=-3—3i
Z21—29 = 1+i4+2—-1=3
21— i (A4(=2-9) _ —2-i-2i4l _ 1 _ 3,
zo T =241 T [-2+442 T 5 - 5
2 = (14402 —(—2+0)2=14+2i—1—(4—4i—1)= -3 +6i
2. Man berechne fir a) z1 = 1 + V/3i und z = S b) z1 =1 —1i und z0 = i, ¢)

V3

21 =V6+V2iund zo =1— %l jeweils 21|, Argz1, |z2|, Arg2a, [2122], Arg(z122), |2

und Arg (Z).

Im Fall a) erhélt man (man achte bei den Argumenten auf den richtigen Quadranten und
darauf, ob wirklich der Hauptwert vorliegt):

|21 = 12 + V3 =Vi= 2, Argz = Arctan¥3 = T

1 3

= (@

|z122| = |21] - |22| =

2= =3

|22]

1)2:\/g:% ArgZQZAICtaH_Di/g—W:%—F:—Q%

. arg(z122) = Argz; + Argz = — % M Arg (2120)

arg(Z) = Argz1 — Argzp =7 hier Arg (%)

10



3. Man berechne z1°, 28 und 2325 fiir die Zahlen a) z1 = V/2+v/2i und 20 = 1—i, b) 21 = 1+i

und 29 = —2 — 21, c)zlzx/i—kx/éi und zo = —1 + /31

Fiir derartige Rechungen ist es vorteilhaft, mit Polarkoordinaten zu arbeiten, und dazu
berechnen wir zuerst (fiir a)) |z1] =2, p1 = J, |22| = V2 und ¢ = —7F. Nun erhalten wir
(man erinnere sich an e#*27 = ¢i%?);

A0 = 21068 = 210675 = 1024
B = (V2)8e T = 16e72" = 16¢° = 16
22 = 25(\/5)461576_147 =128¢ T = 128¢'T = — (1 +14).

V2

Wer Zeit und Lust hat, kann ja ausprobieren, wieviel Aufwand es ist, die Produkte oh-
ne Polardarstellung durch direktes Ausmultiplizieren oder mit dem binomischen Satz zu
berechnen. . .

. Man finde alle Zahlen w, fir die gilt a) w® = —32, b) w® = 256, ¢) w® = —27i und
skizziere sie in der komplexen Ebene. Welche Werte sind dabei reell?

z = —32 hat fiinf komplexe Wurzeln wy, (k = 0, 1,2, 3,4) mit dem Betrag |w;| = V32 = 2.
Bei der Berechnung des Arguments erhalten wir zundchst Argz = 7 und daher weiter
Argwy = %2”]“ Die Wurzeln von —32 sind also

T+2rk . . w427k
wi =2 | coO8 ——— +18in —— | .
5 5
Reell ist dabei nur wy = 2(cosm + isinm) = —2.

. Man beweise mit Hilfe der Formel von Moivre die folgenden Identitdten:
a) cos 5p = 16 cos® ¢ — 20 cos® ¢ + 5 cos ¢,
b) cosdp = 8cos?p —8cos? p + 1,
¢) cos2p = cos? p — sin? ¢ und sin 2p = 2 cos psin ¢
a) Fiir n = 5 lautet die Formel von Moivre
(cos @ 4 isin @) = cos 5y + i sin 5.
Durch Ausmultiplizieren der linken Seite erhélt man

cos® ¢ + 5i cos® psin g — 10 cos® @ sin? ¢ — 10i cos® psin® p + 5 cos psin? p + Hisin® ¢,

und der Realteil dieses Ausdrucks muss gleich cos5¢ sein. Mit der Identitit sin®¢p =
1 — cos? ¢ erhilt man:

cosbp = cos® p—10 cos® cpsin2 ¢+ 5cosp sin? %)
= cos® ¢ — 10cos® (1 — cos? @) + 5 cos (1 — 2cos? ¢ + cos? @)
= 16cos’ ¢ — 20 cos’ p + 5 cos .

11



6. Man skizziere die folgenden Teilmengen der komplexen Ebene:

a) My ={z||z] <3}, Ma={z||z| <1}, Mg = My \ Mo, My ={z € M|
|Arg z| < TV |Argz| > 3T}, Ms = My U {0} und Mg = My U Ms.

b) My = {z|]z = 3i] < 2}, Mp = {z||]z+3i] < 2}, Mz = {z]|z] < 3},
My = Mz N (My U M), Ms = M3\ (My U My) und Mg = Mz U (M U Mp)

¢) Mi ={z]|z=3|+ |2+ 3| <10}, My = {z|1 < |2| < 3}, M3 = {z]4 < |z| < 5},
My = My \ My, Ms = My UMs, Mg =M\ M3

Weiters gebe man an, ob es sich um Gebiete (und wenn ja um welche) handelt.

Die Mengen M; bis Mg aus a) sind im folgenden skizziert. Der Nullpunkt z = 0 ist zwar
ein Element von M5, nicht aber von Mjy.

a4 |

M und Ms sind beide konvexe Gebiete. M3 ist zusammenhéngend, aber kein Gebiet, weil
es nicht offen ist (Kreislinie |z| = 1). M4 ist zwar offen, aber nicht zusammenhéngend,
also ebenfalls kein Gebiet. Nimmt man, wie in M5, den Nullpunkt dazu, ist die Menge
zwar zusammenhingend (und z = 0 ist sogar ein Sternpunkt), aber dafiir ist sie nicht
mehr offen, Mjy ist also ebenfalls kein Gebiet. Dafiir ist Mg offen und zusammenhéngend,
also ein Gebiet, genauer sogar ein Sterngebiet mit dem Sternmittelpunkt z* = 0.

7. Man zeige, dass (C,+,-) tatsdchlich ein Korper ist.
8. Man zeige, dass C ein Vektorraum a) iber R, b) iiber C ist.

9. Man beweise die Identititen Z1z3 = Z1Z2, 21 + 20 = Z1 + 22, 2 = 2, |z122| = |21] |22| und
1=}

10. a) Es sei P(z) = ap + a1z + ... + anz™ ein Polynom mit reellen Koeffizienten ay. Man
beweise: Ist zy eine Nullstelle von P, so ist auch Zy eine Nullstelle. Welche Folgerungen
ergeben sich daraus?

b) P(z) = 2t + 23 — 522 + 2 — 6 hat die Nullstelle z; = +i. Man finde die dibrigen drei
Nullstellen des Polynoms.

11. Man zeige, dass das Finheitsquadrat Es = {z = = + iy |z,y € (0,1)} von der gleichen
Midchtigkeit ist wie das Einheitsintervall Ey = (0,1). (Hinweis: Man konstruiere eine
bijektive Abbildung E1 « Es).
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Kapitel 2

Komplexe Differenzierbarkeit

Wenn man mit komplexen Zahlen rechnet, dann ist es frither oder spdter naheliegend, auch
Funktionen f(z) zu betrachten, die von C wieder nach C abbilden: komplezwertige Funktionen
einer komplexen Variablen oder kurz (und etwas schlampig) komplexe Funktionen.

Die meisten elementaren Funktionen lassen sich ohne grifiere Schwierigkeiten ins Kompleze
tbertragen, auch wenn man dabei leider einige liebgewonnene Rechenregeln iber Bord werfen
muss. Wirklich interessant wird es aber, wenn man versucht, die Differenzierbarkeit fir solche
komplexen Funktionen zu definieren.

Es zeigt sich, dass die komplex differenzierbaren Funktionen besonders schone, ja teils er-
staunliche Figenschaften haben. Viele dieser Besonderheiten werden allerdings erst im Zusam-
menhang mit komplexen Kurvenintegralen sichtbar — Differenzierbarkeit und Kurvenintegrale
stellen demnach das Fundament der komplexen Analysis dar.

2.1 Allgemeines zu komplexen Funktionen

Eine komplexe Funktion ist eine Abbildung C — C, z — =z
w = f(z), man sagt auch, die z-Ebene wird in die w-Ebene
abgebildet (rechts fiir w = 22 dargestellt).

Etliche Eigenschaften komplexer Funktionen folgen schon
aus der allgemeinen Tatsache, dass man in den komplexen
Zahlen mittels d(z,w) = |z — w| einen Abstand erkldren
kann, C damit also ein metrischer Raum ist.

So 1afit sich etwa der Grenzwert einer Funktion definieren: G = lim,_,,, f(z), wenn fir alle
Folgen {z,} mit lim,, o 2, = 20 und z, # zo jeweils lim, .~ f(z,) = G ist. (Eine Folge {z,}
konvergiert iibrigens genau dann gegen zy, wenn z,, — xg und y, — yo geht.) Wie im Reellen
ist eine Funktion f stetig, wenn lim,_.,; f(2) = f(z0) ist.

Im Gegensatz zum reellen Fall y = f(z) lassen sich komplexe Funk- _
tionen leider nicht mehr so einfach in einem Graphen darstellen. Man 10
hat aber zum Beispiel noch die Moglichkeit, den Betrag |f(x,y)| als
Funktion von z und y zu plotten und das Argument (die Phase) &
durch die Farbe zu beriicksichtigen. Im den folgenden Darstellungen
entspricht Schwarz dem Wert Arg z = —m, fiir wachsende Argumente 0..--"~
wird die geplottete Flache immer heller und fiir Argz = 7 ist sie
weif. Rechts ist das fiir die Funktion f(z) = 22 gezeigt.
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Jede Funktion von z = x+iy 148t sich sowohl als Funktion der reellen, voneinander unabhéngigen

Variablen z und y als auch als Funktion der komplexen, voneinander abhingigen Gréfien z und

zZ = x — 1y schreiben. Je nach Anwendung mag eine der beiden Darstellungen giinstiger sein, der

Ubergang kann auf jeden Fall mit

Z+z Z—Z
5

erfolgen, oft lassen sich aber sogar noch einfachere Wege finden.

z=x4+1y, Z=1x—1y T =

Beispiel: Wir wollen die Funktion f = 2 +zy? auf die Argumente z und Z umschreiben. Dazu
erinnern wir uns an |z|?> = 2z = 22 + y? und erhalten:

z2+ 2z
2

1
f=dtay =a(@® +y))=0-22= 22:§(z22+222).

Beispiel: Auch in die andere Richtung funktioniert natiirlich das Umschreiben: Fiir f = 222

erhalten wir:
f=222=2-22=(z+iy)(a® +v*) = 23 + zy® + iz’y + iy>.

An dieser Stelle noch schnell eine Warnung. Weil die gleiche Funktion dargestellt wird,
verwendet man fiir f(z,y) und f(z,2) oft das gleiche Symbol, ndmlich f. Die funktionale
x-y-Abhéngigkeit von f ist aber im allgemeinen eine andere als die z-zZ-Abhéngigkeit, weshalb
es beim Anschreiben von Argumenten sicherer ist, verschiedene Symbole (z.B. f(z,y) und

f(z,2)) zu verwenden, um Mifiverstéindnissen vorzubeugen.

2.2 Exponential- und Winkelfunktionen

Einige elementare Funktionen wie Wurzeln und Potenzen tauchen schon bei der Beschéiftigung
mit komplexen Zahlen auf. Wir wollen nun darangehen, auch die Funktionen e*, sinx und cos z
ins Komplexe zu tibertragen. Am schnellsten geht das, indem man einfach die Potenzreihenent-
wicklung auf beliebig komplexe z verallgemeinert, man definiert also:

ZOO 1 ZOO (=" onp1 ZOO (=1)"
e = HZ SIin z = mz COS 2 = (2n) ' z (21)
n=0

Wie im Reellen definiert man weiters tan z = (S:g;'z und cot z = F=.

Spéter wird sich zeigen, dass diese Verallgemeinerung auf komplexe Argumente (die man
natiirlich auer mittels Potenzreihen auch auf anderen Wegen einfithren kann) die einzig mogliche
ist, wenn e, sin z und cos z auf C komplex differenzierbar sein sollen.

Im Gegensatz zum Reellen gibt es im Komplexen auch Zahlen z mit |sin z| > 1 oder | cos z| >
1 und die Exponentialfunktion kann auch negative Werte annehmen (aber weiterhin nicht Null

werden). Auf jeden Fall aber gelten die folgenden Funktionalgleichungen (fiir alle komplexen z,

w und alle reellen z, y):

e Wie auch im Reellen gilt e*T* = e . ¥, wie sich leicht durch Einsetzten in die Potenz-

reihendarstellung zeigen l&8t. Allerdings ist im allgemeinen (e*)" # e**. Ist w allerdings
eine ganze Zahl, so bleibt die aus dem Reellen bekannte Beziehung giiltig, (e*)" = e™*

14



e Es ist €”* = cos z + isin z, insbesondere ist e”¥ = cosy + isiny fiir reelle y. Daraus folgt
le| = cos?y +sin’y = 1.

e Mit den beiden oberen Eigenschaften folgt weiter e* = e+ = e%e® = e¢%(cosy + isiny).
Daraus ergibt sich unmittelbar: e*727 = 2. (e* ist 2mi-periodisch.)

e Klarerweise lassen sich auch die trigonometrischen Funktionen durch die Exponentialfunk-

tion darstellen: cos z = 3(e* + e7%) und sinz = £ (e’* — e7%).

e Wie im Reellen gelten die Additionstheoreme

cos(z & w) = cos z cos w F sin z sinw

sin(z + w) = sin z cosw = cos z sinw

e AufBlerdem ist nach wie vor cos(z + 27) = cos z und analog fiir Sinus, weiters cos(—z) =
cos(z) und sin(—z) = —sin(z), zudem gilt cos? z + sin? z = 1.

e Definiert man wie im Reellen die hyperbolischen Funktionen mit coshz = 1(e* 4+ e~%);

sinhz = %(ez — e %), so gilt coshiz = cosz und sinhiz = isin z sowie cosiz = cosh z und

siniz = isinh z. AuBerdem ist allgemein cosh? z — sinh? z = 1.

e Damit kann man die trigonometrischen Funktionen in Real- und Imaginérteil auftrennen,
man erhilt dabei (z = = + iy):

cos(z) = cosx coshy — isinzsinhy

sin(z) = sinx coshy + i cos xsinh y

Zum Abschluss kommen wir noch zur graphischen Darstellung der drei Funktionen; sie erfolgt
wie im ersten Abschnitt beschrieben:

2.3 Logarithmus, Arcus- und Areafunktionen

Die Exponentialfunkton bildet jeweils einen Streifen
{z=zx+w|lzeR, 2k - <y < (2k+1)r}

bijektiv in die komplexe Ebene ohne den Nullpunkt, C\ {0}, ab.
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Daher muss es fiir jeden dieser Streifen auch eine Umkehrfunktion geben, die wir mit z =
log;, w bezeichnen wollen. Fiir ¥ = 0 und w € R muss sie selbstverstéindlich mit dem reellen
(natiirlichen) Logarithmus In w iibereinstimmen. (Vorsicht: Den Index & 148t man in vielen Fillen
weg, z = logw, aber auch der reelle Zehnerlogarithmus wird — gerade in Schulbiichern — oft mit
log bezeichnet. Bitte die beiden nicht verwechseln.)

Wie man durch Einsetzen leicht {iberpriifen kann, gilt:

z = log,, w = In|w| + i arg;, w. (2.2)

Besonders wichtig ist dabei der Fall £ = 0, man spricht dann vom “Fundamentalstreifen {z =
rx+iy|lr € R,—m <y < w} und vom Hauptwert des Logarithmus, der meist mit einem grofien
L geschrieben wird:

z = Logw = In|w| + iArgw. (2.3)

Diese Funktion ist rechts dargestellt (man beachte, dass das Bild
gegeniiber den bisher gezeigten gedreht ist, um die Besonderheiten
des komplexen Logarithmus besser zu zeigen). Deutlich erkennbar
sind die Nullstelle bei w = 1 und der Pol (Singularitéit) bei w = 0.
Was noch zu sagen wiére: log, w ist fiir beliebige k£ auf R™ unstetig
und bei w = 0 nicht einmal definiert. Beliebige Logarithmen log;,
kann man iiber log, w = Logw + 2mik stets auf den Hauptwert
umschreiben.

.
MEaom s m

2

Few 2 5 1] T

Auch wenn der komplexe Logarithmus viele Eigenschaften des reellen In hat, so gelten doch
manche praktischen Zusammenhénge nicht mehr. So ist etwa im allgemeinen Log (zw) # Log z+
Logw. Ein derartiger Zusammenhang gilt nur mehr in abgeschwéchter Form: Es gibt namlich
stets ein k € Z, fiir das log(zw) = log z 4 log w + 27ik ist.

Die Mehrdeutigkeit des Logarithmus tibertréigt sich auch auf die allgemeine Potenzfunktion

2b = b losz, (2.4)

bLogz ;yisammen.

Nur wenn b eine ganze Zahl ist, wird z° eindeutig und fillt mit dem Hauptwert e
Fir b= % mit n € N gibt es nur n verschiedene Werte, die n-ten Wurzeln.
So wie zur Exponentialfunktion lassen sich natiirlich auch zu Winkel- und Hyperbelfunktio-

nen entsprechende Umkehrfunktionen finden. Allen diesen Funktionen ist gemeinsam, dass sie
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sich durch den Logarithmus ausdriicken lassen, also ebenfalls mehrdeutig sind:

z = arcsinw = —ilog (iw +v1-— w2> z = arccosw = —i log (w +vVw? — 1)

1+w

t—w

z = arsinhw = log <w +Vw? + 1) z = arcoshw = log (w + vVw? — 1)

_ _ i
z = arctanw = 5 log

z = arccotw = § log =% (2.5)

Nimmt man in diesen Ausdriicken jeweils den Hauptwert des Logarithmus und das positive
Vorzeichen, so erhilt man den jeweiligen Hauptwert, der ebenfalls mit einem grolen Anfangs-
buchstaben angedeutet wird, also z.B. Arcsinw = —i Log (iw + v'1 — w?).

2.4 Komplexe Differenzierbarkeit

Wir gehen nun daran, die Differenzierbarkeit auch fiir Funktionen C — C zu definieren. Wer
bereits mehr iiber Abbildungen R™ — R" weif}, mag sich wundern, was dabei iiberhaupt noch
zu tun bleibt. Da die komplexe Ebene dem R? entspricht, sind doch komplexwertige Funktionen
einer komplexen Variablen simple Abbildungen R? — R?, und fiir solche ist die Ableitung doch
bereits in der reellen Analysis mehrerer Variabler definiert worden.

Das stimmt natiirlich, aber um die Ableitung einer solchen Funktion zu charakterisieren
braucht man bereits eine 2 x 2-Matrix der partiellen Ableitungen. Oft hitte man aber gern die
Ableitung einer komplexen Funktion f an einem Punkt zy durch eine einzige Zahl f’(2g) cha-
rakterisiert — wie eben auch im Reellen. Um das zu erreichen, verschérft man die Anforderungen
an die komplexe Ableitung und definiert:

f'(20) = lim ——————=. (2.6)

Dabei kommen natiirlich alle Tiicken der Grenzwerte in mehreren Variablen zum Tragen. Auch
wenn eine Funktion (u(z,y),v(x,y)) reell durchaus total differenzierbar ist, muss deshalb die
Ableitung von f = u+iv im strengeren komplexen Sinne noch keineswegs existieren. Tatséchlich
werden durch diese Definition gerade jene Funktionen mit besonders schénen Eigenschaften
,herausgepickt®, und genau davon handelt die Disziplin der Funktionentheorie.

Beispiel: Wir untersuchen zuniichst die Funktion f(z) = 22. Im reellen Sinne sind beide
problemlos differenzierbar: (2 — 42, 2zy) macht als Abbildungen R? — R? nicht die geringsten
Probleme. Sehen wir uns die Sache aber einmal im Komplexen an (wir setzen dabei h = z — 2¢):

_ 2 .2 2 2 .2
lim fzo+h) = flzo) _ lim (o +h)" =2 _ Jim 202770 + A7 =2
h—0 h h—0 h h—0 h

= lim 2z + h = 229.
h—0

In diesem Beispiel, und das ist der springende Punkt, ist es vollig egal, aus welcher Richtung
die komplexe Variable h gegen Null (und damit z gegen zp) geht, der Grenzwert existiert also,
und wir erhalten wie im Reellen (22)' = 2z.

Es zeigt sich, dass die elementaren Funktionen (wie Polynome, e*, sin z, cos z, ... ) komplex dif-
ferenzierbar sind, und sich ihre Ableitungregeln Eins-zu-Eins aus dem Reellen iibertragen lassen.
(Lediglich bei Funktionen wie log z oder Wurzeln ist an manchen Punkten eine gewisse Vorsicht
geboten — man denke an Definitionsliicken und Unstetigkeitstellen). Ebenso bleiben Produkt-,
Ketten- und Quotientenregel giiltig, wie sich mittels Grenzwertbildung leicht nachweisen l&t.
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Nicht oder nur an einzelnen Punkten komplex differenzierbar sind hingegen Funktionen wie Z,
|z| oder Re z.

Beispiel: Sehen wir uns etwa g(z) = z an. Grenzwertbildung liefert:

. glzo+h)—g(z0) . z2o+h—-%z .. Zg+h—-%z .. h
hIIl :hmi: m —— = 11H1 —.
h—0 h h—0 h h—0 h h—0 h

Hier hiangt das Ergenis wesentlich davon ab, wie wir h ansetzen. Wahlen wir h reell, h = Az,
nihern uns also zy parallel zur reellen Achse, so erhalten wir:

. Az . Ax 1
im — = lim — =1.
Az—0 Az Az—0 Az h

=iy
Mit imagindrem h hingegen, h = iAy, folgt:

1Ay . —iAy N o h=Ax
Iim — = lim — = —1.

Ay—0 1Ay Ay—0 1Ay
Die beiden Werte sind unterschiedlich, die Ableitung existiert also nicht. Da der Punkt zy in

dieser Uberlegung véllig beliebig war, ist g(z) = Z fiir kein z € C komplex differenzierbar.

Am Ende dieses Abschnitts noch ein paar wesentliche Begriffe: Ist eine Funktion in einem Ge-
biet komplex differenzierbar, so nennt man sie dort holomorph (auch regulir oder analytisch).
Holomorphie, nicht blofl komplexe Differenzierbarkeit ist der zentrale Begriff in der Funktionen-
theorie. Eine Funktion, die nur in einzelnen Punkten komplex differenzierbar ist, ist nirgendwo
holomorph, und sie hat auch noch nicht die schonen Eigenschaften, die holomorphe Funktionen
gerade auszeichnen.

Manchmal spricht man allerdings auch von Holomorphie in einzelnen Punkten, /'ﬂ_x\\
das soll bedeuten: f ist in zp holomorph, wenn es eine (beliebig kleine) Umgebung o !
U:(zp) gibt, in der f holomorph ist. Eine auf ganz C holomorphe Funktion nennt 1\ L J,J
man iibrigens auch ganze Funktion. AN e

2.5 Die Cauchy-Riemann-Gleichungen

Wie man sich vorstellen kann, ist es sehr umsténdlich, fiir jede Funktion wieder neu zu iiber-
priifen, ob der Grenzwert in der Ableitungsdefinition existiert, um herauszufinden, ob und wo
sie nun komplex differenzierbar ist. Wir suchen also ein einfacheres Kriterium, um die komplexe
Differenzierbarkeit festzustellen.

Nun, zuerst einmal muss jede Funktion, die komplex differenzierbar ist, auch reell total
differenzierbar sein. Dies ist auf jeden Fall erfiillt, wenn sowohl Realteil u als auch Imaginérteil
v stetige erste Ableitungen nach 2z und y besitzen (C!'-Funktionen sind). Das allein geniigt aber
(wie schon erwéhnt) fiir komplexe Differenzierbarkeit nicht. Zusétzlich miissen némlich auch
noch die Cauchy-Riemann-Gleichungen
ou  Ov ou ov

erfiillt sein. Unter diesen beiden Voraussetzungen ist eine Funktion komplex differenzierbar, und
umgekehrt erfiillt jede komplex differenzierbare Funktion die beiden Bedingungen (reell total
differenzierbar, Cauchy-Riemann-Gleichungen).
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Beispiel: Die Funktion f(z) = e* = e¥ cosy + ie” siny ist in ganz C holomorph, denn sowohl
u(z,y) = e* cosy als auch v(x,y) = e siny besitzen stetige Ableitungen nach x und y, aulerdem
erfiillen sie die Cauchy-Riemann-Gleichungen:

ou ov ou . ov
— =e€“cosy = — = —e’siny = ——

Ox oy Ay

Fiir g(z) = Re z sind zwar sowohl Real- als auch Imaginérteil stetig differenzierbar (u(zx,y) = «,

v(x,y) = 0), man erhilt aber

ou v
g =1 F0= 5,

Die Funktion g = Re z ist also nirgends in C differenzierbar.

Warum miissen aber iiberhaupt die Cauchy-Riemann-Gleichungen gelten? Dazu betrachten wir
(zur Erinnerung: 1 = —i):

G dderw) _ gor _ of _ ou
dz dz Oz dz Oz ox ox Ox
¢ _ _doe+iy _ _dfox _ _Of _ Ov_ Ou
dz dz Oy dz Oy y oy dy

Da sowohl u als auch v rein reell sind, erhalten wir durch Vergleich von Real- und Imaginérteil
die gesuchten Relationen. Sozusagen als Nebenprodukt ergeben sich aber auch noch praktische
Formeln zur Bestimmung der Ableitung:

_ Ou  0Ov

Ou  ,0v _Ov . Ou
- Oz lax

fl(2) = o~ —iq- (2.8)

f/(Z) - 8y Zay

Benutzt man nun die Cauchy-Riemann-Gleichungen, so kann man das auch in der Form

Floy =220 pe

_Ov  Ov
- Oz Z@y

= — — 2.
8y+Z8x (2.9)

schreiben. Es ist also bereits moglich, die Ableitung einer komplexen Funktion zu bestimmen,
wenn man nur ihren Real- oder Imaginérteil kennt. Der Frage, wie weit sich Real- und Ima-
ginérteil gegenseitig festlegen, wollen wir im Abschnitt {iber harmonische Funktionen weiter
nachgehen.

2.6 Die Wirtinger-Operatoren

Zusammen mit der reell totalen Differenzierbarkeit stellen die Cauchy-Riemann-Gleichungen be-
reits ein sehr elegantes und praktisches Kriterium dar, um die komplexe Differenzierbarkeit einer
Funktion zu iiberpriifen. Die beiden Differentialgleichungen kénnen aber noch so umformuliert
werden, dass man meist auf einen Blick sieht, ob eine Funktion nun eine komplexe Ableitung
besitzt oder nicht.

Dazu definiert man die beiden Wirtinger-Operatoren

0 1/0 .0 0 170 .0



Es sieht dabei so aus, als wiren % und % gerade verkehrt herum benannt worden. Das hat
aber so schon seine Richtigkeit. Wie ndmlich die Schreibweise schon andeutet, wirken die beiden
Operatoren genau wie partielle Ableitungen nach z bzw. z. Die Linearitidt der Ableitung bleibt
ebenso wie die Produktregel Eins-zu-Eins erhalten; die einzige Komplikation ergibt sich bei der

Kettenregel: Ist ndmlich h(z) = g(w(z)), so gilt fiir die Wirtinger-Ableitungen

he = gulw(=))ws + go(w(z)) @,
h: = gw(w(z))ws + ga(w(z)) ws

Hat man also eine Funktion in der Form f(z,z) vorliegen, so kann man sie einfach nach
z partiell ableiten, wobei man Zz als konstant ansieht und umgekehrt - die beiden Operatoren
sind gerade so konstruiert, dass dies gilt, auch wenn z und Zz natiirlich in Wirklichkeit nicht
voneinander unabhéngig sind. Das eigentlich Entscheidende am Wirtinger-Kalkiil ist aber, dass
fiir eine komplexe Funktion f(z) tiberall dort, wo sie differenzierbar ist, gilt:

of _, of _df

g A 2.11
0z 0z dz (2.11)
Die Cauchy-Riemann-Gleichungen nehmen im Wirtinger-Kalkiil also einfach die Form % =

an. Das erleichtert uns das Leben natiirlich noch einmal betréchtlich: Wollen wir die komplexe
Differenzierbarkeit iiberpriifen, miissen wir jetzt nur mehr:

1. Die Funktion in der Form f(z,Z) anschreiben (zur Not mit Hilfe von z = (2 + 2) und
1 —
y=5(z-2)

2. Sie nach z partiell ableiten. Wo diese Ableitung Null ist, dort ist f differenzierbar (reell
totale Differenzierbarkeit vorausgesetzt).

3. Die Ableitung an diesen Stellen erhdlt man dann einfach durch partielles Differenzieren
nach z.

Beispiel: Wir iiberpriifen die Funktionen fi(z) = 23, fo(z) = 22 — 2izy — %, f3(z) = |2| und
fa(z) = Re z auf komplexe Differenzierbarkeit:

e f1 enthilt keinen Term mit z, also ist % = 0, die Funktion ist {iberall komplex differen-

zierbar, und ihre Ableitung lautet fi(z) = % = 322,

e Entweder durch Einsetzen oder sofort durch Hinsehen erkennt man, dass fa(z) = 22 —
2ixy —y? = (x — iy)? = 22 ist. Man erhilt also % = 2z, die Funktion kann nur fiir 2 = 0

komplex differenzierbar sein (und hat dort die Ableitung Null).

e Den Betrag kann man einfach in Terme von z und z umschreiben: f3(z) = |z| = v/zz. Die

Ableitung nach z ist also % =3 \jﬁ = %é‘, und dieser Ausdruck wird fiir z # 0 sicher nie

Null. Die Funktion ist also fiir kein z € C\ {0} komplex differenzierbar (den Nullpunkt
miisste man allerdings noch genauer untersuchen).

e Ebenso umschreiben kann man f4(2) = Rez = 2 = 3(z + z). Die partielle Ableitung

Ofa — 1
s

nach z ergibt %= = 5 # 0, wie schon frither festgestellt ist Re z also nirgends komplex

differenzierbar.
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Als Faustregel kann man sich also merken, dass immer dann Vorsicht geboten ist, wenn irgendwo
Z auftaucht (kann auch in |z|, Rez oder Imz ,versteckt“ sein) — meist wird dann komplexe
Differenzierbarkeit (wenn iiberhaupt) nur an wenigen Punkten vorliegen.

Auf die reell totale Differenzierbarkeit ist natiirlich auch beim Arbeiten mit den Wirtinger-Operatoren weiter zu
achten. So kommt etwa in f(z) = ij kein Z vor, die Funktion ist aber im Punkt z = z¢ nicht einmal definiert,

also auch nur auf C\ {z0} komplex differenzierbar.
Das Wirtinger-Kalkiil spielt in der Funktionentheorie einer komplexen Variablen eher nur eine Nebenrolle;
wirkliche Bedeutung erlangt er vor allem im Fachgebiet Funktionentheorie mehrerer Variablen.

2.7 Einige Eigenschaften holomorpher Funktionen

Die meisten Besonderheiten der holomorphen Funktionen werden erst im Zusammenhang mit
komplexen Kurvenintegralen sichtbar. Einige Eigenschaften kénnen wir aber auch hier schon
vorstellen:

e [st eine Funktion einmal komplex differenzierbar, so existieren auch die Ableitungen be-
liebig hoher Ordnung.

e Seien f und g zwei auf einem Gebiet G holomorphe Funktionen, und es sei f(z) = g(z) auf
einer Menge, die zumindest einen Haufungspunkt hat (z.B. einer Kurve). Dann stimmen
f und g auf ganz G iiberein. (Identitdtssatz fiir holomorphe Funktionen.)

e Wenn die Funktion f(z) auf einem Gebiet G holomorph und weiters stetig auf dem Ab-

schluss G ist, dann nimmt sie ihr Betragsmaximum am Rand an. (Es kann also keine
echten lokalen Betragsmaxima im Inneren geben.)

e Wenn eine Funktion beschrénkt (|f(z)| < M Vz € C) und holomorph auf ganz C ist, dann
ist sie konstant. (Satz von Liouville)

Mit Hilfe dieser Sétze lassen sich beispielsweise viele Funktionalgleichungen der elementaren
Funktionen leicht beweisen. So kann man etwa zeigen, dass die Identitit sin? z + cos? z = 1 auch
fiir beliebige komplexe z gelten muss. Die Funktion f(z) := sin? z + cos? z — 1 ist ja auf ganz C
holomorph und auf der reellen Achse gilt f(x) = 0. Also ist nach dem Identitétssatz f(z) = 0
fiir alle komplexen z, und damit gilt die Identitét sin® z 4+ cos? z = 1 in ganz C.

Die Identitdtssatz sagt weiter auch, dass man die reellen Funktionen e*, sin z usw. nur auf
eine Art holomorph nach ganz C fortsetzen kann.

2.8 Harmonische Funktionen

Fiir eine holomorphe Funktion gelten ja bekanntlich die Cauchy-Riemann-Gleichungen %Z = g—z

und %Z = —g—g. Wenden wir nun den Laplace-Operator A = 8‘9—;2 + 68—;2 auf den Realteil einer
solchen Funktion an, so erhalten wir

0 (0Ou 0 (Ou 0 (0ov 0 ov v 0%
Oz \ Oz 0y \ Jy Oz \ Jy oy Oz Oxdy Oxdy
und ebenso gilt auch fiir den Imaginirteil Av = 0. Solche Funktionen &, die die Laplace-

Gleichung A® = 0 erfiillen, nennt man harmonisch. Real- und Imaginéirteil jeder holomorphen
Funktion sind also harmonisch.
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Auf Sterngebieten gilt aber sogar: Ist u(z,y) eine harmonische Funktion, so 148t sich stets eine
weitere harmonische Funktion v(z,y) finden, so dass f(z) = u(z,y) + iv(x,y) holomorph ist.
Diese harmonisch konjugierte Funktion ist bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt.

Aus den Cauchy-Riemann-Gleichungen folgt noch ein weiterer wichtiger Zusammenhang
zwischen Real- und Imaginérteil einer holomorphen Funktion. Dazu untersuchen wir die Kur-
venscharen u(z,y) = a = const und v(x,y) = [ = const. Fiir eine implizit gegebene Kurve

F(z,y)=const erhdlt man durch implizites Differenzieren %—5 + %—5% = 0 und damit fir die
Steigung

dy  OF/0x

dv  OF/oy’

Bilden wir nun das Produkt der Steigungen von u(z,y) = « und v(z,y) =  und verwenden
wieder die Cauchy-Riemann-Gleichungen, so erhalten wir:

Ou/0xr Ov/0x  Ou/dx Ov/dr .

du/dy v/dy  —ov/dx Oufdx
Fiir eine holomorphe Funktion f(z) = u(x, y)+iv(x,y) sind also die Kur-
venscharen u(z,y) = a und v(z,y) = [ in jedem Punkt orthogonal (im
Bild rechts fiir f(z) = ¢* und Im z > 0 gezeigt). Diese Eigenschaft wird in
Physik und Elektrotechnik gerne ausgenutzt: Bekanntlich stehen ja (et-
wa fiir das elektrische Feld) Aquipotentiallinien und Feldlinien normal
aufeinander, das Potential muss zudem (in ladungsfreien Bereichen) die
Laplace-Gleichung erfiillen. Identifiziert man nun z.B. den Realteil von
f(z) mit dem Potential und den Imaginérteil mit dem Feldlinienverlauf, L
so beschreibt jedes holomorphe f eine spezielle Potentialkonfiguration
mit den dazugehorigen Feldlinien.

i = const

Wie berechnet man nun aber zu einem gegebenen u(z,y) die konjugiert harmonische Partner-
funktion v? Ein denkbarer Weg wire, einfach die Cauchy-Riemann-Gleichungen zu integrieren.
Die Gleichungen % = % und % = —% kénnen wir ja auch in Integralform

y Y z

ou ou
v—/axdy und v——/aydw

schreiben. Dabei ist aber zu beachten, dass die Integrations,konstante® jeweils noch von der
Variablen, iiber die nicht integriert wird, abhédngen kann. Erst durch Vergleich der beiden Aus-
driicke erhélt man also das vollstandige v(z,y).

Beispiel: Wir wollen zu u(z,y) = 22 — y? die konjugiert harmonische Funktion bestimmen.
Dabei sollten wir zuerst einmal {iberpriifen, ob u iiberhaupt selbst harmonisch ist:

O 0 _

Diese Voraussetzung ist auf jeden Fall einmal erfiillt. Integration der Cauchy-Riemann-
Gleichungen liefert:
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v o= gudy—/Qa:dy:%y—i-cb(x)
vo= g;bdx——/(—Zy)da::%y—i-w(y)

In diesem Fall ist ¢(x) = ¥(y) = C eine Konstante, die man (wenn
nicht anders gefordert) auch Null setzen kann, und man erhéilt:
v(z,y) = 2xy. Die Funktion f lautet also f(z) = 22 + 2ixy —y? =
(z + iy)? = z2. Die orthogonalen Kurvenscharen fiir konstante

Real- und Imagmartelle sind die rechts dargestellten Hyperbeln.
Beispiel: Nun untersuchen wir u(x,y) = 2xy — x + y. Auch diese Funktion ist harmonisch, und

wir erhalten durch Integration der Cauchy-Riemann-Gleichungen:

v = /%dy—/(Qy—l)dy—yz—er(b(x)

v — a“dx__/(2x+1)dm——x2—w+¢(y)

dy
In diesem Fall ist also ¢(x) = —2? — 2 + C und ¢(y) = y?> — y + C, wobei C eine beliebige reelle
Konstante ist. Setzen wir diese gleich Null, erhalten wir: v(z,y) = y? — 22 — y — x. Die gesamte
Funktion lautet also

flz) = u+iv:2my—x—|—y+i(y2—m2—y—x)
= —i(z? 4+ 2izy —9?) — (L+ i) (z+1y) = —iz? — (1 + i)z

Dieses Umschreiben in z ist gleichzeitig auch eine Kontrollrechnung. Hat man richtig gerechnet,
diirfen sich keine Terme mit z ergeben.

Neben dieser (hoffentlich) intuitiv einsichtigen Methode gibt es aber noch eine zweite, ein
wenig raffiniertere, die auf dem Identitatssatz fiir holomorphe Funktionen beruht:

Fiir die Ableitung einer Funktion f = u + iv gilt ja: f'(z) = gg (x,y) — i%(m,y). Das muss
natiirlich auch fiir reelle  aus einem bestimmten Intervall stimmen, f'(z = z) = g—g(:c,O) -

zay “(z,0). Wir definieren nun fiir unser (auf einem Gebiet G gegebenes) u(x,y) die Funktion

a(x) = gg (x,0) — ig—g(x,O). Wenn a(z) holomorph ist, dann muss auf ganz G immer a(z) =

f'(z) gelten. Man muss also in a(x) nur x durch z ersetzen und die Funktion integrieren (also
ein Stammfunktion aufsuchen), wobei die Integrationskonstante so zu wihlen ist, dass Re f
tatséchlich gleich wu ist.

Klingt kompliziert? In der praktischen Anwendung wird es hoffentlich schnell klarer werden.

Beispiel: Wir bestimmen mit dieser neuen Methode noch einmal jene holomorphe Funktion,
deren Realteil u(z, y) = 2% —y? ist. Es ist ja §% (x y) = 2z und 8“ (a: y) = —2y, also ergibt sich:
a(z) = gg(:z: 0) — ( ,0) = 2.

Diese Funktlon muss fiir reelle z = x mit der Ableitungen von f {ibereinstimmen, also ist
f'(2) = 2z, und durch Integration erhilt man f(z) = 22+C, wobei die Konstante C nur imaginir
sein darf, um u nicht zu verdndern. Meist wird man C' = 0 setzen.
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Welche Methode einem lieber ist, bleibt natiirlich jedem selbst {iberlassen. Je nachdem, ob man
sich fiir die Partnerfunktion v(x, y) oder fiir das holomorphe f(z) interessiert, fithrt im ersten Fall
meist die Integration der Cauchy-Riemann-Gleichungen, im zweiten die auf dem Identitéitssatz
beruhende Methode schneller zum Ziel.

2.9 Ubungsaufgaben

1. Man verifiziere die Relation €** = cosz + isinz fiir die kompleve Zahl z = T + 1.

Wir berechnen

elmHi) = mldim — -lgin I(cosm+isinm) = -1
. . : -1
cos(m+1i) = cosw coshl —isin7 sinh1 = —e“'%
) . . . : e—e—1
sin(m +i) = sinm coshl+icosm sinhl = —i%=
Nun erhalten wir erwartungsgemaf
- 1 —1 1_ -1 . .
cosztising =&t p e = 1 ilrti)

die Formel ist zumindest in diesem Fall also richtig.

2. Man berechne
Re (e(zg)> und Im (6(23)>

fiir z = x + iy und damit speziell fiir zy = /7 + /.

3. Man berechne Log zy, fiir die unten gegebenen komplexen Zahlen z1, zo und z3 = 21 - 22.
a) 21 =1, z2 = V2 + V21, b) z1=1—3i, zp=—-1—-+3i
und ¢) z1 =1 —1i und zo = 3i. Gilt dabei Log (21 - z2) = Log 21 + Log 22?7

|Zl|:1, Argz = UHdLOg21:In1+ig:¢
|22| = 2, Argzo = 7 und Log zp = In2 4 i}
23] = |21] - [22] = 2, arg z3 = Arg 21 + Arg zp = 2T = Arg z3 und Log z3 = In2 4 i3]

INEINTE]
NE

In diesem Fall ist tatsdchlich Log (21 - z2) = Log z1 4+ Log z2. Das wiirde nicht mehr gelten,
wenn Argz, + Argzo ¢ (—m, 7|, die Summe der Argumente also kein Hauptwert mehr

ware.
4. Man tberpriife, ob die Grenzwerte a) lim,_,1 %, b) limzﬁof und c¢) lim,_,; 212—;1
existieren und berechne sie gegebenenfalls.
Der erste Fall ergibt:
i 2 -1 . (1+Az)?%-1 . 1+2Az+(A2)?2 -1 lim A 2+ Az
11 = llm —— = lim = lim Az =
2—1 z+2 Az—0 1+ Az+2 Az—0 3+ Az Az—0 3+ Az ’

unabhéngig davon, auf welchem Weg Az gegen Null geht. Der Grenzwert existiert also
und ist gleich Null.
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5. Man zeige anhand der Cauchy-Riemann-Gleichungen, dass

a) f(z) =cosz, b)f(z)=22+(1+i)z—1, ¢) f(z)=en?
auf ganz C holomorph ist.

a) Zuerst iiberpriifen wir, ob Real- und Imaginirteil reell total differenzierbar sind, das
gilt sicher, wenn sie stetige erste partielle Ableitungen haben.

u(z,y) = Re f(z) = coszcoshy € C* v(z,y) =Im f(2) = —sinzsinhy € C!

Dieser Teil wire also erledigt. Nun testen wir die Cauchy-Riemann-Gleichungen:

8—u——sin:pcosh —@ @ cos x sinh —@
or v= dy oy Y= "o

Es handelt sich also tatséchlich um eine ganze Funktion.

6. Man dberprife mit Hilfe der Wirtinger-Operatoren, wo auf der Menge M die folgenden
Funktionen komplex differenzierbar bzw. wo sie holomorph sind:

5

a) f(z) = ffu in M = C\ {0}
b) f(z) = 23 in M =C\ {0}
¢) f(z) = el =32 i M = C

Unsere Funktion in a) kénnen wir mittels |z|> = 22 anschreiben als

5 3

z z 3_-2
)= ———=—=2"Z

Fiir die Wirtinger-Ableitung nach Z erhalten wir:

of _ 35-3 _ 25

9, 27

0z ‘
Fiir z # 0 kann das nicht Null werden. Die Funktion f ist demnach in M nirgends dif-
ferenzierbar, also natiirlich auch nirgendwo holomorph. Aber auch eine Funktion, die an

einzelnen Punkten oder entlang einer Kurve differenzierbar ist, ist dort noch nicht holo-
morph.

7. Man zeige, dass f(z) = Imz fir kein z € C komplex differenzierbar ist, indem man a) die
entsprechenden Grenzwerte bilde, b) die Cauchy-Riemann-Gleichungen tiberprife und c)
die Wirtinger-Operatoren verwende.

8. Man zeige, dass die folgenden Funktionen w(x,y) harmonisch sind und berechne die kon-
Jugiert harmonische Funktionen v(zx,y) sowie f(z) = u + iv. (Die Integrationskonstante
darf dabei Null gesetzt werden.)

a) u(z,y) =2x(1 —y), b) u(z,y) = 2? — y* — 22y — 3z + 3y, ¢) u(z,y) = 23y — zy?

Ausmultiplizieren liefert u(z,y) = 2z —2xy. Damit erhalten wir g—g =22y, g; 0, g;

—2x, 2 8 &% =0, also ist Au = 8?”5 + ‘giy;‘ = 0. Zur Bestimmung der konjugiert harmonischen
Funktlon konnen wir entweder mit Integration der Cauchy-Riemann-Gleichungen oder aber
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10.

11.

12.
13.

1.
15.

16.

17.

mit dem Identitétssatz arbeiten: Die erste Variante ergibt v = [(2—2y) dy = 2y—y*+¢(x)
und v = [ 2xdx = 2? + 1 (y). Der Vergleich zeigt:

v(z,y) = 2" —y* + 2y + C,
wobei wir hier C = 0 setzen. Fiir die holomorphe Funktion f erhalten wir

f(2) = ulz,y)+iv(z,y) = 2z — 2xy + ix® — iy? + 24y

i(2? + 2izy — y?) + 2(x + iy) = iz + 2z.
Gegeben ist die Funktion u(z,y) = €3 cos(ay). Man bestimme a € RY so, dass u(x,y)
harmonisch ist. Dann ermittle man die harmonisch konjugierte Funktion v(x,y) sowie
jene holomorphe Funktion f, fir die gilt: Re f = u und f(0) =1+ 4.

Man verifiziere fiir die Funktion f(z) = 22, dass die Kurven Re f = a und Im f = 3 im
Punkt zg = 2 4 ¢ orthogonal sind.

Wir erhalten f(z) = 22 = (z +iy)? = 2 + 2izy — y?, also Re f = 22 —y? und Im f = 2zy.
Im Punkt 2y = 2+ erhalten wir fiir Re f = const die Kurve 22 —y? = 3, also v, = V22 — 3.

Thre Steigung betrigt v, (2) = xﬁ_g »—o = 2. Analog ergibt die Bedingung Im f = const
2 1

die Kurve 2zy = 4, also y, = % In diesem Fall ist die Steigung vy, (2) = = —3

T 22 lz=2 2

Das Produkt der beiden Steigungen ist y/,,(2) - y,(2) = —1, die beiden Kurven sind also
tatséchlich orthogonal.

Man finde ein Beispiel dafiir, dass die Aussage des Identititssatzes nicht mehr zwingend
gilt, wenn zwei Funktionen auf einer Menge M von unendlich vielen Punkten tibereinstim-
men, M aber keinen Hdufungspunkt hat.

Man beweise die Formel €* = cos z+isin z durch Einsetzen in die Potenzreihendefinition.
Man beweise e®-e® = et mit Hilfe der Potenzreihendefinition (Hinweis: Cauchy-Produkt).

Man zeige, dass Logz an der Stelle z = —1 unstetig ist.

f<z>:{§|54 e

Sind fiir die Funktion

0 z2z=0

im Punkt zo = 0 die Cauchy-Riemann-Gleichungen erfillt? (Hinweis: Man ermittle zuerst
u(z,0), v(x,0), u(z,0) und u(0,y) und berechne daraus die partiellen Ableitungen.) Ist f
in zo = 0 komplex differenzierbar?

a) Gibt es eine Funktion f(z) mit der Eigenschaft

1 1
f<>: firn=2,3,4,...,

n 1-1
n

die a) auf |z| < 1, b) auf ganz C holomorph ist?

Mit dem Satz von Liouville (eine auf ganz C holomorphe beschrinkte Funktion ist konstant)
beweise man, dass jedes Polynom P(z) vom Grad n > 1 mindestens eine Nullstelle hat.
(Hinweis: Man betrachte %}
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Kapitel 3

Komplexe Kurvenintegrale

Wir kommen nun zu den Kurvenintegralen, also allgemein Integralen tiber beliebige Wege in der
komplexen Ebene. Das geht natirlich nicht auf einen Schlag: Bevor wir die allgemeinen Kurven-
integrale angehen kinnen, befassen wir uns vorerst einmal mit Integralen tber komplezwertige
Funktionen sowie Kurven im Komplexen.

Damit erhalten wird die Bausteine, um echte Kurvenintegrale zu berechnen — und wie im
Reellen wird es uns ein wichtiges Anliegen sein festzustellen, wann ein solches Integral wegun-
abhdngig ist. Aussagen dariber, wann das tatsichlich der Fall ist, macht der wohl wesentlichste
Satz der Funktionentheorie tberhaupt, der Cauchysche Integralsatz.

Es wird sich zeigen, dass das entscheidende Kriterium (neben bestimmten Anforderungen
an das Gebiet, in dem die Kurve verliuft) die Holomorphie sein wird, und im Gegenzug zeigen
holomorphe Funktionen ganz erstaunliche FEigenschaften, die etwa im Zusammenhang mit der
Cauchyschen Integralformel sichtbar werden.

3.1 Komplexwertige Funktionen mit reellem Argument

Der Weg zu unserem letztendlichen Ziel, die Integralrechung im Komplexen einzufiihren, wird
iiber mehrere Etappen laufen, und die erste davon bekommen wir mit der reellen Integralrechung
beinahe ,,geschenkt“. Zu Beginn betrachten wir ndmlich erst einmal Funktionen, die zwar in die
komplexen Zahlen abbilden, als Argument aber nur eine reelle Variable haben, also Funktionen
der Form f(t) = u(t) 4+ iv(t) mit t € R.

Integrieren ist ja eine lineare Operation, fiir beliebige Funktionen f und g gilt also f;(a f+

Bg)dx = « f;’ fdx + 0 f; gdx, und das soll nun auch so sein, wenn die Konstanten o und (3
komplex sind. Wir erhalten aus dieser Forderung das wesentliche Ergebnis:
b b b b
/ (1) dt :/ (u(t) + iv(#))dt :/ u(t) dt —i—i/ ot) dt. (3.1)
a a a a
Dabei sind nur mehr zwei reelle Integrale zu berechnen. Doch selbst damit macht man sich
das Leben noch schwerer als notwendig. Geht man némlich einmal von der obigen Definition
aus, so lassen sich (aufgrund der Linearitdt der Integration) beliebige Integrale ff f(t) dt auch

fiir komplexwertige Funktionen berechnen wie ,,gewthnliche® reelle Integrale, und dass dort
irgendwelche komplexen Zahlen auftauchen, sollte einen iiberhaupt nicht stéren.
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Wie sich leicht nachpriifen 148t, gelten fiir Integrale {iber Funktionen R — C né&mlich die folgen-
den Rechenregeln (die ersten vier lauten wie im Reellen):

/ab<f+9)(t>dfZ/abf(t)dwr/:g(t)dt /abcf(t)dt:c/abf(t)dt

/abf(t)dtJr/bCf(t)dt:/acf(t)dt /abf(t)dt:—/baf(t)dt (3.2)
re [ swa= ["res tn [ = [ soa

Vor allem aber gilt nach wie vor der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung: Ist F'

eine Stammfunktion von f, also % = f(t), so ist

b
/ f(t)dt = F(b) — F(a), (3.3)

und alle Stammfunktionen unterscheiden sich nur um jeweils eine Konstante. Der Beweis dafiir
folgt sofort aus der reellen Analysis, wenn man Real- und Imaginérteil getrennt betrachtet. Aus
diesem Grund wird man komplexe Integrale meist genauso berechnen wie ihre reellen Verwand-
ten: durch Aufsuchen einer Stammfuktion.

Der Vollstandigkeit halber sei noch gesagt, dass nach wie vor die Abschitzung

[ o o< | L) de (3.4

gilt, wie sich mit ein wenig mehr Aufwand leicht zeigen 1483t. Insgesamt gibt es also keinen Grund,
Angst vor komplexen Integralen zu haben — zumindest nicht mehr als vor reellen, die natiirlich
auch so ihre Tiicken haben kénnen.

Beispiel: Wir berechnen zum Eingewohnen einmal das Integral fow et dt. Durch Auftrennen in

Real- und Imaginérteil erhalten wir:

/e”dt:/ (costJrisint)dt:/ costdt+i/ sintdt =0+1i-2 = 2i.
0 0 0 0

Noch einfacher erhélt man das gleiche Ergebnis aber mit

/Weitdtzl.e”ﬂ:e —° 9
0 7 0 7
Beispiel: Auch Polynome machen natiirlich keine Probleme:
1 3 2 1 .
t t 1 144 5 9
A+t —>5i)dt==4+Q+i)——bit)| == _5i=2_2
/0( +(1+14) i) <3+( +Z)2 l)o 3t 1= 5t

Allgemein koénnen bei solchen Integralen natiirlich sémtliche schon aus der reelle Analysis be-
kannten Tricks (wie etwa Partialbruchzerlegung oder partielle Integration) zur Anwendung kom-
men. Auch Substitionen sind erlaubt, allerdings sollte man bei ihnen darauf auchten, dass man
nicht versehentlich die reelle Achse verliafit — sonst hat man némlich bereits ein echtes Kurven-
integral vorliegen.
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3.2 Wege in der komplexen Ebene

Im ersten Abschnitt haben wir uns mit Integralen iiber komplexwertige Funk-
tionen beschéftigt, die nur von einer reellen Variablen abhidngen. Wéahrend

.,-/"'F?-FF.
man in R aber notgedrungen nur entlang von Intervallen integrieren kann,
[

stehen in der komplexen Ebene beliebige Wege zur Verfiigung (so wie sie etwa
rechts dargestellt sind). Teile der reellen Achse sind also nur ganz spezielle \
Integrationskurven, wenn auch sehr wichtige — wir werden némlich allgemeine
Kurvenintegrale beim Ausrechnenen meist auf diesen Fall zuriickfiihren.

Zunéchst miissen wir aber wissen, wie wir solche Kurven oder Wege iiberhaupt beschreiben
sollen. Die beste Moglichkeit dazu ist eine Parameterdarstellung der Art C': z(t) = x(t) + iv(t)
mit einem reellen Parameter t. Um Komplikationen aus dem Weg zu gehen, lassen wir nur solche
Funktionen z(t) und y(¢) zu, die zumindest stiickweise stetig differenzierbar sind — bosartige
Dinge wie etwa die beriihmt-beriichtigte Schneeflockenkurve lassen wir also beiseite.

Auch wenn sich in Parameterdarstellung fast beliebige Kurven beschreiben lassen, verwendet
man in der Praxis doch vor allem zwei Arten, nimlich Kreise und Geraden. Diese lassen sich
einfach parametrisieren; nebenbei nimmt auch die Schwierigkeit der Integrale, die man erhilt,
im allgemeinen mit der Komplexitdt der Kurve zu.

Fiir einen mathematisch positiv (das heiit gegen den Uhrzeigersinn) durch-
laufenen Kreis mit Mittelpunkt zgp und Radius rg erhélt man beispielsweise

2(t) = 2o + roe’ t € [0,2m]. \ Zn

R\ =

Ein Geradenstiick mit Anfangspunkt z4 und Endpunkt zg ergibt sich mit

2(t) = za+ (25 — z4)t t €[0,1].

Besonders angenehm sind natiirlich Geraden parallel zur reellen oder imaginéren Achse (z(t) =
2o +t oder z(t) = zp + it mit einem geeigneten ¢-Intervall).

Beispiel: Aus diesen Elementen kénnen wir nun auch wieder kompliziertere Kurven zusam-
mensetzen. So suchen wir jetzt eine Parametrisierung fiir die beiden im folgenden dargestellten
Kurven C; und Cs.

Hier ist es sinnvoll, den Weg in mehrere Stiicke zu zerlegen. Der erste
Teil von (] ist ein Geradenstiick, das wir mit C1; : 2(t) = —2 — 2i +
it, t € [0,3] anschreiben kénnen. Es folgt ein negativ durchlaufener )
Viertelkreis Cy : 2(t) = —1+i+e”, t € [r, Z], wieder ein Geradenstiick [ >
Ciz: 2(t) = =1+ 2i+t, t € [0,1] und zum Abschluss ein Halbkreis

Cr: 2(t) =i+ e, t €[5, —1]. T ] |
Analog erhilt man fiir Co: Cop : 2(t) = 3+ 3i+ (=1 — 3i)t, t € [0,1], h
Coo : 2(t) = 2—it, t € [0,1], Cog = 2(t) = 1—i+e", t e0,-3]
Cos:2(t)=1—-2i—t, t €[0,1] und Cos : 2(t) = —i + €, t € [-F, —7].

Die Notation ¢ € [a,b] mit a > b mag etwas ungewohnt sein, ¢ = a...b wire eine vielleicht naheliegendere

Schreibweise. Wichtig ist nur, dass man weif}, was gemeint ist, ndmlich dass der Parameter von a nach b lauft.
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An sich gébe es iiber Kurven natiirlich einiges zu sagen, das meiste davon ist aber analog zum
reellen Fall. So muss man etwa zwischen einer Kurve C : z(t) selbst und ihrem Bild C* = {z €
Clz = z(t),t € [a,b]} unterscheiden. Im ersten Fall hat man es mit einer Funktion R — C zu
tun, im zweiten mit einer Punktmenge C C.

Die gleiche Kurve kann verschieden parametrisiert werden, so stellen z(t) = e, ¢t € [0, 7]
und z(t) = e**, ¢ € [0, Z] natiirlich die gleiche Kurve dar. Durchlduft man eine Kurve C' in der
anderen Richtung (¢ € [a,b] — t € [b,a]), so schreibt man dafiir oft —C (oder auch C~'). Das
Bild der Kurve éndert sich bei Umkehrung des Durchlaufungssinns nicht.

Mit anderen Eigenschaften von Kurven werden wir es noch in den néchsten Abschnitten
zu tun bekommen, denn jetzt haben wir alle Werkzeuge in der Hand, um uns erfolgreich mit
komplexen Kurvenintegralen zu befassen.

3.3 Kurvenintegrale

Nun sind wir also bereit, Integrale iiber beliebige Funktionen und beliebige Kurven im Komple-
xen zu berechnen — im Prinzip zumindest, denn in der Praxis sind analytisch l6sbare Integrale ja
leider eher die Ausnahme als die Regel. Wie auch immer, wir definieren nun als Kurvenintegral
iiber eine Funktion f(z) entlang einer mit z(¢), ¢ € [a, b] parametrisierten Kurve C:

b dz
/Cf(z)dz ::/a f(z(t))adt (3.5)

Die Formel ist mit dz = ‘C%dt hoffentlich leicht zu merken, und bevor wir uns iiber die Eigenschaf-
ten von Kurvenintegralen unterhalten, noch schnell einige Beispiele zum ersten Kennenlernen:

Beispiel: Als erstes berechnen wir das Integral iiber f(z) = 22 entlang des Halbkreises C :
2(t) = e, t € [0, 7]. Dafiir erhalten wir

T ) e3zt
/ 22dz = / (e)?ietdt = ’L/ eStdt = i—
c 0 0 31

Beispiel: Nun ermitteln wir [, Zdz, wobei C die Strecke z(t) =i+ (1 +1i)t, t € [0,1] ist.

T 2

1 1.7 . _ . 1 . .
/Czdz _ /Ozdtdt:/o (z+t+Zt)(1—|—z)dt—(1—|—z)/0(—H—(l—z)t)dt

1

O:(l—l—i) <—i+1;i> =2

= (1+1) <—z’t + (1 z)t;>

Nach diesen Demonstrationsbeispielen nun aber ein kurzer Uberblick iiber die wichtigsten Ei-
genschaften und Merkmale:

e Ist eine Kurve C aus mehreren Stiicken C1, ..., ), zusammengesetzt, so erhilt man

/f )dz = le 2)dz+ . /nf
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e Durchléuft man den Integrationsweg in der umgekehrten Richtung, so kehrt sich das Vor-

zeichen des Integrals um:
/ f(z)dz:—/f(z)dz.
—C C

e Real- und Imaginérteil eines komplexen Kurvenintegrals sind reelle Kurvenintegrale. Ein
wenig schlampig, aber gut zu merken:

/Cf(z)dz:/c(u—i-iv)(d:v—l—idy):/C(udx—vdy)—i-i/(vdx—i-udy).

C

e Kurvenintegrale sind linear in dem Sinne, dass [ (f + 9)(2)dz = [ f(2)dz+ [, g(z)d=z
und [, cf(2)dz =c [ f(z)dz ist.

e Hingegen gilt eine Eigenschaft nicht mehr, die wir bei Integralen entlang der reellen Ach-
se noch vorliegen hatten. Im allgemeinen ist nimlich Re [ f(z)dz # [, Re f(z)dz und
analog fiir den Imaginérteil.

e Der Wert eines Kurvenintegrals hingt von der Parametrisierung der Kurve nicht ab. Zwei
Kurven mit dem selben Bild C* und der selben Orientierung liefern fiir jede Funktion auch
den selben Integralwert.

e Die Beziehung | fab f(t)dt] < ff | f(#)| dt 188t sich so nicht mehr auf Kurvenintegrale iiber-
tragen, allerdings gibt es zum Trost eine andere Abschéitzung: Nennen wir L(C') die Linge
der Kurve C' und | f|c das Maximum des Betrages von f auf C, so ist

‘/Cf(z) i

e Bei Kurvenintegralen iiber gleichméfig konvergente Funktionenfolgen oder -reihen diirfen
Grenziibergang und Integration vertauscht werden.

<|flec- L(C).

Eines der wichtigsten Kurvenintegrale iiberhaupt ist jenes iiber die Funktionen (z — zp)™ mit
n € Z, wobei der Integrationsweg der Einfachheit halber ein Kreis mit Radius R sein soll,
C: 2(t) = 20 + Re', t € [0, 27]. Zuniichst betrachten wir einmal den Fall n # —1:

27 n ) 2r Rn+1 ) 2m
/ (z—20)"dz = / (Re™)" (iRe™) dt = iR™ ! / et gy — — it —
C 0 0 n+1 0
denn e” ist ja 2mi-periodisch. Nun geht es nur noch um den Fall n = —1. Hier erhalten wir:

1 27 ) ) 27
/ dz = / R e iRedt =i / dt = 2.
C %20 0 0

Das Ergebnis lautet also

/C(z—zo)”dz:{ 0 firn# -1 (3.6)

21 fuirn= -1

und gehort zu den wichtigsten Formeln der Funktionentheorie {iberhaupt — spétestens beim
Residuensatz wird auch klarwerden warum.
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Nun aber zu einem Beispiel, das einerseits noch einmal das handwerkliche Rechnen demonstrie-
ren soll, andererseits aber auch gleich auf eine der wesentlichsten Fragen bei Kurvenintegralen
hinweist: die Wegunabhéngigkeit.

Beispiel: Wir berechnen die Integrale ka 2% dz und ka Z dz entlang der drei rechts dargestell-
ten Wege mit Anfangspunkt z4 = —1 und Endpunkt zg = +1:

Die erste Integration erfolgt entlang der reellen Achse.
G
1 3|1 C
t 2
/szz = / tPdt=—| == 2
Cl —1 3 1 3
1 2|1
/Clzdz = /_ltdt:2_120 z G Z

Nun integrieren wir entlang eines Halbkreises in der oberen Halbebene:

0 ™ 3it |
2 . . e 2
/ 2dz = / (e”) iet dt = —z/ St dt = —j—
Ca T 0 31

0 ) ) T
/ zdz = / e e dt = —i/ dt = —im
Co T 0

Zuletzt wahlen wir noch ein Rechteck:

1 1 0
/ 2dz = /(—1+it)2idt+/ (i+t)2dt+/ (1 +it)%idt =
Cs 0 1

-1

0 3

1 1 1
= i/(1—2it—t2)dt+/ (—1+2it+t2)dt—i/(1+2ir—t2)dt:
0 -1 0

3\ ! B3\ ! 3\ !
_ . _.2_7 . .2 v s .2_7 _
= z(t it ) +< t+it? + ) z(t—Ht > =

3/ 3) 4 3/0

? 1 1 T 2
= i+l—-—-14+i+-—-1—i4+-—i+14+-=—
1+ 3 +2+3 z+3 1+ +3 3

1 1 0
/ sde = /(—1—it)z’dt—|—/ (—z’+t)dt+/(1—z’t)idt:
C3 0 -1 1

( t2 1 1 t2 1
= 1 ti) +(it+t> z<tz> =
2 0 -1 2 0

1
= —itg ity i g i =4

Fiir f(z) = 22 ergibt jedes Integral den gleichen Wert, fiir f(2) = 2z hingegen hiingt das Er-
gebnis erheblich vom Integrationsweg ab. z? ist holomorph, Z hingegen nicht, und es wird sich

im néchsten Abschnitt zeigen, dass es sich dabei tatsichlich um das entscheidende Kriterium
handelt.

Beispiel: Ganz kurz demonstrieren wir noch die Abschétzung fiir Kurvenintegrale: Wenn C' ein
Kreis mit Radius R ist, dann erhalten wir als Abschitzung fiir fc % dz die Abschitzung

1
/dz
Cc ?

In diesem Fall hat das Integral (je nach Orientierung) den Wert +27i, die Abschétzung paft
also genau. Meist wird man natiirlich einen zu grofien Wert erhalten.

1
< — . 27R = 27.
<3 T T
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3.4 Wegunabhingigkeit: Der Cauchysche Integralsatz

Wie schon angekiindigt befassen wir uns nun mit der Wegunabhéngigkeit von Kurvenintegralen.
Bevor wir aber zum zentralen Satz in diesem Zusammenhang kommen, suchen wir zuerst noch
nach Moglichkeiten, wie sich die Wegunabhéngigkeit noch formulieren 148t:

Dazu betrachten wir den rechts dargestellten geschlossenen Integrationsweg C.

Nun wihlen wir auf dieser Kurve (oder genauer auf ihrem Bild) zwei beliebige Gy
Punkte z4 und zg. Es gibt nun zwei Wege, die von z4 nach zE laufen, nédmlich

C1 und Cp. Bei Wegunabhingigkeit ist [ f(2)dz = f(] 2)dz. AuBerdem

ist fiir beliebige Kurvenintegrale [ . f(z)dz = — [ f(z)dz. Fur das Integral

iiber die ganzen Schlinge erhélt man im Falle von Wegunabhanglgkelt also & oA
(man beachte die Orientierung von Cs)

j([ f(z)dz = f(z)dz + f(z)dz = f(z)dz— [ f(z)dz =
C C —Cs C1 Cs

Das bedeutet: Bei Wegunabhéngigkeit ist jedes Integral iiber einen geschlossenen Weg gleich
Null, und umgekehrt: Ist das Integral einer Funktion iiber jeden geschlossenen Weg gleich Null,
so liegt Wegunabhéngigkeit vor.

Noch eine andere Umschreibung der Wegunabhéngigkeit gibt es: Wenn es zu f eine andere
Funktion F' mit % = f gibt, so nennt man diese wie im Reellen eine Stammfunktion, und
analog zum Reellen ist szHzE f(2)dz = F(zg) — F(za), wobei z4 — zg ein beliebiger Weg
mit Anfangspunkt z4 und Endpunkt zp ist. Wenn eine Stammfunktion existiert, liegt also
Wegunabhingigkeit vor. Umgegekehrt kann man im Falle von Wegunabhéngigkeit immer eine
Stammfunktion mittels F'(z) = fzo_)z f(€)d¢ konstruieren. Wegunabhéngigkeit und Existenz
einer Stammfunktion sind also ebenfalls &quivalent.

Unter welchen Voraussetzungen liegt aber nun Wegunabhéngigkeit von Kurvenintegralen
vor? Dazu erinnern wir daran, dass ja Real- und Imaginérteil eines komplexen Kurvenintegrals
jeweils reelle Kurvenintegrale sind. |, ¢ f(2)dz wird also dann wegunabhéngig sein, wenn das auf
die beiden reellen Integrale [ (udx —vdy) und [, (vdx + udy) zutrifft.

Die reelle Integrabilitdtsbedingung g};k = g—g: ergibt fiir das erste Integral %Z = —% und
fir das zweite @ = gg, also genau die Cauchy-Riemann-Gleichungen! Kurvenintegrale iiber

holomorphe Funktionen sind also wegunabhéngig. Allerdings miissen wir dieses Ergebnis noch
ein wenig prézisieren, was die erlaubten Integrationswege angeht:

CAUCHYSCHER INTEGRALSATZ

G sei ein einfach zusammenhéngendes Gebiet und f sei darin holomorph.
Dann gilt, sofern alle betrachteten Wege ganz in G liegen:

e Fiir jeden geschlossenen Weg C' ist 550 z)dz = 0.

e Fiir zwei beliebige Wege Ch und C5 mit gleichem Anfangs- und
Endpunkt ist [ f(z)dz = [, f(2)dz.

e Zu f(z) existiert eine Stammfunktion F'(z) mit % f und
szHzE f(z)dz = F(zg) — F(z4).
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Dazu gibt es natiirlich einige Anmerkungen: Zuné#chst einmal ist es
wesentlich, dass ein einfach zusammenhingendes Gebiet vorausgesetzt &
wird. Die Funktion f(z) = 2 etwa ist in jedem Punkt mit Ausnahme von Q
z = 0 holomorph, und trotzdem ergibt das Integral auf einem Kreis um

den Ursprung nicht den Wert Null. Schon ein einzelner Punkt kann also C,
die Wegunabhéngigkeit zerstéren. Im Bild rechts ist das Holomorphiege- (3
biet einer Funktion f grau schattiert Es ist zwar sicher fCl f(z)dz =0, O

nicht unbedingt aber §., f(2)dz oder §., f(z)dz.

Eine direkte Folgerung aus dem Cauchyschen Integralsatz ist weiter, dass Integrationswege
innerhalb des Holomorphiegebietes einer Funktion beliebig deformiert werden kénnen. Das ist
mit ein Grund, warum man sich bevorzugt mit Geraden und Kreisen als Integrationswegen
befasst. Bei einem holomorphen Integranden kann ja ohnehin wieder jeder Weg in diese Form
gebracht werden.

Schliefflich und endlich ist die hier gebrachte Formulierung des Cauchyschen Integralsatzes
zwar richtig, ihre Voraussetzungen kénnen aber noch weiter gefafit werden. Fiir einen logisch
einwandfreien Aufbau der Funktionentheorie wihlt man einen beliebigen Punkt z* € G und
fordert zwar Stetigkeit von f in ganz G, Holomorphie aber nur in G\ {z*}. Diese Formulierung
ist zwar eher technischer Natur (denn es zeigt sich, dass eine Funktion, die diese Voraussetzungen
erfiillt, ohnehin in z* ebenfalls holomorph ist), aber fiir den Beweis der im néchsten Abschnitt
vorgestellten Cauchyschen Integralformel notwendig.

Nun aber genug der Theorie, kommen wir zu einigen Anwendungen: Im Falle holomorpher
Integranden kann man mit Hilfe des Cauchyschen Integralsatzes die Berechnung von Kurveninte-
gralen stark vereinfachen: Es geniigt ja, eine Stammfunktion aufzufinden und dort Anfangs- und
Endpunkte der Kurve einzusetzen. Auch bei einem Integranden, der nicht iiberall holomorph
ist, kann man immer noch im Holomorphiegebiet die Integrationswege geeignet verformen und
sich so das Leben oft erheblich erleichtern.

Beispiel: Als erstes berechnen wir die Integrale |, Cr e™dz entlang der Kurven C; bis Cj:
Auf die direkte Art miiiten wir jetzt erst einmal die Wege parametrisieren

und dann insgesamt fiinf komplexe Integrale auswerten. Nun ist aber der In- Cs r
tegrand f(z) = ™ holomorph und besitzt die Stammfunktion 1e™. Da alle

drei Kurven den gleichen Anfangs- und Endpunkt haben, ndmlich z4 = —1

und zp = 2i, ist fC edz = fc edz = fc edz = 27”#67” = 1=¢" Das |G
wiirde natiirlich auch fiir jeden anderen Weg mit gleichem Anfang und Ende : I

gelten, egal wie kompliziert er auch sein mag.

Beispiel: Als nichstes berechnen wir die beiden Integrale §C Ldz und

fOQ 5 dz. Die dargestellten Wege wére zwar recht schwierig zu parametrisieren,

das ist aber auch gar nicht noétig. Der Integrand % ist ndmlich tiberall aufler m
bei z = 0 holomorph, also sicher auch in dem grau schattierten einfach zusam-
menhéngenden Gebiet. Dort ist also jedes Integral iiber einen geschlossenen G
Weg Null, und wir kénnen sofort sagen: fc Ldz=o.

Im zweiten Fall ist es zwar nicht ganz so elnfach, denn hier umléduft der Integrationweg den
Nullpunkt, es 148t sich jetzt also kein geeignetes einfach zusammenhéingendes Gebiet finden.
Allerdings ist der Integrand auflerhalb von z = 0 holomorph, der Integrationsweg darf also
beliebig verformt werden, zum Beispiel auch zu einem Kreis — und fiir diesen Fall haben wir
schon frither das Ergebnis 277 erhalten, also 5502 %dz = 2mi.
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|z|  fir |z| <2

Beispiel: Wir wollen nun fiir die Funktion f(z) = { > fiir |o] > 2
= Z

das Integral |, o f(2)dz entlang der rechts dargestellten Kurve berechnen. 31

Der Integrand f(z) ist auBerhalb des Kreises |z| = 2 holomorph und 1z1=2
besitzt die Stammfunktion F(z) = % Damit ergibt sich fiir das Integral
von 2¢ bis —2 der Wert

o @)

—2 2

2z

zdz = —
LZi 2 1y 2 2

Innerhalb des Kreises miissen wir parametrisieren, etwa fiir den ersten Teil des Weges (von
—2nach 0) z(t) = =2+ ¢, t € [0,2], fiir den zweiten (von 0 nach 2i) z(t) = it, t € [0,2]. Damit
erhdlt man fiir die Integrale:

2 2 2 212
f(z)dz = / \z|dz:/ |—2+t|dt:/(2—t)dt:2t ——| =2
C1 C1 0 0 o 2o
2 2 t22
f(2)dz = / \z\dz:/ |it]z‘dt:i/ Fdt =i =9
Ca Cy 0 0 20

Das gesamte Integral hat also den Wert ¢, f(2)dz =4 + 2+ 2i =6 + 2i.

3.5 Die Cauchysche Integralformel

Aus dem Cauchyschen Integralsatz folgt mit wenig Aufwand die in vieler Hinsicht zentrale
Formel der Funktionentheorie, die Cauchysche Integralformel. Davor miissen wir uns aber noch
ein wenig mit der Thematik der Windungszahlen befassen.

Dazu wahlen wir einen beliebigen Punkt zy € C und einen positiv orientieren Kreis C, wobei
2o nicht auf C' (oder genauer dem Bild C*) liegen soll. Nun wollen wir das Integral

1
% dz
Cc %~ %0

berechnen. Dabei miissen wir zwei Fille unterscheiden: So konnte zg auflerhalb des Kreises
liegen. In diesem Fall ist das Integral Null (da der Integrand ja in einem geeigneten einfach
zusammenhéngenden Gebiet holomorph ist). Liegt zp hingegen innerhalb und wird der Kreis
n-mal positiv (gegen den Uhrzeigersinn) durchlaufen, so erhdlt man das Ergebnis n2wi, bei n
Umléufen im negativen Sinne (im Uhrzeigersinn) wird das zu —n2mi. Man kann also sagen, das
obige Integral z&hlt, wie oft der Punkt 2y von der Kurve C' umlaufen wird.

Nun verallgemeinern wir das fiir beliebige Kurven, indem wir den Indez (auch Windungszahl)
einer Kurve C' beziiglich eines Punktes zy definieren als

1 1

Ind ¢(20) := i b

dz. (3.7)

Dabei soll zg natiirlich weiterhin nicht auf C' liegen. Der Index gibt also an, wie oft ein Punkt
von einer speziellen Kurve umlaufen wird, das Vorzeichen sagt zusétzlich, ob im oder gegen den
Uhrzeigersinn.
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Beispiel: Wir ermitteln nun die Windungszahlen Ind ¢, (2;) der folgenden Punkte beziiglich
der folgenden Kurven C bis C.

Fir die erste Kurve erhalten wir

Ind ¢, (21) = 41, denn dieser Punkt G (8 ;
wird einmal mathematisch positiv umlau-
fen. Weiters ist Ind ¢, (22) = 0. . c

. . . Z3 3
Die Kurve (5 wird mathematisch ne-
gativ durchlaufen, es ist Indg,(21) = ‘%

Ind ¢, (22) = —1, und klarerweise erhalten

wir Ind Cy (2’3) =0.

C3 umléuft den Punkt z; negativ, z9 hin- Cq

gegen positiv, also Ind ¢,(2z1) = —1 und ﬁ

Ind ¢y (22) = +1. @

Die Kurve C4 umliuft den Punkt z9 ein-

mal, z; zweimal im positiven Sinne; es ist

also Ind ¢, (21) = 42 und Ind ¢, (22) = +1.
Bisher waren die Windungszahlen hoffentlich intuitiv einsichtig. Bei komplizierteren Kurven

wie etwa C5 oder Cg ist das nicht mehr unbedingt der Fall. Wie grof} ist etwa Ind ¢, (z4)7

Null, Eins, Zwei oder vielleicht doch Drei? In solchen Félle hilft es, die Kurven in geschlossene

Teilstiicke zu zerlegen, die nur mehr einmal in positiver oder negativer Richtung durchlaufen

werden.

Cy

Cs

Fiir C5 konnte das etwa so aussehen wie rechts dargestellt.
Natiirlich gibt es noch andere Moglichkeiten der Zerlegung;

eine ist so gut wie die andere. Auf jeden Fall iiberlegt man
sich nun die Windungszahlen fiir jede Teilkurve getrennt und
addiert am Ende die Ergebnisse.

In unserem Fall ist Ind ¢y, (21) = Indgy,(24) = +1 bzw. Indc,,(22) = Indc,,(23) =
Ind ¢, (24) = +1, alle anderen Windungszahlen sind Null. Nun addiert man die Ergebnisse
und erhélt: Ind ¢, (21) = Ind ¢, (22) = Ind ¢, (23) = +1, Ind ¢, (24) = +2.

Analog kann man bei Cg vorgehen, hier

erhélt man drei Teilstiicke und die Win- Cey 2 ez E
dungszahlen Ind ¢, (21) = Ind gy, (22) = @ @
Ind Cﬁc(z?’) = +1’ Ind C@b(zl) - +]. SOWie Céc

C6a
Ind ¢y (22) = —1.

Das Gesamtergebnis ist also Ind ¢ (21) = +2, Ind ¢, (22) = 0 und Ind ¢, (23) = 1. Man sieht:
Der Punkt z; wird netto gar nicht umlaufen, weil sich eine positive und eine negative Umrundung
aufheben.

Fiir allgemeine geschlossene Wege C' nennt man nun die Menge aller Punkte z € C\ C* mit
Ind ¢(z) # 0 das Innere von C (Int(C) von interior), jene mit Ind ¢(z) = 0 das AuBere (Ext(C)
von exterior). Im oberen Beispiel liegt 2o also per Definition im AuBeren der Kurve.

Auch sonst gibt es zu Windungszahlen noch einiges zu sagen. So ist klarerweise

Ind _¢(z0) = —Ind ¢(20).
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Jene Wege C, fiir die an allen z € Int(C) # () die Windungszahl Ind ¢(z) gleich Eins ist, nennt
man einfach geschlossen. Im vorigen Beispiel wire also C] einfach geschlossen, C5 hingegen
bereits nicht mehr (alle Windungszahlen im Inneren sind gleich —1).

Mit diesem Vorwissen kénnen wir nun zur zentralen Formel der Funktionentheorie kommen:

CAUCHYSCHE INTEGRALFORMEL

G sei ein einfach zusammenhéngendes Gebiet, der geschlossene Weg C'
verlaufe ganz darin. Die Funktion f sei holomorph in G. Dann gilt fiir
beliebige z € G\ C*:

f(Z) Indc(z) = % g g(_C)Z

dg

Natiirlich kann man die Integralformel auch in der Form

7{ SO d¢ =2mi- f(z)Ind ¢(2)
c(—%
schreiben, so sieht man besonders klar, dass sich bestimmte Typen von Integralen recht leicht mit
dieser Formel berechnen lassen werden. Die Aussagen der Cauchyschen Integralformel reichen
aber noch viel weiter: So geht aus ihr hervor, dass die Werte einer holomorphen Funktion im
Inneren eines Bereichs vollstéindig durch die Werte am Rand festgelegt sind. (Im Reellen wiirde
die analoge Aussage lauten: Kennt man die Werte einer Funktion an den Grenzen eines Intervalls,
dann kennt man auch alle Werte im Inneren — das trifft in R nur fiir lineare Funktionen zu.)
Sehr oft betrachtet man als Kurve in der Cauchyschen Integralformel einen einfach positiv
durchlaufenen Kreis mit Mittelpunkt zp und Radius 7. Diesen notiert man meist mit |z — 29| = r
und setzt die positive Orientierung als vereinbart voraus:

L ©
) =3 § Ll
I¢—2|=r

sofern z im Inneren der Kreislinie liegt (sonst ist f(z) = 0).

Wahlt man nun z = zg, so sieht man, dass der Funktionswert von f an jedem Punkt das
arithmetische Mittel der Werte auf jeder beliebigen Kreislinie um den Punkt ist (sofern der
Kreis noch ganz im Holomorphiegebiet liegt), das ist die Aussage der Mittelwertgleichung. Noch
wichtiger ist aber eine andere Folgerung aus der Integralformel, ndmlich, dass sich mit ihrer Hilfe
(im Prinzip) Ableitungen beliebig hoher Ordnung berechnen lassen:

f<n>(z):"—!. 7{ (Cf(f){mdg. (3.8)

211
[C—z|=r

Wesentlich ist dabei, dass fiir jede holomorphe Funktion Ableitungen beliebig hoher Ordnung
existieren; das haben wir zwar frither schon erwihnt, bewiesen kann es allerdings erst mit Hil-
fe der Cauchyschen Integralformel werden. Die konkrete Berechnung der Ableitung wird man
natiirlich in der Regel nicht mit dieser Formel durchfiihren.
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Beispiel: Wir zeigen nun noch wie sich gewisse Integrale mit Hilfe der Cauchyschen Integral-
formel berechnen lassen. Als erstes Beispiel wihlen wir

e7rz22
I = dz.
f z— 2 z

|z—(142i)|=v2

Der Punkt z = 2¢ ligt innerhalb des positiv durchlaufenen Kreises, die Integralformel ergibt also

I=2mi (€7 2%),_,, = 2mi ("™ - (—4)) = —8i.

3.6 Ubungsaufgaben

s it 1 1 t 1
1. Man berechne die folgenden Integrale: a) ; ei—i—itf—“ dt b) /_1 tQ—:— 0 dt

1 1 2%
B+ G+ D2+ (G —1)t+2i)dt d/ dt
c)/o( FE+DE+ -1+ 2) ) 0 2+ (1tri)t+i

a) Man hiite sich vor der verlockenden Substitution u = e, da man dabei die reelle
Achse verldfit und entlang eines Halbkreises integrieren muss. VerlédBlich ist dagegen die
Aufspaltung:

T oelt 41 ™ cos(t) + isin(t) + 1 1 (™ i [T 1 (™ dt
/ i+~dt2/ cos(t) +ésin(f) + dt:/ dt+2/ tantdi+o [ —— =T

g et4e 0 2 cos(t) 2 /o 2 /o 2 )y cost 2

——
-0 =0

Fiir b) setzen wir eine komplexe Partialbruchzerlegung an:
t+1 A L B
241 t+i t—i

Einsetzen (Polstellenmethode) liefert:

1+ .
2i ‘ 2i

t+1=A(t—1i)+ B(t+1)

t=+4+i: B=

Fiir das Integral erhalten wir also:

1 . 1 . 1
t+1 -1 1 1 1

I = / = ,“/ - du + “/ - du =
141 21 1t+n 2 J_it—1

1+ L 14 !

= log(t +1)| log(t — )| =
g los(t )| 5 loslt =)
14

= T log(1 4 4) — log(~1 +)) + - (log(1 — i) ~log(~1 ~ 1)) =

= ﬂ(ln\fz+z‘g—1n\/§—z'%f)+ +,Z<ln\@—i%—ln\f2+z“%”):
21 %

l—iir A+iin _«
20 2 2 2 2
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2.

Man parametrisiere die folgenden Kurven:

Y ®) 2+2i g

V2D
1} J T“\/

~2-21

Die Kurve in a) la8t sich beispielsweise auf die folgende Art darstellen:

Cu: 2(t)=—1—i+2it te]0,1] Cyp: 2(t) =i+ et t € [, 0]

Ce: 2(t)=1+1i—it t € 0,1] Co: z2(t) =3+ 37 tel0,n]
Daneben gibt es natiirlich noch viele andere Moglichkeiten der Parametrisierung, die alle-
samt richtig sind.

Man berechne die Integrale ka zZdz, ka Re zdz, ka e dz und ka 22 dz entlang der im
folgenden dargestellten Kurven:

a) b cl
- i 1+'
1+ Cl 1

B\ENG) \\1%/{{

Cs -1

a) Zuerst miissen wir moglichst einfache Parametrisierungen fiir die Kurven finden. Eine
Moglichkeit wére etwa:

Ci: z(t)=t te[-1,0] dz=dt

2(t) =it tel0,1] dz=idt
Cy: z(t)=—-1+ 1+t tel0,1]] dz=(1+1)dt
Cs: 2(t) =€t te[m ]  dz=ietdt

Nun kénnen wir auch die Kurvenintegrale berechnen. Fiir die Integrale iiber Z und Rez
miissen wir die Parametrisierung der Kurven verwenden, bei €™ und 2° geniigt es wegen
der Holomorphie des Integranden, eine Stammfunktion zu finden (oder das Integral iiber
einen Weg zu bestimmen).

0 1 0 1 (2|0
/ zZdz = / tdt—l—/ ’itidtZ/ tdt—l—/ tdt = —
o 1 0 -1 0 2|_

S o 1 . -
/02zdz - /0(—1+(1+z)t)(1+z)dt_(1—i—z)/0(—1+(1—z)t)dt_

b LR
- =

t2
+—
0 2

. 2

1 1
= (149 <—1+(1—i)2) 2—1—i+|1+i|2§=—i

7r/27‘ ) ™ o T T
/ zdz = / eit el dt = —i/ e el gt = —z'/ dt = —i—
C3 T /2 /2 2

39



° 1

0 1 0 1 2
/ Rezdz = / Retdt+/ Re(it)idt:/ tdt+/ 0dt = —
Cy ~1 0 ~1 0 215 2

1 1
/CzRezdz _ /0Re((—1+(1+z)t))(1—|—z)dt—(1—1—2)/0(—1+t)dt—
- u+w<4+1>:—1+2

2 2
w/2 ) ) ™ ) T it 4 =it
/ Rezdz = / Re (e)ie dt = —i/ coste dt = —i/ ———edt =
Cs ™ /2 w/2 2
_ i /We%tdt—i—/ﬂ dt :_i M+E :_E_E
2 7|'/2 7r/2 2 21 2 2 4
/ e dy — i _eﬂ—z :ei”—e_“ :_1+€_7r
Ck T e=i T lz=—1 n T
[ R T
Ck 6 z=1 6 z=—1 6 3

4. Man berechne die Integrale [, zdz, [,(z*+2%)dz und [ sin(nz)dz entlang der drei Kur-
ven aus Aufgabe 2.

5. Man berechne die folgenden Integrale:

62
a) j([ 5 dz entlang der positiv orientierten Kreise |z| =3 und |z| =1
cz -

sin 3z iy — .
b) j{ — dz entlang des positiv orientierten Kreises |z| =5
c % + 9
3z

c) - dz entlang der positiv orientierten Kurven |z—1| = 3 und |z—2|+|2+2| =6
c R — T

a) Der Ziahler e* des Integranden ist eine in ganz C holomorphe Funktion, wir kénnen also
die Cauchysche Integralformel anwenden und erhalten mit Ind |,|—3(+2) = 1:

z
7{ ze 5 dz = 2mi - e - Ind 12j=3(+2) = 2mie?
l2|=3 =~ —

Fiir |z| <1 ist der Integrand holomorph, und der Cauchysche Integralsatz ergibt:

eZ
dz = 0.
y{z|:1 Ll 0

Das gleiche Ergebnis liefert wegen Ind |,|—;(+2) = 0 natiirlich auch die Cauchysche Inte-
gralformel.

6. Gegeben sind die Funktion f(z) = Z%H und die Kurve C : z(t) = 2¢, t € [0,27]. Man
berechne |f|c = max.co- |f(2)| und gewinne daraus eine Abschitzung fir [, f(z)dz.

Anschlieflend ermittle man den exakten Wert des Integrals.
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7. Man zeige

/+OO e—azQ—ba: de = ﬂ- e% e—%Arga

—oo 4al

fir a,b € C und Rea > 0.

(Hinweise: Quadratische Erginzung; Anwendung des Cauchyschen Integralsatzes auf den

unten dargestellten Integrationsweg; Benutzung von fj;o e dx = 7).

Yo

8. Man berechne das Integral

7{ dz
I= : .
c2?—(1+i)z+i

entlang der in der folgenden Abbildung unter a) dargestellten Kurve C. (Hinweis: Fine
Partialbruchzerlequng st nitzlich; vor allem tiberlege man sich, wie sich der Integrations-
weg deformieren lifst und welche Werte die Integrale in c) haben.)

a) b) c)

A Td T
L

-1 g\\}y -1 @

-
-3 -3 -3

Wir spalten die Rechnung der Ubersichtlichkeit halber in mehrere Schritte auf:

e Zunichst einmal iiberpriifen wir, fiir welche z € C der Integrand nicht definiert ist.
Fiir die quadratische Gleichung 2% — (14 i)z 4 = 0 erhalten wir als Losungen z; = 1
und zo = +¢. Uberall sonst ist der Integrand holomorph.

e Nun zerlegen wir den Integranden in Partialbriiche. Dazu setzen wir an:

(Z—J@—w):zf1+z?i = 1=A4-z-i)+B-(2—-1)

und erhalten durch Einsetzen (Polstellenmethode):

z=1: 1=A(1-i) A=, L =18
z=i: 1=A(i—1) B=—t;=—1

Die selben Ergebnisse liefert natiirlich auch ein Koeffizientenvergleich 1 = (A+ B)z —
(Ai+ B). Auf jeden Fall erhélt man:
1 C4d 1 141
(z—1D(z—i) 2 z—1 2 z—i
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10.

11.

12.

e Nun berechnen wir die Integrale iiber die beiden in c) dargestellten Kreise |z — 1| = r
und |z — i| = r, wobei 7 < v/2 ist. Hier kommt uns bereits die Partialbruchzerlegung
zugute, denn jeweils einer der Terme —— und i ist auf und in einem der Kreise

z—1
holomorph, das Wegintegral also Null. Ubrig bleibt nur:
1+ 1 141

L, = B j{ dz = t 27i

2 |271|:7' z—1 2

141 1 144
I, = — +Z?§ - dz = — +127ri

2 \zfi\:r z—1 2

Das gleiche Ergebnis hétten wir mit mehr Aufwand natiirlich auch aus der Cauchy-
schen Integralformel erhalten.

e Jetzt kommt der entscheidende Schritt: Auflerhalb von z = +1 und z = +i¢ ist der
Integrand holomorph, deshalb 148t sich der Integrationsweg dort beliebig verformen,
zum Beispiel auch so wie in b) dargestellt. Lt man die Geradenstiicke nahe an-
einanderriicken, so wird am Ende die gleiche Strecke zweimal in entgegengesetzter
Richtung durchlaufen und das Integral liefert keinen Beitrag mehr. Unser Ergebnis
lautet demnach also I =1; + I; = 0.

Die hier vorgestellte Vorgehensweise ist schon sehr &hnlich jener, mit der im néchsten
Kapitel der Residuensatz eingefithrt wird.

Man berechne das (reelle) Integral
2m
I= / (cos )% dx mit p e N
0

Hinweis: Den Cosinus mit Hilfe von komplexen Exponentialfunktionen anschreiben, den
binomischen Satz verwenden.

Man beweise die Cauchysche Integralformel, wobei der Cauchysche Integralsatz unter
schwicheren Voraussetzungen (f holomorph in G\ {z*} und stetig in G, z* € G belie-
big) verwendet werden kann. (Hinweis: Betrachte die Hilfsfunktion g(¢) = w fiir
¢ # z. Wie kann diese Funktion fiir ( = z stetig erginzt werden?)

Aus der Cauchyschen Intgralformel fir f™ leite man die Cauchysche Ungleichung

n!
L

™) < max |f(¢)|

|¢—z0[|=r

ab, wobei f holomorph in einem Gebiet G und der Punkt zo € G ist; r > 0 sei dabei so,
dass die abgeschlossene Kreisscheibe D,.(z9) ganz in G liegt. Damit beweise man weiter den
Satz von Liouville (eine auf ganz C holomorphe Funktion, die beschrinkt ist, ist konstant).

G sei ein zweifach zusammenhdngendes Gebiet, f sei holomorph in G, C1 und —Cy seien
zwei einfach geschlossene Wege, wobei f in int(Cy) \ int(Cy) holomorph ist. Dann ist
fCl f(z)dz + fCQ f(2)dz = 0 (Cauchyscher Integralsatz fiir zweifach zusammenhdingende
Gebiete). Man beweise diesen Sachverhalt mit Hilfe des Cauchyschen Integralsatzes und
verallgemeinere ihn auf n-fach zusammenhdingende Gebiete.
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Kapitel 4

Laurentreihen und Residuensatz

Potenzreihen sind aus der reellen Analysis schon lingst bekannt, und auch im Komplexen ha-
ben sie eine grofie Bedeutung; so haben wir schon die elementaren Funktionen mit ihrer Hilfe
eingefihrt, nun widmen wir uns ihnen noch ein wenig genauer. Im ndchsten Abschnitt wird die
Potenzreihe dann weiter zur Laurentreihe verallgemeinert.

Die Entwicklung von Funktionen in Laurentreihen wird uns auch eine Zeitlang beschdftigen.
Mit Hilfe dieser ,verallgemeinerten Potenzreihen® konnen wir nun endlich die Singularitdten
von Funktionen verniinftig klassifizieren, vor allem aber einen letzten zentralen Satz ableiten,
der gewissermaflen die Kronung der Funktionentheorie darstellt: den Residuensatz.

Nicht nur, dass man mit seiner Hilfe viele komplexe Kurvenintegrale durch simples Abzihlen
und Finsetzen ermitteln kann, auch in der reellen Integrationstheorie hat er enorme Bedeutung:
Viele bestimmte Integrale, fiir die sich keine durch elementare Funktionen darstellbare Stamm-
funktion finden lifit, kann man auf diesem Weq elegant berechnen.

4.1 Potenzreihen im Komplexen

Vieles, was fiir Potenzreihen im Reellen gilt, kann unveréndert ins Komplexe iibernommen wer-
den, manche Zusammenhénge werden aber erst dort wirklich sichtbar. Auch fiir manche Namen
gibt es nun plotzlich einleuchtende Erkldrungen, so etwa fiir die Bezeichung Konvergenzradius.
Bekanntlich gibt es ja zu jeder Potenzreihe Y ° jan(xz — xo)" eine eindeutig bestimmte Zahl
R € [0, 00], fiir die gilt: Die Reihe konvergiert absolut in (z9 — R, z9 + R) und divergiert aufler-
halb von [xg — R, 29 + R|. Dieses R kann mit der Formel von Cauchy-Hadamard

% = limsup m oder auch mit R = lim

n—00 n—0o0

Qn

4.1
an+1 ( )

berechnet werden, wobei die zweite Form nur gilt, wenn der Grenz-
wert auch tatséchlich existiert. R heifit nun eben Konvergenzradi-
us, was im reellen Fall nicht unbedingt sehr sinnvoll erscheint. Die R

Formeln stimmen aber auch im Komplexen: Eine Potenzreihe
Zo

oo
Z an(z — 20)" Konvergenz
n=0

konvergiert absolut innerhalb eines Kreises mit Mittelpunkt zg und Divergenz
Radius R, auflerhalb divergiert sie.
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Beispiel: Wir berechen die Konvergenzradien der drei Potenzreihen

Zn 1 n — 1" d o 2n
Slo o Saeme-yr w3
1. Die erste Reihe ist relativ einfach. Mit a,, = % erhalt man
7 n | 715 /n_ _ 1 +1 _
R =lim, . aiﬂ = lim,, o0 ety = limg, o == = 1.

Analog liefert die Formel von Cauchy-Hadamard

% = limsup,,_,., V/|an| = limsup,,_, T\L/% = lim,,— oo %\/ﬁ =1,
also ebenfalls R = 1.

2. Der zweite Fall ist nicht mehr ganz so leicht. Nicht dass um z = +1 entwickelt wird stort
hier, sondern dass man keinen so einfachen Ausdruck fiir die Koeffizienten a,, mehr erhélt.
Es ist ja

2 fir n = 4k
1+4¢ firn=4k+1

0 fir n = 4k + 2
1—4¢ firn=4k+3

ap, = mit k € Ny

Ein Grenzwert des Quotienten kann in einem solchen Fall gar nicht existieren, wir miissen
also hier auf jeden Fall auf Cauchy-Hadamard zuriickgreifen:

£ =limsup, o V]an] = lim, .0 V2 =1,
wir erhalten also wiederum R = 1.

3. In der dritten Reihe setzen wir zuniichst u = 22 und erhalten Yool ”n—Tu” Nun ergibt sich

weiter
. n" /n! . n" (n+1)!
oo (n+ 1)+D /(n + 1)1 neoo (n 4 1)) ol
= lim n (n+1)nt = lim ! = lim 71 = 1

Jetzt erinnern wir uns an v = 22, also ist R = /R, = ﬁ

Mit diesen Techniken lassen sich im Prinzip beliebige Potenzreihen behandeln.

Innerhalb ihres Konvergenzkreises stellt eine Potenzreihe eine holomorphe Funktion dar,
und umgekehrt kann man eine in einem Punkt zg holomorphe Funktion in eine Taylorreihe
entwickeln:

2 fn) (5
f(z) = Z fn('o) (z — 2zp)" (4.2)
n=0 )

Wenn G das Holomorphiegebiet von f ist, so ist der Konvergenzradius R der Taylorreihe min-
destens so gro wie der Abstand r von zg zum Rand von G. Er kann aber auch gréfler sein, wie
das folgende Beispiel zeigt:
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Beispiel: Die Funktion f(z) = Log z ist in C\ Ry holomorph. Wenn wir f nun um den Punkt
z = —1 + i entwickeln, so erhalten wir

f(z) = Log (-1 +1) —i—Z (z+1—20)"

1+z

Nach Cauchy-Hadamard hat diese Reihe aber einen grofieren Konvergenzra-
dius als 1, némlich R = v/2. In diesem Fall bestimmt nicht der Abstand
zum Rand des Holomorphiegebietes, sondern jener zur nichsten Singula-
ritdt (z = 0) den Konvergenzradius. Allerdings stellt die erhaltene Reihe fiir
Imz < 0 (grauer Bereich) nicht mehr den Hauptwert Logz = log,z dar,
sondern den Zweig log; z.

Historisch war Entwickelbarkeit in Potenzreihen neben der komplexen Differenzierbarkeit
der zweite wesentliche Zugang zur Funktionentheorie (WEIERSTRASSSCHER bzw. CAUCHY-
RIEMANN’scher Zugang). Beide Ansitze sind natiirlich dquivalent, je nach Ziel wird sich meist
einer der beiden als vorteilhaft erweisen. Viele zentrale Sétze der Funktionentheorie lassen sich
am einfachsten mittels Potenzreihen beweisen, so etwa der schon friither erwidhnte Identitdtssatz
fiir holomorphe Funktionen. Dieser 148t sich iibrigens noch ein wenig erweitern; wie die Formel
fiir die Taylorentwicklung vermuten 148t, werden zwei auf G holomorphe Funktionen dort bereits
dann iibereinstimmen, wenn in einem beliebigen Punkt zy € G alle Ableitungen gleich sind.

Das ist neben den Aussagen der Cauchyschen Integralformel ein weiteres Zeichen fiir den
starken inneren Zusammenhalt holomorpher Funktionen. Man kann eine solche Funktion nicht
einfach an einer Stelle abédndern, ohne dass das Folgen im ganzen Holomorphiegebiet hitte.

Betrachtungen im Komplexen kénnen auch helfen, Merkwiirdigkeiten zu erkléren, die im
Reellen auftreten. So 148t sich etwa die reelle Funktion f(z) = ﬁ um z = 0 in eine Potenzreihe
entwickeln. Diese Entwicklung gilt allerdings nur fiir —1 < x < 1, was ja klar ist, die Funktion
hat schlieBlich bei # = £1 Singularitédten. Aber auch die Taylorreihe von f(z) = 1 + —— hat um
x = 0 nur den Konvergenzradius R = 1, was rein reell {iberhaupt nicht einzusehen ist, denn
diese Funktion ist fiir alle € R definiert und zeigt nicht das geringste bosartige Verhalten.

Doch auch f(x) = ﬁ hat Singularitdten im Abstand 1 vom Nullpunkt — ndmlich bei x = +i
(wobei x jetzt natiirlich als komplexe Variable aufgefafit wird). Diese im Reellen iiberhaupt nicht
sichtbaren Punkte beschrinken den Konvergenzradius der Reihe auf 1, wirken also direkt auf

die Ergebnisse der reellen Analysis zuriick.

4.2 Laurentreihen

Eine Moglichkeit den Begriff der Potenzreihe Y ja,(z — 29)" zu verallgemeinern ist, auch

negative Potenzen (z — zp) ™" = (277120),, zu beriicksichtigen. Damit erhélt man die in der Funk-

tionentheorie enorm wichtigen Laurentreihen

+oo
E an(z — 20)" E an(z — 20) —1—5 a_n(z—29)"".

n=—oo
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FEine solche Reihe ist klarerweise nur dort konvergent, wo beide Teilreihen konvergent sind, und
dieses Konvergenzgebiet wollen wir nun bestimmen. Den Term

-1

HE= Y an(z—20)" =3 aculz—2) "
n=1

n=—oo

1«
2—20

nennt man den Hauptteil der Laurentreihe, und es zeigt sich, dass fiir diese ,,Potenzreihe in
ebenfalls ein Konvergenzradius Ry = limsup,, ., |a_n|"/" existiert. Allerdings konvergiert die
Reihe nur auferhalb von (und eventuell auf) |z — z9| = R;.

Der ,Nebenteil* Y >° ja,(z — z9)" hat als gewdhnliche Potenzreihe den Konvergenzradius
Ry = 1/limsup,,_, |a,|"/™. Die gesamte Laurentreihe konvergiert also auf einem Kreisring

DR1R2(Z()) = {Z|R1 < |Z — Zo| < RQ},

sie divergiert fiir |z — 29| < Ry oder |z — zp| > Rp. Punkte mit |z — 29| = Ry oder |z — 20| = Ro
miissen wie gewohnt gesondert betrachtet werden. In den Féllen Ry < Ry, Ro = 0 oder Ry = c©
konvergiert die Laurentreihe nirgendwo in C, fiir Ry = Ry = R ho6chstens an Punkten z mit

|z — 20| = R.
-1 +o0

oo
Z an(z — 2p)" konv. Z an(z — 2zp)" konv. Z an(z — zp)" konv.
n=-—00 n=0 n=-—00
Im Kreisring Dg, g, stellt die Laurentreihe eine holomorphe Funktion dar, und umgekehrt
1483t sich eine in einem Kreisring holomorphe Funktion auch in eine Laurentreihe entwickeln.
Fiir diese Entwicklung erhélt man, wenn C' ein einfach geschlossener Weg in Dpg, g, ist und die
abgeschlossene Kreisscheibe Dp, (zp) ganz im Inneren von C' liegt:

= W 1 ()
f(z) = Z an(z — 2p) mit an:2—m, CW

n=—0oo

d¢ (4.3)

Die Formel fiir die Koeffizienten ist in der Praxis weniger wichtig als es vielleicht den Anschein
haben mag. Will man ndmlich die Laurentreihe einer Funktion bestimmen, dann ist sie nur der
letzte Ausweg, sozusagen ein Akt der Verzweiflung, wenn alles andere versagt. In den meisten
interessanten Fillen kann man némlich die Laurentreihenentwicklung einfach aus einer bereits
bekannten Potenzreihe ablesen oder mit Hilfe bestimmter Summenformeln (etwa der fir die
geometrische Reihe) gewinnen.

Ist f holomorph in 0 < |z — zg| < € mit € > 0, so nennt man den Koeffizienten a_; der dort
giiltigen Laurent-Entwicklung von f um zy das Residuum von f an der Stelle zg, Res (f;z20).
Warum gerade dieser Koeffizient so wichtig ist, dass er einen eigenen Namen erhilt, werden wir
bald sehen.
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Beispiel: Wir wollen die Laurentreihe von €'/ um den Nullpunkt z = 0 herum bestimmen.

Die Exponentialfunktion hat dort die Potenzreihendarstellung

o0

e = Z %u“

n=0

1

In diese konnen wir nun v = 2z~ einsetzen und erhalten

1/,2_OO 1 -n __ : 1 n
e —Zmz = Z (_n)!z

n=0 n=—oo

Beispiel: Wir betrachten nun die Laurententwicklung von
f(z) = m Hier sind vor allem zwei Entwicklungs-

punkte interessant, ndmlich die Singularititen z = +1 und 4 @
@

z = +i. Ihr Abstand voneinander ist v/2; insgesamt wird
man also vier Laurentreihen erhalten, namlich fiir 0 <
|z — 1] < V2, fiir |z — 1] > V2, fiir 0 < |z —i| < v/2 und
fiir |z —i| > v/2. Die expliziten Ausdriicke gewinnt man am

besten mit Hilfe der geometrischen Reihe: N

1 S 1 L 1 _ 1 1
z—i -z  di—z+1-1  i-1-(z2—1) i-11-2=
1 i(z—l)n__i (z—1)"
-1 4&Z=\i-1) A (i- 1)t
Der entscheidende Schritt ist dabei die Anwendung von > > ¢" = %_q, die nur unter der

Bedingung |g| < 1 gilt. Daher stimmt diese Entwicklung nur fiir [2=1| < 1, also fiir [z — 1| < |i —
1| = V/2, aber das ist ja auch genau der Bereich, der uns interessiert. Die iibrigen Entwicklungen
erhélt man auf d&hnliche Weise:

I 1 1 11 i i—1 ”_i (i—1)"

z—i  z—1—i+1 z-11-2=L 21 z—1) 4 (z—1)nH
z—1 n=0 n=0

I —1 -1 1 -1 i z—i\" i (z—)"

z—1  l—i—z4i 1-il-2' 1—i 1—-i) (1 —4)n+l
—1 n=0 n=0

I 1 1 11 i 1—i ”_i (1—d)"

z—1  z—i—14i z—il-1=2% " 2 z—i) (z —a)ntl
z—1 n=0 n=0

In diesen Fillen gelten die Entwicklungen fiir |2 — 1| > /2, fiir |2 —i| < v/2 und fiir |2 —i| > V2.
Die Ergebnisse kénnen wir hier sofort in f(z) einsetzen und erhalten fiir den Fall 0 < |z—1| < v/2:

e 1 | = (z=1)" :_“(2—1)”—1
f()_(z—l)(z—i) (2—1)7;)@—1)%1 nz%(i—l)”“
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Analog ergeben sich die Ausdriicke

=~ (i—1)n o~ (2 — i)t = (1—4)"

f(Z)nZ_O(Z_]-)TH_Q f(z)_ngo(l_i)n_,_l f(z);)(z_i)n-i-?
fiir [z —1| > /2, fiir 0 < |z —i| < v/2 und fiir |z—i| > /2. In diesem Fall hat man beim Einsetzen
keinerlei Probleme. Geht es aber um eine Funktion mit mehr als zwei Singularititen oder eine
rationale Funktion (wie zum Beispiel f(z) = (2_8%), wird die Sache schwieriger, denn man
muss ja jeden Term fiir sich entwickeln. In solchen Fillen hilft meist eine Partialbruchzerlegung,
in die man dann wiederum einfach einsetzen kann. Mdoglich ist das natiirlich auch in unserem
Beispiel, man erhélt klarerweise die selben Ergebnisse, auch wenn sie auf den ersten Blick ein
wenig anders aussehen mogen. Eine Umnumerierung der Summen schafft da Abhilfe. Doch auch
unsere oben stehenden Ergebnisse kénnen noch ein wenig ., kosmetisch“ behandelt werden, indem
man die Summationsindizes entsprechend verschiebt:

= - — (z—1"
n=—1 n=—oo
f(z):i(z_ii)n 0<|z—i] < V2 () = i =" s va
n=-—1 _(1 _i)n+27 n=—oo (1 _@')TH-Q’

Aus dieser Darstellung kénnen die Koeffizienten a,, nun direkt abgelesen werden.

4.3 Klassifikation von Singularitéiten

Mit Hilfe der Laurentreihen ist es nun auch moglich, die Singularitdten, denen wir natiirlich
frither schon begegnet sind, systematisch einzuordnen. Ganz allgemein ist eine Singularitéit ein
Punkt, an dem eine Funktion nicht definiert ist; wir beschrinken unsere Betrachtungen hier auf
isolierte Singularititen ansonsten holomorpher Funktionen. (Wenn es sich dabei nur um Pole
handelt, spricht man dann auch von meromorphen Funktionen.)

Die Funktion f sei also definiert und holomorph auf D,.(zo) := {z]0 < |z—zo| < r}, dort habe
sie die Laurententwicklung 7% _a,(z — 20)" mit dem Hauptteil H(z) = Z;i_oo an(z — zo)".
Die Singularitét zg von f heifit nun

e hebbare Singularitéit, wenn a_,, = 0 fiir alle n € N, wenn also H(z) = 0 ist,

e Pol der Ordnung k, wenn a_j, # 0 und a_, = 0 fiir alle n > k ist, wenn also der Hauptteil
die Gestalt H(z) =521 an(z — 20)" hat,

n=—k

e wesentliche Singularitdt, wenn a_, # 0 fiir unendliche viele n € N ist, wenn also der
Hauptteil nicht durch eine endliche Summe dargestellt wird.

Hebbare Singularitdten und Pole fafit man auch unter der Bezeichnung , auflerwesentliche Sin-
gularitéten” zusammen. Gehen wir nun aber ein wenig weiter ins Detail und sehen uns die
unterschiedlichen Singularitéten genauer an:
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Am angenehmsten zu behandeln sind wohl die hebbaren Singularititen. Fiir sie gilt, dass der
gesamte Hauptteil der Laurententwicklung um sie herum verschwindet, dass also die Funktion
in einer Umgebung von zg als reine Potenzreihe

f(z) = Z an(z — 20)"
n=0

geschrieben werden kann. Dazu &quivalent ist, dass der Grenzwert lim,_,,, f(2) existiert, er ist
dann gleich dem Koeffizienten ay der Laurent-Entwicklung. Behebt man die Definitionsliicke
durch die Festsetzung f(zp) := agp so erhélt man eine in zy holomorphe Funktion.

Beispiel: Typischer Vertreter einer Funktion mit hebbarer Singularitéit ist f(z) = % Fiir den

Sinus erhélt man bei Entwicklung um z = 0 die Reihe sinz = 2z — g—? + 25—? F..., die Laurent-Reihe
der gesamten Funktion ist also

3
2—5+5F. .. 22 2t
_ 3 T _1_Z Lz
f(z) = . =1 3!—|—5!:F...

ot

Diese Potenzreihe definiert eine in ganz C holomorphe Funktion g mit g(z) = f(z) fiir z # 0
und ¢(0) = lim, o f(2) = 1.

Um einen Pol k-ter Ordnung verschwinden in der Laurententwicklung von f ja alle Koeffizienten
a_p mit n > k. Multipliziert man also eine solche Funktion mit (z — zg)* wird aus dem Pol eine
hebbare Singularitit, es ist lim, ., (z — 20)* f(2) = a_. Betrachtet man die Funktion selbst, so
ist lim, ., [ f(2)| = oc.

Beispiel: Musterbeispiel fiir eine Funktion mit Polen wére

flz)= .
(2) (z—20)% (2 — 21)

Diese Funktion hat einen Pol zweiter Ordnung in 2y und einen erster Ordnung in z;. Dement-
sprechend besitzt (2 — z0)? f(2) eine hebbare Singularitit in 2 = 2o, analog (z — z1) f(z) in
Zz=2Zz.

Schliellich und endlich haben wir es noch mit wesentlichen Singularitéiten zu tun. Da der
Hauptteil der Laurententwicklung in diesem Fall tatséchlich eine unendliche Reihe ist, kénnen
sie nicht mittels Multiplikation mit einer Potenz von (z — zp) in hebbare Singularitéiten um-
gewandelt werden. In der Umgebung einer wesentlichen Singularitit zg zeigen Funktionen ein
ganz erstaunliches Verhalten: So wird in jeder beliebig kleinen Umgebung U.(zy) jeder Wert
w = f(z) € C mit hochstens einer Ausnahme angenommen (,groer Satz von Picard“).

Beispiel: Eine wesentliche Singularitiit finden wir etwa bei f(z) = e'/* Wihlen wir ein belie-
biges 7 > 0 und geben eine (vollkommen beliebige) komplexe Zahl w # 0 vor. Nun untersuchen
wir, ob der Wert w von e!/# tatsichlich innerhalb von |z| = r angenommen wird:

Wenn w = f(z) = e'/# ist, dann ist umgekehrt z = f~!(w) = bgl;w = mmHiA%ng%k.
Durch ein geniigend grofles k (dieses ist ja frei wihlbar) kann der Betrag von z beliebig klein
gemacht werden, insbesondere also kleiner als 7. Es gibt also eine Stelle mit z = f~!(w) und
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|z| < r, dort ist natiirlich f(z) = w — wie es gefordert wurde. Da w # 0 véllig beliebig war, wird
eben jeder derartige Wert von unserer Funktion innerhalb eines beliebig kleinen Kreises stets
(sogar unendlich oft) angenommen.

Nun kann man auch erkdren, warum die im Reellen unendlich oft differenzierbare Funktion

_ e fiirx #£0
f(x)_{ 0 fire=0

keine ,verniinftige* Taylorentwicklung um z = 0 herum hat. (Die Taylorreihe verschwindet
identisch und stellt die Funktion daher nur in z = 0 selbst dar.) Komplex betrachtet hat f
nédmlich an x = 0 eine wesentliche Singularitét, was natiirlich jeden Versuch der Entwicklung in
eine Potenzreihe scheitern 1&8t.

Eine Anmerkung noch: Auch Verzweigungspunkte, wie sie im folgenden Kapitel erwihnt
werden, zéhlen zu den Singularititen, sie lassen sich aber nicht in das eben erwidhnte Schema
einordnen, da die entsprechenden Funktionen auch in beliebig kleinen punktierten Umgebungen
(im bisher betrachteten Sinne) nicht holomorph sind.

4.4 Der Residuensatz

Wir gehen nun daran, den Residuensatz herzuleiten, wobei wir uns vorldufig an folgendem
abstrakten Beispiel orientieren wollen:

Wir mochten das Integral ¢ f(z)dz berechnen, wobei der Integrand
f folgende Eigenschaften hat: Es soll ein einfach zusammenhéngendes
Gebiet G geben, in dem f mit Ausnahme endlich vieler Punkte z;, j =
1,..., N holomorph ist. Der einfach geschlossene Integrationsweg C' soll
ganz in G\ {z1,...,2n} liegen. Ansonsten aber erlegen wir C keine
Beschrinkungen auf, der Weg kann beliebig kompliziert sein und vor
allem mehrere, sagen wir n Punkte z; umlaufen.

Wie 148t sich nun das Integral ermitteln? Zuerst erinnern wir uns, dass
Integrationswege im Holomorphiegebiet des Integranden beliebig defor-
miert werden koénnen. Den Weg C koénnen wir also wie rechts dargestellt
verformen, ohne dass sich am Wert des Integrals etwas &dndert. Wenn
man die Geradenstiicke eng genug aneinanderriicken 148t, wird schlief3-
lich der selbe Weg in zwei verschiedenen Richtungen durchlaufen, die
Integrale heben sich weg, und es tragen nur noch die Integrale auf den
Kreisen zum Ergebnis bei.

Wir haben also als Zwischenergebnis (da sich die Punkte z; ohnehin beliebig durchnumerieren
lassen, kénnen wir der Einfachkeit halber annehmen, dass gerade die ersten n umlaufen wurden)

%)f(Z)dZ = ]Z:Z_f:]% f(z)dz

erhalten, wobei der Radius R natiirlich hinreichend klein sein muss. Nun miissen wir nur mehr
die Integrale entlang der Kreise bestimmen. Die Funktion f kann natiirlich ganz verschiedene
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Gestalt haben, mit Sicherheit aber ist sie jeweils in DR(zj) holomorph und 148t sich demnach
dort in eine Laurentreihe entwickeln. Wir erhalten also:

?{ f(z)dz = f +ZOO an(z — zp)"dz = Z an, f (z — z09)"dz,

|2—2;|=R le—zj|=R "> "I e—z|=R

wobei die Vertauschung von Integration und Reihenbildung durch die gleichméflige Konvergenz
der Laurentreihe gerechtfertigt ist. Nun wissen wir aber, dass das Integral f\z—zﬂ: r(z — 20)"dz
stets den Wert Null ergibt — auler wenn gerade n = —1 ist, dann erhalten wir 27¢. Von den
unendlich vielen Termen in der Laurentreihe tragt also nur jener fiir n = —1 zum Integral bei,
es bleibt also jeweils nur ein 27ia_; tibrig. Insgesamt erhalten wir also, wenn wir a_; wie schon

frither vereinbart mit Res bezeichnen:

f f(z)dz = 27riiRes (f;25)
c =

Nun ist auch klar, warum gerade der Koeffizient a_; eine solche Sonderstellung hat — er ist es,
der den Wert derartiger Integrale bestimmt.

Bisher haben wir immer von einem einfach geschlossenen Weg gespro-
chen, weil das das Verstéindnis erleichtert, doch in Wirklichkeit ist das
eine vollig unnétige Einschrankung. C' koénnte ohne weiteres auch so
aussehen wie rechts dargestellt, und noch immer bliebe unsere Formel
richtig, sofern wir eine kleine Ergénzung anbringen. Fiir einen k-fach
umlaufenen Kreis ergibt das Integral §(z — z0)~'dz ja den Wert k27i,
wobei k durchaus auch negativ sein darf. Diesen zusétzlichen Faktor
miissen wir also noch erfassen.

Mehrfach umlaufene Punkte konnen wir aber einfach durch die Windungszahl Ind ¢(z;)
beriicksichtigen, auch in der Gegenrichtung durchlaufene Punkte werden so gleich mit dem
richtigen Vorzeichen erfafit. Da der Index fiir {iberhaupt nicht umlaufene Punkte Null ist, konnen
wir die Summe dann auch iiber alle Punkte z; € G erstrecken. Wir erhalten also letzendlich den
fundamentalen Zusammenhang:

RESIDUENSATZ

G sei ein einfach zusammenhéngendes Gebiet. 21, 29,...2xy € G seien
endlich viele (paarweise verschiedene) Punkte. Die Funktion f sei auf
G\ {z1,...,2zn} holomorph. Dann gilt fiir jeden geschlossene Weg C,
der ganz in G \ {z1,..., 2N} verlduft:

7{]‘“ Ydz = 2mi - Z Res (f,z;) - Ind ¢(24))

7j=1

Das Berechnen von Kurvenintegralen ist unter geeigneten Voraussetzungen also auf blofes
Abzahlen, Finsetzen und Summieren zuriickgefiithrt — Integrieren fiir Volksschiiler sozusagen. Ein
grofler Haken scheint allerdings zu bleiben: Wihrend sich die Windungszahlen Ind ¢(zp) durch
bloBes Hinschauen bestimmen lassen, muss man doch, um die Residuen ablesen zu kénnen, die
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Funktion f um jede relvante Singularitét z; in eine Laurentreihe entwickeln. Bringt denn der
Residuensatz bei dem Aufwand, den das bedeutet, noch wirklich etwas?

Gliicklicherweise gib es hier ein Schlupfloch, durch das einem die Laurententwicklung oft
erspart bleibt. In den meisten Féllen hat man es ndmlich mit Polen k-ter Ordnung zu tun, und
bei Entwicklung um diese hat die Laurentreihe die Form

. a_j a_q
f(z) = o) +...+ p—
Multipliziert man eine solche Funktion mit (z — z9)*, leitet sie (k — 1)-mal nach z ab und setzt
dann z = zg, dann bleibt nur mehr der Term (k — 1)!a_; iibrig.

Man erhélt also als Residuum an einem Pol k-ter Ordnung die Formel

1 ) dk:—l .
w—mﬁﬁbﬁ1WMf@ﬂ' (44)

Speziell fiir Pole erster Ordnung ergibt sich
Res (f;20) = Zerzlo [(z — 20) f(2)], (4.5)

+ag+ai(z —2) Fas(z —2)* +...

Res (f; 20) =

fiir Pole zweiter Ordnung erhélt man Res (f;29) = lim,_.., [d% ((z = 20)% f(2))]-
Aus der Formel folgt aufilerdem: Wenn f und g holomorph an zg sind und weiters f(z9) # 0,
g(z0) = 0 und ¢'(zp) # 0 ist, dann gilt:

f ) f(=0)

Res [ =520 ) = 4.6
(9 ) " g'(z0) (46)

Auch aus einer Partialbruchzerlegung kénnen die Residuen meist direkt abgelesen werden.

Beispiel: Die Funktion f(z) = m hat an z = +i einen Pol erster, bei z = —1 einen
zweiter Ordnung. Fiir die Residuen an diesen Punkten erhalten wir:

Res (f;+i) = zliqi{<z—i)ww}:zlilﬁi (z+1)2 (1+i)? 2

mﬂﬁ4>:z§hZ%54ﬁww;+m}:ﬂ$i{wgﬁ

I Z2—1—Z —1 7 1
== 11m = - = —
z2——1 (z — i)2 (-1— i)Q 1+2:—-1 2

Beispiel: Wir berechnen die Residuen von f(z) = ZZ4+_11 an den drei Polen erster Ordnung

z=+1, z=+4i und z = —i. (An z = —1 liegt eine hebbare Singularitit.)

. 2 _ .
Res (5553 +1) = 5y =2 Res (55 +i) = 55|,y = 58 = =1
. 2 1
Res (Zitll; —1) =0 (hebbar) Res (;44211; —i) = Zer?)l 2=—i Z4z+42 ’z:fi = 14 .

Beispiel: Die rationale Funktion f mit der Partialbruchzerlegung

1 2 1 1 1
- : _9
S e T P T e Sl pop

hat die Residuen Res (f;+1) =1, Res(f; —2i) = % und Res (f;+3) = —2.

Mit diesen Formeln bewaffnet kénnen wir uns nun einigen konkreten Beispielen fiir den Residu-
ensatz zuwenden. An ihnen wird auch deutlich, welche Vereinfachung der Satz beim Berechnen
von vielen Integralen wirklich bedeuten kann.
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Beispiel: Wir berechnen dazu die Integrale

2241
/ 22—z—2d2
C

entlang der fiinf rechts dargestellten Kurven C; bis Cs.
Zunéchst einmal bestimmen wir Art und Lage der Resi-
duen: Die quadratische Gleichung 22 — z — 2 = 0 hat die
beiden Losungen 212 = % + %4—2 = % + % Also hat

flz) = #tL = € +2IZ)J(21_2) zwei Pole erster Ordnung an
z=—1und z = +2.

Nun berechnen wir an diesen Stellen die Residuen. Dalfiir erhalt man

es(f,—1) 2111_11(24' )(z+1)(z—2) P RO -1-2 3
2241 241 441 5

R 2) = lim(z—2)——0—— = 1i = =3

es(f,—i—) zl_%(z )(Z+1)(Z_2) z—1>I£11 Z+1 2+1 3

Im dritten Schritt bestimmen wir die Windungszahlen:

Inde,(-1) =41 Indg,(-1)=-1 Inde(—1)=0 Indg,(—1)=-1 Indc,(—1)=0
Inde,(+2) =+1 Inde,(+2) =41 Inde(+2)=—-2 Inde,(+2) =0 Inde,(+2)=0

Cy
<
-2 a1 1 2 -2 -1 1 2 -2 -1 1 2 -2 =1 1 2 -2 -1 1 2
s

Jetzt steht dem Berechnen der Integrale nichts mehr im Weg:

f(z)dz = 2mi{Res(f,—1)Ind ¢, (f,—1) + Res (f,+2)Ind ¢, (f,+2)} =

Cq

= 2mi{3-1+3 1} =2mi-§ =dmi
Rz = 2mi {1 (=) + 31} =2mi- 4 = 8¢
2
| Je)ds = mi{f0+ 5 (-2)) =2mi () = -2
3

fz)dz = 2mi{i - (-1)+3 0} =2mi (%) =-2¢
Cy

f(z)dz = 2mi{}-04+2.0}=0
Cs

Das letzte Integral erhélt man bereits aus dem Cauchyschen Integralsatz, iiberhaupt lassen
sich sowohl dieser als auch die Cauchysche Integralformel als Spezialfille des Residuensatzes
auffassen (keine Singularitéit bzw. nur ein Pol erster Ordnung).
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4.5 Berechnung reeller Integrale mittels Residuensatz

Wir kommen jetzt zur Rolle des Residuensatzes bei reellen Integralen. Nun ist es keineswegs
offensichtlich, dass solche komplexen Kurvenintegrale {iberhaupt irgendwie helfen kénnen, ein
reelles Integral f; f(x)dx zu ermitteln, in vielen Fillen ist aber genau das der Fall.

Im wesentlichen kann das auf zwei Wegen vor sich gehen: Entweder ein reelles Integral wird
durch eine geeignete Substitution in ein komplexes Kurvenintegral umgewandelt oder aber man
betrachtet eine geschlossene Kurve, die zum Teil auf der reellen Achse verlauft und bei der die
Integrale iiber die anderen Kurvenstiicke entweder von vornherein bekannt sind oder iiberhaupt
verschwinden.

Beim ersten Integraltyp, den wir behandeln wollen, kommt die Taktik der Substitution zur
Anwendung. Konkret geht es dabei um Integrale iiber rationale Funktionen von Sinus und Co-
sinus, also
2™ P(cost,sint)

2T
1= R t,sint) dt =
/0 (cost, sint) o Q(cost,sint)

P und @ stehen dabei fiir beliebige Polynome in zwei Variablen.

In diesem Fall werden die Mittel der Funktionentheorie nicht unbedingt benétigt, da sich
ein solches Integral auch mit rein reellen Methoden auswerten 148t, das kann aber einen gewal-
tigen Aufwand bedeuten. Wegen cost = (e + e~) und sint = (e — e7) kann man das
urspriinglich reelle Integral aber auf eines iiber den Einheitskreis umschreiben. Setzt man nun
z = €', so ist dz = ie*dt = iz dt und man erhilt

I= ¢ LR(G(z+1),5(x~3)) dz
|2]=1 =:f(2)

Wenn nun kein Pol, also keine Nullstelle des Nenners auf dem Einheitskreis selbst liegt, wird der
Residuensatz anwendbar und man erhilt fiir das Integral

/27r R(cost,sint) dt = 2mi Z Res (f(2), zj), (4.7)
0 |z]<1

wobei f(z) := LR(3(z+ 1), L (2 — 1)) definiert wurde.

)

Beispiel: Wir berechnen das Integral I = 027r m dt. Zunéchst erhalten wir
£(2) 1 1 z 1 Z 1
Zz) = — = — = —
iz(5+43(z+1))2 i (2224+52+2)2 4i(2+ 5)%(2+2)2
Diese Funktion hat bei z = —% und z = —2 jeweils Pole zweiter Ordnung, nur z = —% liegt

dabei innerhalb des Einheitskreises. Fiir das Residuum an diesem Punkt ergibt sich:

1 ) d 1.5 - d z
fes (f’2) N zlfil;dz{(Hz) f(z)} _zlilfl;cu{4i(z+2)2}

I 1 2z 1 n 2 )
= 11m —_ = —_— _— = —
z——1 4i(z+2)%  4i(z+2)3 9% 27 273
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Insgesamt erhalten wir also

J/QW 1 G — 2 5 107
At =2m - — = —.
o (5+4cost)? 27 27

Der néchste Typ von Integral, den wir behandeln wollen, ist von der Form

+o00o
1= ggg i,

—0o0
wobei P und @ beide Polynome sind und Grad @ > 2 + Grad P gelten soll, auflerdem darf )
keine reellen Nullstellen besitzen.
Nun betrachten wir den rechts dargestellten Integrations-
weg. Der Radius R sei dabei so grof3, dass alle Pole, die sich
in der oberen Halbebene befinden, innerhalb des Halbkreises
liegen. Dann gilt:

fage = [agns o
. P(z
= 2wzlmzzj>0Res (QEz;,z])

Bisher haben wir noch nicht viel gewonnen, denn wir wissen ja nicht, welchen Wert das Integral
fm iiber den Halbkreis hat. Setzen wir aber die Abschéitzung fiir Kurvenintegrale an, so ergibt

sich
/ P(2) P(z)|
n Q(2) Q(2)

Fiir grofle R fillt \58| unter den obigen Voraussetzungen zumindest so schnell wie ﬁ mit
a = const ab; die Lange des Halbkreises ist L(N) = mR. Wir erhalten also

J

und dieser Ausdruck geht gegen Null, wenn R gegen Unendlich geht. Fiir R — oo erhalten wir

s [ZggdLJMi§:R$<gzy%>- (4.8)

Im z;>0

L(N).

dz' < max
N

z

B(
Q(z

T

fv

;dzlgngR:

Beispiel: Wir berechnen

00 t6 1 00 tﬁ
Y L
o 1+t o) 1+t

. . . cm+2mk . s s
Die Nullstellen des Nenners befinden sich bei zp = €8 | davon liegen zp = e's, 21 = ¢e's |

-5 -7
2o = e's und 23 = e's in der oberen Halbebene. Die Residuen haben den Wert

6 6

z Z; 1
Res |~z ) = -2 = —.
es(1+ﬁﬁ %> 827 8z
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Damit erhilt man (unter Beriicksichtigung der Symmetrieeigenschaften cosp = —cos(m — ¢)
und sin ¢ = sin(m — ¢)):

271 3 1 17 i 3w ;57 ;I
I = 28;%—8{6 8 +e 8 t+e 8 +e 8}—
i ™., m 3t . 3w om . . 5w w77
= 8{0058—zsm8+0088—zsmg—l—cosS—zsmg—i—cosg—zsmS}:
= m{—Qisinﬂ—%singw}:ﬂ{sinﬂ—l—sin%}
8 8 8 4 8 8

Ganz dhnlich lassen sich auch Integrale vom Typ

toP@)
I = ( )ezat dt7
—oo Q1)
behandeln. Dabei sollen P und @ Polynome mit Grad@ > 1 4 Grad P sein, und ) wieder
keine reellen Nullstellen besitzen, « sei eine beliebige positive (reelle) Konstante. Mit einer
dghnlichen Abschétzung wie oben kann man wieder zeigen, dass das Integral iiber den Halbkreis

verschwindet, und es bleibt

e @eiat — 97 es P(Z)eiaz Py
e S e (e, (+9)

Imz;>0

Sind P und @ fiir reelle Argumente beide reellwertig, so zeigt sich durch Betrachtung von Real-
und Imaginérteil weiters:

J:O ggg cos(at)dt = Re ¢ 2mi Im;w Res (gg; el zj>
! (4.10)
_J:O gEg sin(at) dt = Im < 2mi ImZZj>O Res (SEZ el zj>
P(t)

Diese Formeln gelten auch dann, wenn man statt el0] eine beliebige Funktion F'(t) betrachtet, fiir

die limp—.00 SUP|,|—p |F'(z)] = 0 ist. Verantwortlich dafiir, dass die Voraussetzungen gegeniiber

dem vorherigen Typ j;o % dt so abgeschwiicht werden konnen, ist dass der Betrag von e'®* =

el tiy) — glaze—ay gleich e~ ist. Es ergibt sich also ein zusitzlicher exponentieller Abfall fiir
grofe Imaginérteile, und deshalb verschwindet das Integral {iber den Halbkreis auch unter viel
moderateren Bedingungen. Ganz salopp: Die e-Funktion macht das Integral konvergenter.

Auch eine weitere Voraussetzung kann man fallenlassen: Dazu gehen wir -#
von « > 0 auf —a < 0 iiber und betrachten dafiir einen Integrationsweg,
der nicht in der oberen, sondern in der unteren Halbebene geschlossen
wird. So erhélt man die zu oben weitgehend analoge Formel:

+oo P<t) —iat — 97 es P(z)e—iozz o
[ G = om 3 R (e s)

Im Zj <0
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Das zusétzliche Minus stammt daher, dass jetzt der gesamt Weg in mathematisch negativer
Richtung durchlaufen wird, was sich natiirlich auf die Windungszahlen Ind ¢(2;) im Residuensatz
auswirkt.

Beispiel: Wir ermitteln I = [ k2j—t2 et dt mit k, o € RT. Die rationale Funktion ﬁ hat

Pole erster Ordnung an z = =ik, davon interessiert uns hier (¢ > 0) nur der in der oberen
Halbebene, also z = +ik. Fiir das Residuum ergibt sich

Res (—C ik ) = lim 4 (2 — ik)——C _e ™
k2 + 227 ik (z —ik)(z +ik) | 2ik

und fiir das Integral damit

o) —ak
1 ot .€ T ok
dt p— 2 p— « .
/_oo K21 2¢ ™ok T kC

Da 5+ fiir reelle ¢ ebenfalls immer reell ist, haben wir damit automatisch auch (Betrachtung

e
von Real- und Imaginérteil)
/ % dt = Le—ok und / % dt =0
Coo K2+t k oo k24t

bestimmt. Dass das zweite Integral verschwindet, folgt nebenbei auch bereits aus den Symme-
trieeigenschaften des Integranden.

Daneben gibt es noch viele weitere reelle Integrale, die sich durch Anwendung des Residuensatzes
auf geschickt gewihlte Funktionen und Integrationswege ergeben. Einige Beispiele dafiir:

. . 2
e’LZ e’Lﬂ'Z

flz)=— f(z) = flz) =€

z sinmz

Va
l 7 l

[o.¢] 3 t (o) o o 1
/ Mg =" / e dt = i / costht:/ sint2dt = =/~
o t 2 —oo 0 0 2V 2

Fiir alle diese Integrale gibt es eine gute Kontrollmoglichkeit, um herauszufinden, ob man wenig-
stens richtig gerechnet haben kdnnte. Wenn der Integrand auf dem ganzen Integrationsintervall
reell ist, muss das Ergebnis auch rein reell sein, ganz egal wie viele funktionentheoretische Tricks
und Hilfsmittel man auch verwendet haben mag. Jedes ¢ im Endergebnis ist ein deutlicher Hin-
weis darauf, dass irgendwo etwas schiefgegangen ist.

Nur nebenbei erwéihnt sei am Ende noch, dass sich auch bestimmte Reihen mit Hilfe des
Residuensatzes berechnen lassen. Paradebeispiel dafiir ist die Partialbruchzerlegung des Cotan-

gens:
1 1 1 1 = 2z
t - — — = — -
neZ\{0} n=1
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4.6 Ubungsaufgaben

1. Man bestimme die Konvergenzradien der folgenden Potenzreihen:

= 1 n = 1 n - -2n A\
a) ;MZ b) nzz:ln27nz3 c) g(ﬁ —1)(z —1)

z2n+1

00 3n . 50 = ) n
d) nz::lzn_lz e) ;n(n+1)(n+2) f) §(1+(—1) + o)z
g) }E:7l—nzn h)

n=1

WE

o0
(14 5)red2m i) > (1= 5H") (4 2)
n=1

3
Il
—

Fiir die ersten drei Reihen erhalten wir

R, — lm (n+1)(n+2) ~ fim (n+2)
n—oo  n(n+1) n—oo MmN

R, = limsup\/1/%/1/(n27%) = lim \/ /n V27" = V/1-27 =3
n—00 n—0oo
R. = 1/limsup V/i2" +1=1/limsup {/(-1)"+1=1/ lim V2=1

n—oo n—oo

=1

2. Man entwickle die Funktion e 2%?

den Konvergenzradius der Reihe.

in eine Taylorreihe um den Punkt z = 0 und ermittle

Die Taylorreihe von e* um z = 0 ist » 7 %,L Nun setzen wir u = —2z und erhalten:
oo o0 oo
2. N (222)" L o~ () o~ (22)"
€ - Z nl Z n! - Z n! “
n=0 n=0 n=0

Da die Taylorreihe von e* fiir ganz C konvergiert, ist das auch fiir jene von e~2* der Fall
(z = —%), das kénnen wir symbolisch mittels R = oo schreiben.

3. Man ermittle ohne Rechnung den Konvergenzradius bei Entwicklung der jeweils angegebe-
nen Funktion um den Punkt zo in eine Potenzreihe: a) f(z) = GonGTy um 2 =0, b)

f(2) =Log(z) um 29 =2+1i, ¢) f(2) =1/sin(1) um z =  +1.
In a) hat die Funktion f Singularitdten in den Punkten z = +i und z = —2. Die erste hat

von der Entwicklungsmitte z = 0 den Abstand R = 1, und das ist gleichzeitig auch schon
der Konvergenzradius der Potenzreihe.

4. Man ermittle die Laurentreihenentwicklung der Funktion sin( Z%) um z = 0.

5. Man entwickle die Funktion
1
f(z) = =

24— 21z
in Laurentreihen um die Punkte z1 = 0 und zo = 2i (jeweils zwei Bereiche).
6. Man berechne die Laurentreihenentwicklung der Funktion
1
(z—=1)(z—2)

a) fir |z| <1, b) firl <|z| <2 und c) fir |z| > 2.

f(z) =

o8



10.

11.

12.

13.

Man entwickle die Funktion

1
&)= e+

i eine Laurentreihe

a) firl <|z| <3,0b) fir|z| >3, ¢) fir 0 < |z+ 1| <2 und d) fir |z| < 1.

Wo haben die folgenden Funktionen Singularititen und um welche Art handelt es sich
jeweils?
1

sin 2 1
) I = e WG = L p 0 I = 5 ) 6) = g
Man zerlege die Funktion
422 — 22 + 8

f(Z):z3—z2+4z—4

in Partialbriche und ermittle die Residuen an den Polstellen. (Hinweis: Eine Nullstelle
des Nenners liegt bei z = +1)

Man ermittle die Residuen der folgenden Funktionen an allen Singularititen:

a) f(z) =

2 TZ 1

0 () = 5 ©) £ = g

z
2+1

eﬂ'Z

22— (1+2i)z+ 24

Man berechne mit Hilfe des Residuensatzes die Integrale diber f(z) =

22

und g(2) = 2+ (1+1i)z+1

entlang der folgenden Kurven Cy bis Cs.

ARV
U(gy {/é j C;

Man berechne mit Hilfe des Residuensatzes die Integrale iiber f(z) = - — und
z(z —1)(z + 21)
9(z) =

entlang der Kurven C7 bis C3 aus dem vorangegangenen Beispiel.

N
NI

Z 4 cosmz
2(z —2)(z — 2i)

Mittels Residuensatz berechne man die folgenden reellen Integrale:

27
cos 3t sin 3t
tdt b t tdt,
a)/ sin )/ sinf cos c)/ 5 — 4cot )/ 5—3cost SCost

a) Aus Symmetriegriinden gilt

T 1 27
/ sin?tdt = = / sin® ¢ dt.
0 2 Jo
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N

15.

16.

17.

18.

19.

Nun definieren wir

11 N> 1 [, 1y 1 2 1
=g (-0) = (e s) = n - Ees)

Aus dieser Darstellung 143t sich unmittelbar

Res(0) = (— )+ (-2 = 5

1 1 T
-2

Dieses Ergebnis folgt auch ohne komplexe Hilfsmittel fast direkt aus einer graphischen
Betrachtung und der Identitit sin?t + cos?t = 1.

ablesen, und wir erhalten

Mittels Residuensatz berechne man die folgenden reellen Integrale:

)/-i-oo 1 J ) +oco t2 J ) +oo 1 p
a ———dt, b / ——dt, c / - dt
N | e 01 R e A |

Mittels Residuensatz berechne man die folgenden reellen Integrale:

cost * ¢sint t2 cost edit
dt, b dt dt, d - dt
a)/o 116 )/ 214 ’c)/o 181 )/ 2 + int 1 272

inh z
Man berechne das Integral / 821117 dz entlang der unten in a) dargestellten Kurve mit
Cp 2%+ 7
Anfang zpo = 2 und Ende zgp = —2.

S5

61/22
Man berechne das Integral j{
o Log 2

dz entlang der oben unter b) dargestellten Kurve.

Mit Hilfe des Residuensatzes zeige man die Fourierdarstellung der Stufenfunktion:

+oo —iwt .
. 0 furt<O
LY 1+igdw_@(t)'_{1 fiir ¢ > 0

Mit Hilfe der Potenzreihendarstellung zeige man, dass die Nullstellen holomorpher Funk-
tion isoliert sind; daraus leite man den Identititssatz fir holomorphe Funktionen (siehe
Kapitel iber Kompleze Differenzierbarkeit) ab.
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Kapitel 5

Weitere Siatze und Begriffe

Mit dem Residuensatz haben wir in gewisser Hinsicht den Gipfel dessen erreicht, was wir be-
handeln wollen. Was nun noch folgt, ist ein buntes Mosaik von Vertiefungen fiir diejenigen, die
mehr Interesse an der Thematik haben.

Zundchst werden einige Sdtze vorgestellt, die dem Residuensatz nahestehen und die es erlau-
ben, Aussagen tber das Nullstellenverhalten mancher Funktionen zu machen oder sogar auf den
ersten Blick recht unangenehm wirkende Integrale zu ermitteln.

Im ndchsten Abschnitt beschdiftigen wir uns nédher mit dem Verhalten von Funktionen im
Unendlichen; dabei werden wir als Hilfsmittel die Riemannsche Zahlenkugel kennenlernen, die
sich als im Prinzip gleichwertig zur komplexen Ebene herausstellen wird.

Das Konzept der analytischen Fortsetzung wird es uns erlauben, das Definitionsgebiet man-
cher holomorpher Funktionen zu erweitern, dabei werden wir aber auch auf einige Probleme
stoflen, die sich erst durch die Finfihrung der Riemannschen Fldchen l0sen lassen. Durch diese
werden auch bisher mehrdeutige Funktionen wie log z oder {/z wieder so eindeutig, wie man es
sich von einer Funktion nur winschen kann.

Danach wenden wir uns konformen Abbildungen zu und studieren ihre geometrischen Ei-
genschaften. Das wird uns im folgenden Abschnitt sehr zugute kommen, wo sich konforme Ab-
bildungen zusammen mit der Poissonschen Integralformel als Schliissel zu Problemen aus der
Potentialtheorie erweisen werden. Abgerundet wird dieses Kapitel schlieflich durch einen Aus-
blick, was es auf dem weiten Feld der Funktionentheorie noch so alles zu entdecken g¢ibt, das
Spektrum reicht von elliptischen Funktionen bis zu Hilfsmitteln fiir die Zahlentheorie.

5.1 Der Satz von Rouché

Aus dem Residuensatz folgen mehr oder weniger direkt weitere interessante und niitzliche Sétze,
von denen wir hier einige vorstellen wollen: Zunéchst wollen wir uns dabei mit dem Satz von
Rouché beschiftigen:

Wenn f und g holomorph innerhalb und auf einer einfach geschlossenen Kurve C sind und
auf ganz C gilt, dass |g(z)| < |f(z)] ist, so haben f+ g und f innerhalb von C' die gleiche Anzahl
von Nullstellen. (,Kleine Stérungen #ndern das prinzipielle Nullstellenverhalten nicht.*)

Dabei miissen Nullstellen entsprechend ihrer Vielfachheit gezihlt werden, eine Nullstelle
dritter Ordnung etwa zéhlt fiir den Satz von Rouché wie drei einfache Nullstellen.

Mit Hilfe dieses Satzes konnen die Nullstellen vieler Funktionen f (insbesondere von Poly-
nomen hoheren Grades) untersucht werden, ohne dass die Gleichung f(z) = 0 geldst werden
miifite (was analytisch ja meist gar nicht moglich ist.)
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Beispiel: Fiir das Polynom P(z) = 210+ 627 + 25 + 2 + 2 zeigen wir zuerst, dass alle Nullstellen
innerhalb von |z| = 2 liegen, und dann, dass sich sieben innerhalb von |z| = 1 befinden.

Wir withlen nun f(z) = 2% und g(2) = 627 + 2° + 2 + 2. Dann gilt fiir |z| = 2 auf jeden Fall
die Abschéitzung:

|9(2)] = 1627 + 2% + 2 + 2] < 6]27| + [2°] + |2 + 2 < |21 = |f(2)]

Der Satz von Rouche wird also anwendbar und sagt uns, dass f(z) und P(z) = f(2) + g(2)
innerhalb von |z| = 2 die selbe Anzahl von Nullstellen haben. f(z) = 2! hat in z = 0 eine
zehnfache Nullstelle, also muss auch auch P innerhalb dieses Kreises zehn Nullstellen haben.
Fiir den zweiten Teil der Aufgabe wihlen wir f(z) = 20 + 627 = 27(2% 4+ 6) und g(2) =
2% + z + 2. Die Dreiecksungleichung liefert uns wieder eine Abschitzung, diesmal fiir |z| = 1:

19(2)| = |22+ 24+2| < |25+ 2| +2 =4 <5 < |29 4627 = | f(2)|

Nach dem Satz von Rouché haben f(z) und P(z) = f(z) + g(z) also innerhalb von |z| = 1
gleich viele Nullstellen. Die neue Funktion f hat eine siebenfache Nullstelle bei z = 0 und drei
Nullstellen mit dem Betrag /6 > 1. Demnach hat auch P innerhalb des Einheitskreises sieben
Nullstellen.

Eng verwandt mit dem Satz von Rouché ist auch die folgende Aussage iiber das Integral der
logarithmischen Ableitung (log f(z))" = J;((ZZ)):

G sei ein einfach zusammenhdngendes Gebiet, f sei meromorph in G. C sei ein einfach
geschlossener Weg mit C* C G, wobei auf C* keine Null- und Polstellen von f liegen. Ny sei
die Anzahl der Null-, Py die Anzahl der Polstellen von f in int(C'), wobei beide Arten so oft zu

zdhlen sind, wie es ihrer Vielfachheit/Ordnung entspricht. Dann gilt:

1 [ f'(2)
— dz=Ns—P 5.1
(Satz vom Null- und Polstellen zéhlenden Integral)

Abgesehen vom rein akademischen Interesse kann dieser Satz in speziellen Féllen das Ermit-
teln von Integralen auf einfachem Weg erlauben:

827+102%+6
z|=2 28+4+225462+7
wir, dass der Zihler im Integranden gerade die Ableitung des Nenners ist. Die Funktion f(z) =
28 4+ 22° 4+ 62 + 7 hat keine Pole, und der Satz von Rouché sagt uns weiterhin, dass alle acht
Nullstellen innerhalb des relevanten Kreises |z| = 2 liegen, denn es ist ja |22° + 6z + 7| <
2|2°| 4+ 6|z| + 7 = 77 < 256 = |28|. Der Satz vom Null- und Polstellen zéihlenden Integral ergibt

also mit Ny =8 und Py = 0:

I—/ (22 +2254+62+7)
o |2|=2 28+225+62—|—7

Beispiel: Wir wollen das Integral I = f‘ dz ermitteln. Mit Adleraugen erkennen

dz = 2mi - Ny = 16mi

Ganz allgemein gilt im Fall P; = 0, also fiir eine in G' holomorphe Funktion, wenn man
die iibrigen Voraussetzungen des vorherigen Satzes beibehélt: Definiert man zu C' : z(t) eine
weitere geschlossene Kurve I'(t) = f(z(t)), so gilt das Prinzip vom Argument: Ny = Indr(0)
Die Windungszahl Ind rr des Ursprungs z = 0 z&hlt also die Nullstellen der Funktion im Inneren
der Kurve C.
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5.2 Verhalten im Unendlichen

Wir wollen nun darangehen, das Verhalten von Funktionen im Unendlichen unter die Lupe zu
nehmen. Um aber das Unendliche tiberhaupt irgendwie einordnen zu kénnen, benutzen wir ein
auf den ersten Blick recht merkwiirdiges Objekt, das aber im Prinzip dquivalent zur komplexen
Ebene ist. Zunéchst einmal betten wir die betrachtete © — y-Ebene in einen dreidimensionalen
Raum ein, dessen kartesische Koordinaten wir aus Liebe zum griechischen Alphabet (und um
Verwechslungen zu vermeiden) mit (£, 7, () bezeichnen. Dabei soll aber weiter x = £ und y =7
sein.

In diesem Raum nehmen wir nun eine Kugel mit
Mittelpunkt (0,0, ) und dem Radius r = 3, also

E+n’+((—3) =

- =

Man spricht dabei von der Riemannschen Zah-
lenkugel. Verbinden wir nun einen beliebigen =55
Punkt z = z + iy mittels einer Geraden mit =
dem Nordpol N = (0,0,1), so ergibt sich stets E"
ein eindeutiger Schnittpunkt auf der Kugelo- &
berfliche. Dass diese Abbildung ein wenig ver- _
zerrt (das Innere des Einheitskreises wird auf © . : o ;
die Stidhalbkugel abgebildet, alles aulerhalb von ; =
|z| = 1 auf die Nordhalbkugel), soll uns nicht “=
weiter storen.

Wichtig ist, dass jedem Punkt z = x + iy eineindeutig ein Punkt auf der Kugel entspricht.
Umgekehrt entspricht auch jeder Punkt auf der Kugel einem in der komplexen Ebene — mit
Ausnahme des Nordpols. Diesem kann man nun den ,,unendlich fernen Punkt“ z = oo zuordnen.
Da auf der Zahlenkugel der Nordpol keine besonders ausgezeichnete Rolle spielt, ordnet sich
durch die oben erwihnte bijektive Abbildung Kg «» C := C U {oo} auch der unendlich ferne
Punkt auf natiirliche Weise in unsere Betrachtungen ein.

Wollen wir nun Funktionen in einer Umgebung von z = oo (also fiir betragsméBig grofie
z) untersuchen, so kénnen wir das durch eine Transformation z — L, g(w) := f(2) auf die
Untersuchung von g in der Umgebung des Nullpunktes w = 0 zuriickfithren. Man sagt nun,
f besitzt in z = oo eine bestimmte Eigenschaft (Nullstelle, Pol k-ter Ordnung, wesentliche

Singularitit), wenn das fiir g im Punkt w = 0 gilt.

Beispiel: Die Funktion fi(z) = Z% hat im Unendlichen eine Nullstelle zweiter Ordnung, weil
g1(w) = w? eine ebensolche in w = 0 hat. Analog hat f»(z) = 2® im Unendlichen einen Pol dritter
Ordnung, denn g2(w) = % hat einen solchen im Nullpunkt. f3(z) = e* hat wegen g3(w) = e'/*
im Unendlichen eine wesentliche Singularitét.

Eine Ausnahme ist in dieser Hinsicht das Residuum im Unendlichen. So wird ndmlich nicht
einfach das Residuum der Entwicklung von ¢ um w = 0 genannt, sondern zu diesem Begriff
kommt man durch eine andere Uberlegung: Wir betrachten dazu eine Funktion f, die holomorph
in C\ {z1,...,2n} ist. Nun sei >.7°° _a,2" die Laurententwicklung um zy = 0, die auBerhalb
von |z| = R := max; |z;| giiltig ist.
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Die Kurve C : z(t) = Rie™%, t € [0,27] mit By > R umliuft nun den
unendlich fernen Punkt im mathematisch positiven Sinne (,,z = oo liegt z |, 2,
links von C'*), und man erhilt
&
EY RO
— z)dz = —a_q.
2mi Jo !
*Z]

Aus diesem Grund nennt man in dieser Entwicklung —a_; das Residuum >
im Unendlichen, man bezeichnet es mit Res (f, c0).

Da das Integral entlang der (nun positiv orintierten) Kurve |z| = R; gleich
2mi Z;Vﬂ Res (f, zj), andererseits aber auch gleich —27i Res (f, c0) ist, gilt stets

ZRes (f,2j) + Res (f,00) = 0. (5.2)

J=1

Diesen Zusammenhang kann man entweder benutzen, um ein beliebiges Residuum zu berechnen
oder aber um seine Rechnungen zu kontrollieren. Eine Anmerkung noch: Die Reihe Y 07 a,2"
heifit Hauptteil der Entwicklung um z = oo, in diesem besonderen Fall ist das Residuum also
kein Koeffizent des Hauptteiles.

Beispiel: Die rationale Funktion

3z—(2+4) 1 2
2—(1+i)z+i z—1 z—i

f(z) =

hat die beiden Residuen Res(f,+1) = 1 und Res (f,+i) = 2. Als Laurententwicklung um z = 0
fiir |z| > 1 erhalten wir

A B S RN o D
2—1  z1-1" 2 P _Zznﬂ_zz
z —0 — =

n n=0 n=-—o0o
o) . o) . -1
- = —_ - = — —_ = _— —Z
z—1 z1-2% 2z z zntl gl
z n=0 n=0 n=-—00

Die Funktion selbst hat also die Darstellung
—1
2 n 2
f(z): Z <1+Z.n+1>2’ an:1+inﬁa a_1=3.
n=—oo

Das Residuum im Unendlichen ist also Res(f,00) = —a_; = —3, und tatséichlich ist damit
Res (f,+1) + Res(f, +i) + Res (f,00) = 0. Natiirlich hétten wir das Residuum in Unendlichen
auch direkt iiber diese Beziehung bestimmen konnen:

Res (f,00) = —{Res(f,+1) + Res (f,+i)} = -3

Umgekehrt wére es auch moglich, entweder das Residuum in z = 41 oder in z = 4+ iiber jenes
im Unendlichen zu ermitteln, sofern das jeweils andere schon bekannt ist.
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5.3 Analytische Fortsetzung und Riemannsche Flidchen

In vielen Féllen ist man daran interessiert, eine (holomorphe) Funktion f, die auf einem (viel-
leicht nur kleinen) Teil von C definiert ist, auch fiir einen gréferen Bereich zu erkldren. Nun
seinen G1 und G zwei Gebiete mit nichtleerem Durchschnitt D := G NG5 # ), und es sei eine
Funktion f auf G; und g auf G5 holomorph. Wenn nun f(z) = g(z) fir alle z € D ist, so nennt
man ¢ die holomorphe Fortsetzung von f nach Go (und natiirlich umgekehrt f die holomorphe
Fortsetzung von g nach G1). Wenn eine solche holomorphe Fortsetzung existiert, dann ist sie
gemif Identititssatz eindeutig.

Beispiel: G sei das Innere des Einheitskreises, |z| < 1, Gy die komplexe Ebene ohne den
Punkt z = 1. Die Potenzreihe f(z) =Y 72" konvergiert auf G und stimmt dort mit der auf
ganz G definierten Funktion g = i iiberein. Wegen G1 NGo = G1 # ) ist g die holomorphe
Fortsetzung von f nach Gy = C\ {1}. (Die Potenzreihe selbst konvergiert hingegen tatséchlich

nur in Gi.)

Ein méchtiges Hilfsmittel bei der holomorphen Fortsetzung ist natiirlich die Potenzreihenent-
wicklung. Nehmen wir eine Funktion f, die im Nullpunkt eine Singularitéit besitze und fiir die
wir die Potenzreihenentwicklung etwa um z = 1 kennen. Diese Reihe hat, wenn es keine anderen
Singularitdten in der Ndhe gibt, den Konvergenzradius R = 1.

Nun kénnten wir aber einen Punkt nahe am Rande des Kon-
vergenzgebietes wahlen und um diesen wieder eine Potenz-
reihe ansetzen, die wiederum eine holomorphe Funktion dar-
stellt. Da die beiden Funktionen im Durchschnitt der Kon-
vergenzkreise iibereinstimmen, haben wir eine holomorphe
Fortsetzung gefunden, also das Definitionsgebiet unserer ur-
spriinglich nur fiir |z — 1| < 1 bekannten Funktion erweitert.

Durch Fortsetzen dieses Spiels kann man (wenn einem nicht irgendwo Haufungspunkte von
Singularitidten oder andere unangenehme Dinge im Weg sind) schlieflich die gesamte komplexe
Ebene (mit Ausnahme eben der isolierten Singularitéiten) ,,abtasten. Diese Vorgehensweise wird
auch Kreiskettenverfahren genannt. Dabei stof3t man aber manchmal auf ein Phéinomen, das wir
frither bereits ganz kurz gestreift haben.

Kehrt man n&mlich auf gewissen Wegen zum Ausgangspunkt
zuriick (in unserem Fall konnte das etwa durch Umrunden von
z = 0 sein, so kann es passieren, dass man fiir diesen Punkt
einen anderen Funktionswert erhélt als zuvor. Auf den ersten Blick
scheint das ein gravierender Widerspruch zum Prinzip der holo-
morphen Fortsetzung zu sein. Der Grund dafiir ist natiirlich, dass
man es in so einem Fall mit einer mehrdeutigen Funktion (wie etwa
log z oder {/z) zu tun hat und nun auf einem anderen Zweig gelan-
det ist. Um eine solche Funktion nun eindeutig zu machen (also
wieder zu einer Funkton im engeren Sinne des Wortes) braucht
man das Konzept der Riemannschen Blétter und Flédchen.
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Nehmen wir zur Illustration die Umkehrung von w = 22. Den Betrag von w wollen wir hier
mit p, das Argument mit ¢ bezeichnen. Durch f(z) = 2? wird jeweils die rechte und die linke
Halbebene nach ganz C abgebildet. Wir erhalten also zwei Umkehrfunktionen g,(w) = ﬁew/ 2
und gp(w) = —ﬁe“/’/ 2. Jede dieser beiden Funktionen sei auf einer ,,eigenen komplexen Ebene
C, bzw. Cp definiert. Nun wihlen wir (willkiirlich!) die negative reelle Achse R~ und ,;schneiden®
beide komplexen Ebenen an ihr entlang auf.

Wie sich leicht feststellen 148t, gehen die Werte von g,(w) oberhalb des Schnittes auf C,
nahtlos (also stetig, ja sogar holomorph) in jene von g,(w) unterhalb des Schnittes in C; iiber.
Entsprechendes gibt fiir g,(w) unterhalb und g,(w) oberhalb des Schnittes der jeweils entspre-
chenden Ebene.

Aus diesem Grund machen wir den entscheidenen Schritt:
Wir identifizieren das untere ,,Ufer* von C, mit dem oberen
von Cp und umgekehrt. Man kann sich vorstellen, dass man
bei seiner Reise durch die komplexen Ebenen, wenn man et-

wa in C, beginnt, beim Uberqueren von R~ plétzlich nach Cy,
gelangt und erst beim nochmaligen Uberqueren von R~ seine
Reise wieder in C, fortsetzt. (Tiefsinnige Vergleiche mit Ali- ©,

ce im Wunderland werden dem Leser iiberlassen.) Derartige
Exemplare der komplexen Ebene nennt man Riemannsche
Blitter und das aus mehreren (in unserem Fall zwei) solchen FAI_‘ Ki%
Bldttern bestehende Objekt eine Riemannsche Fliche (wie \;J| W
rechts ansatzweise fiir \/w dargestellt). T s,

Auf unserer Riemannschen Fliche ist nun /w eine eindeutige und holomorphe Funktion
ohne storende Unstetigkeiten auf R™. Dass wir die komplexe Ebene gerade entlang von R~

aufgeschnitten und wieder verklebt haben, war im Prinzip eine (natiirlich durch die Definition
von Argw motivierte) Willkiir.

T

Man kénnte (hier zumindest bei entsprechender Wahl des Wertebereichs von Arg ) auch jede
andere von w = 0 bis w = oo laufende Kurve verwenden, die Schnitte sind nur Hilfsmittel zur
Konstruktion der Riemannschen Fliache. Eindeutig sind hingegen die Verzweigungspunkte w = 0
und w = oo. Ein solcher Verzweigungspunkt zeichnet sich dadurch aus, dass man das aktuelle
Riemannsche Blatt verlafit, wenn wenn man ihn einmal in einer geniigend kleinen Umgebung
umrundet.

Beispiel: Auch fiir den Logarithmus log z kann man natiirlich eine Riemannsche Fliche kon-
struieren:

Hier besteht diese aus abzdhlbar unendlich vielen Blétter

(wie rechts dargestellt); z = 0 und z = oo sind Verzwei-

gungspunkte unendlich hoher Ordnung (logarithmische Ver-

zweigungspunkte).

Beispiel: Die Funktion

f(z) =V(z=a)(z-b)

mit a # b und a,b # 0 hat an den Stellen z = a und z = b
jeweils einen Verzweigungspunkt erster Ordnung.
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5.4 Konforme Abbildungen und die Mdobiustransformation

Stellen Sie sich zwei Flisse vor, die sich senkrecht kreuzen. . .

Miinchner Mathematikprofessor beim Versuch, abstrakte mathematische
Begriffe wie die Winkeltreue durch alltdgliche Erfahrungen aus der Geo-
graphie zu veranschaulichen.

Wir befassen uns nun n#dher mit den geometrischen Eigenschaften komplexer Funktionen.
Zunéchst betrachten wir dazu einen Punkt zg, durch den zwei Kurven z;(t) und z2(t) verlaufen.
Von diesen Kurven fordern wir nur, dass sie in zg Tangenten besitzen, ansonsten ist ihre Wahl
vollig frei.

Durch eine Funktion f wird nun eine Umgebung von 2y von der z- in die w-Ebene abgebildet,
und auch die beiden Kurven z1(t) und z3(t) gehen in zwei andere Kurven wi(t) = f(z1(¢)) und
wa(t) = f(22(t)) iiber. Nun miissen wj (t) und we(t) nicht notwendigerweise Kurven im engeren
Sinn des Wortes sein; f konnte ja im Prinzip beliebig unstetig sein, die konstante Funktion
f(2) = ¢ hingegen wiirde die beiden Kurven zusammen mit ganz C in einen Punkt w = ¢ hinein
abbilden.

Nehmen wir aber an, dass die Bilder der z-Kurven auch in der w-Ebene zumindest in einer
Umgebung von wy = f(z9) noch ,verniinftige* Kurven sind und dariiberhinaus in wg auch noch
Tangenten besitzen, so konnen wir definieren: Stimmen fiir alle z1(t), z2(t) die Winkel zwischen
diesen Kurven einerseits und ihren Bildkurven unter f andererseits iiberein, so nennt man die
Funktion winkeltreu. Stimmen die Winkel auch noch dem Drehsinn nach iiberein, so nennt man
f zusétzlich orientierungstreu.

Beispiel: Wir geben eine Funktion an, die zwar winkel-, aber nicht orientierungstreu ist:

An der nebenstehenden Skizze siecht man klar, dass durch

die Abbildung { wot)
ORE - -
. : . . IR 1 (R wift) =¢ |«
zwar die rechten Winkel erhalten bleiben, ihr Drehsinn sich
aber dndert. /L_E(g l/

Ist eine Funktion an jedem Punkt eines Gebietes G winkel- und orientierungstreu, so nennt
man sie lokal konform. Ist sie zudem noch bijektiv, so heifit sie auf G konform. Wir haben schon
gesehen, dass die aufeinander normalen Kurven x = const und y = const durch eine holomorphe
Funktion in zwei Kurven u(z,y) = const und v(z,y) = const abgebildet werden, wobei diese bei-
den wieder normal aufeinander stehen, Ganz allgemein gilt nun, dass eine holomorphe Funktion
iiberall dort, wo ihre Ableitung nicht verschwindet, eine zumindest lokal konforme Abbildung
darstellt, und umgekehrt entspricht jede (lokal) konforme Abbildung einer solch holomorphen
Funktion.

Beispiel: Die Exponentialfunktion ist auf ganz C lokal konform, denn f(z) = e* ist iiberall
holomorph und die Ableitung f’(z) = ¢* wird nirgendwo Null. Sie ist aber nicht konform, denn
wegen e*t2™ — ¢? ist sie ja nicht bijektiv. Beschrinkt man sich hingegen auf den Streifen

{z]x € R,— <y < 7}, so wird e* eineindeutig und damit auch konform.
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Beispiel: Die Funktion f(z) = 22 hat die Ableitung f’(z) = 2z und ist iiberall auler bei z = 0
lokal konform. Betrachtet man beispielsweise nur die rechte oder nur die linke Halbebene, so ist
sie dort jeweils bijektiv und damit auch konform.

Konforme Abbildungen sind niitzliche Werkzeuge in den verschiedensten Bereichen, ein Bei-
spiel dafiir werden wir schon im néchsten Abschnitt kennenlernen. Vorher aber soll eine ganz
spezielle Klasse von konformen Abbildungen vorgestellt werden, die ganz besonders angenehme
Eigenschaften haben, ndmlich die Mdébiustransformationen (gebrochen lineare Abbildungen):

az+b

Uz) = et d (5.3)

wobei a, b, ¢ und d komplexe Zahlen mit der Eigenschaft ad — bc # 0 sind. Aulerdem setzt man
fiir ¢ # 0 fest, dass E(—g) = oo und £(o0) = ¢ sein soll, fiir ¢ = 0 sei £(c0) = co. Damit ist eine
bijektive Abbildung C — C erklirt.

Durch Untersuchung der Ableitung zeigt sich auBerdem, dass ¢(z) fiir ¢ = 0 konform auf
ganz C und fiir ¢ # 0 konform auf C \ {—%} ist. Tatséchlich handelt es sich bei den Mobius-
Transformationen um auflergewohnlich niitzliche Abbildungen. Bevor wir sie aber in voller All-
gemeinheit untersuchen wollen, beschéftigen wir uns zuerst ndher mit einigen speziellen Trans-
formationen; das wird uns auch bei der geometrischen Interpretation dessen helfen, womit wir
jetzt schon lange rechnen.

1. £(z) = z + b stellt eine Translation (Verschiebung) um einen Vektor b € KC' dar.

3. U(z2)

(

2. U(z) = az mit |a| =1 ist eine Drehung um den Winkel ¢ = Arga.
( rz mit r € RT bedeutet eine Streckung um den Faktor r (eine Stauchung fiir r < 1).
(

4. U(z) = % heif3t Inversion oder Stiirzung. Der Betrag geht von r auf % tiber und zusétzlich
wird an der reellen Achse gespiegelt.

1} = +.I_E,'-' 22' @z 3} re 42'

z A ,/l—r
N

Jede beliebige Mobiustransformation I48t sich als Hintereinanderschaltung dieser vier Trans-
formationen darstellen. Die Multiplikation mit einer beliebigen komplexen Zahl a ist natiirlich
ebenfalls eine spezielle Mobiustransformation (b = ¢ = 0, d = 1). Dabei handelt es sich um
eine Drehung plus einer Streckung, also gilt: Die Multiplikation mit einer Zahl a € C entspricht
geometrisch einer Drehstreckung.

Des weiteren zeigt sich, dass Kreise und Geraden von einer Mobius-Transformation #(z)
wieder in Kreise bzw. Geraden iibergefithrt werden. Bezeichnet man auch Geraden als Kreise
(mit dem Radius R = o0), so la8t sich noch priagnanter formulieren: Mdébius- Transformationen
fiihren Kreise wieder in Kreise iiber (,,Kreisverwandtschaft“ der Mobius-Transformation).

Wie fiir allgemeine Abbildungen nennt man auch fiir Mébius-Transformationen Punkte ¢ mit
((C) = ¢ Fizpunkte der Abbildung. Klarerweise ist fiir die identische Abbildung f(z) = z jeder
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Punkt ein Fixpunkt. Jede andere Mobiustransformation aber hat hochstens zwei Fixpunkte.
Daraus folgt unmittelbar:

Gegeben seien drei jeweils voneinander verschiedene Punkte 21, zo und z3 sowie wy, we und
wsz. Dann gibt es genau eine Mobius-Transformation w = £(z) mit w; = £(z;) fir j = 1,2,3.
Diese Transformation ist implizit durch

w—wy wy— ws Z— 21 RZ2 —Z3

w— w3 wy — W Z— 23 29— 21
gegeben. (Ist einer der Punkte jener im Unendlichen, so ist der Bruch, in dem dieser unendlich
ferne Punkt in Zahler und Nenner vorkommt, naheliegenderweise durch 1 zu ersetzen.)

Beispiel: Wir suchen jene Mobius-Transformation, die die Punkte z; = 2, 290 = ¢ und z3 = —2
auf wy; = 1, we = ¢ und w3z = —1 abbildet. Als implizite Bestimmungsgleichung erhalten wir

w—1 +1+1 2z-2 ¢+2
w+l i—1 z+2 i—2
Lost man diese Gleichung nach w auf, so erhélt man fiir die gesuchte Transformation:
32+ 2
© iz+6
Beispiel: z = —1, zo0 = 0 und z3 = 1 sollen abgebildet werden auf wy = —1, wy = —i und
w3 = 1. Die Bestimmungsgleichung lautet dafiir
w+1 ——1 2z41 0-1
w—1 —i+1 z—1 0+1

und daraus erhélt man ‘ .
Z—1 21

izt 1zt

Besonders interessant sind Mobius-Transformationen, die etwa zwischen Gebieten wie der oberen
Halbebene und dem Inneren des Einheitskreises vermitteln. Die allgemeine Form der Abbildung

von Im z > 0 auf |w| < 1 ist

w=4L(z) = S

Z =20
mit ¢ € R und Imzy > 0. Fiir die Abbildung von Imz > 0 auf Imw > 0 erhilt man den

allgemeinen Ausdruck
az+b

cz+d
mit a,b,c,d € R und ad — be > 0. Fiir Abbildungen von |z| < 1 auf |w| < 1 schlie8lich erhilt
man

w=1{(z) =

Z— 20

_ _ L ip
w=1{L(z)=e¢e P
mit ¢ € R und |zp| < 1.

Da bei vielen Problemen die wesentlichen Eigenschaften durch konforme Abbildungen erhal-
ten bleiben, kann man viele Aufgaben (etwa in Elektrostatik oder Fluidmechanik) vereinfachen,
indem man die betrachteten Gebiete zunichst etwa auf die Einheitskreisscheibe transformiert,
dort 16st und schlieBlich die Losung riicktransformiert. Der (relativ aufwendig zu beweisen-
de) kleine Riemannsche Abbildungssatz sagt aus, dass es tatséchlich fiir jedes einfach zusam-
menhéngende Gebiet # C eine konforme Abbildung dieses Gebietes auf die offene Einheitskreis-
scheibe |z| < 1 gibt.
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5.5 Die Poissonsche Integralformel

Aus der Cauchyschen Integralformel

6= ¢ 2

I<I=R

erhilt man iiber ( = Re und z = re’? mittels einiger Umformungen durch Betrachtung des
Realteils der Gleichung die Poissonsche Integralformel:

1 2T ) R2 _ 7“2
= — Re" dt
u() 27 /0 u(Re )RQ + 72 — 2Rrcos(t — ¢)

Dabei ist u als Realteil einer holomorphen Funktion natiirlich harmonisch, die Werte von « im
Inneren des Kreises || = R sind iiber die Formel durch die Werte am Rand bestimmt. Es gilt
aber sogar:

Gibt man auf der Kreislinie |(| = R eine beliebige stetige reellwertige Funktion g(¢) vor, so ist

1 2T " R2 _ 7.2
i — Re’ dt fi R
u(re'¥) = o /0 g(Re )R2 + 72 — 2Rrcos(t — ¢) s

g(Re') firr=R

stetig auf |z| = < R und harmonisch auf |z| = r» < R. Mit Hilfe der Poissonschen Integralfor-
mel kann also eine stetige Funktion angegeben werden, die im Inneren des Kreises Losung der
Laplace-Gleichung Au = 0 ist und am Rand bestimmte vorgegebene Werte ¢(¢) annimmt.

Die Losung des Randwertproblems einer partiellen Differentialgleichung wird also auf eine
»simple“ Integration zuriickgefiihrt. Sind, wie in diesem Fall, am Rand die Funktionswerte selbst
vorgegeben, so spricht man von einem Dirichlet-Problem. Wren dagegen die Ableitung vorge-
geben, hétte man es mit einem (meist unangenehmeren) Neumann-Problem zu tun.

Die Laplace-Gleichung selbst kann die verschiedensten Situationen beschreiben, vom elek-
trostatischen Potential in ladungsfreien Bereichen bis zur stationédren Temperaturverteilung auf
einer Platte. Gibt man also am Rand eines Bereiches ein Potential oder eine Temperaturver-
teilung vor, so bestimmt die Laplace-Gleichung die Verhéltnisse im Inneren. Man hat es dabei
wiederum mit einem Dirichlet-Problem zu tun — und zumindest fiir den Spezialfall Kreis um den
Ursprung wird dieses ja durch die Poissonsche Integralformel gelost.

Der Riemannsche Abbildungssatz aus dem vorangegangenen Abschnitt sagt nun, dass sich
jedes einfach zusammenhéngende Gebiet # C konform auf den Einheitskreis transformieren 1&8t;
die Laplace-Gleichung bleibt aber unter konformen Abbildungen invariant. Hat man es also mit
dem Dirchlet-Problem fiir ein beliebiges einfach zusammenhingendes Gebiet zu tun, so kann
man dieses zuerst auf |z| < 1 transformieren, dort die Losung mittels Poisson-Integral ermitteln
und diese anschliefend wieder zuriicktransformieren.

Bei geeigneter Geometrie (Kreise und Geraden) bieten sich als konforme Abbildungen
Mobius-Tranformationen an. Ein Paradebeispiel dafiir ist das Potential zwischen zwei nicht
coaxialen Zylindern. Mittels Mobius-Transformation kann es iiber jenes zwischen zwei coaxialen
Zylindern bestimmt werden.

Allgemein finden diese und andere Techniken in der Potentialtheorie viele Anwendungen.
Dabei kann man zum (reellen) elektrostatischen Potential ®(z,y) ein komplexes Potential
f(z) = ®(x,y) + i¥(x,y) definieren, wobei ¥ die zu ® harmonisch konjugierte Funktion ist
und die Richtung der Kraftlinien angibt. Fiir das holomorphe f werden nun alle Methoden der
Funktionentheorie zugénglich.
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5.6 Ausblicke

Natiirlich gibt es in der Funktionentheorie noch viel mehr Themen als in diesem doch recht
knappen Skriptum présentiert werden konnten. Ein wesentliches Problem ist etwa die holomor-
phe Fortsetzung weiterer reeller Funktionen in die komplexe Ebene, als wichtiges Beispiel sei die
Gammafunktion

F(z):/ e tat
0

genannt, die eng mit der Fakultiit zusammenhingt. Diese an sich nur fiir R™ definierte Funktion
1aBt sich auf C\ Z; holomorph fortsetzen, in Z; = {0,—1,—2,—-3,...} hat sie Pole erster
Ordnung.

Ein anderes bedeutendes Beispiel ist die Riemannsche Zetafunktion, die holomorphe Fortsetzung
der fiir z > 1 konvergenten Reihe

(@)= n*

n=1

auf C\ {1}, die eine wichtige Rolle in der Zahlentheorie spielt. Eng mit ihr verkniipft ist eine der
berithmtesten noch unbewiesenen Aussagen der gesamten Mathematik, ndmlich die Riemannsche
Vermutung: Diese besagt, dass die Zetafunktion fiir Rez > % keine nichttrivialen Nullstellen
besitzt. Ist das tatséchlich der Fall (und auch noch unter der schwécheren Bedingung, dass
((z) keine Nullstellen fiir Rez > xp mit zp < 1 hat), erhélt man eine wesentlich verbesserte
Abschétzung fiir die Primzahldichte.

Ein bedeutendes Gebiet ist weiters jenes der elliptischen Funktionen, einer Klasse von Funk-
tionen, die sowohl reell als auch imaginér periodisch sind. Es zeigt sich, dass sie Umkehrfunk-
tionen zu elliptischen Integralen wie etwa foz \/% sind, dies war auch der historisch &ltere
Zugang zu den elliptischen Funktionen. Alle elliptischen Funktionen lassen sich konstruktiv aus
der Weierstraischen P-Funktion (zum Gitter L = Zw + Zws, w; € C)

-t 2 {3

weL,w#0

gewinnen. Verwandt mit der Theorie der elliptischen Funktionen, aber schwieriger ist jene der
elliptischen Modulformen, bei diesen handelt es sich um auf der oberen Halbebene analytische
Funktionen mit speziellen Transformationseigenschaften.

Schliefllich spielt die Funktionentheorie auch in der Funktionalanalysis und der Theorie der
Differentialgleichungen eine wesentliche Rolle.

5.7 Ubungsaufgaben
1. Mit Hilfe des Satzes von Rouché beweise man, dass

a) alle Nullstellen des Polynoms P(z) = 27 — 523 412 zwischen den Kreisen |z| = 1 und
|z| = 2 liegen,

b) im Kreisring 1 < |z| < 5 genau eine Nullstelle von P(z) = 25 — 424 + 2 — 1 liegt,

¢) alle Nullstellen von P(z) = 27+ 20+ 25+ 24 + 23 4+ 22 + 2 innerhalb des Kreises |z| = 2

liegen.
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10.

a) Zuerst setzen wir f(z) = 12 und g(z) = 27 — 523. Fiir |z| = 1 ist
9(2)] = 127 = 52°| < 27 + 5% = 6 <12 =|f(2)],

also haben f und P = f + g innerhalb von |z| = 1 gleich viele Nullstellen, ndmlich keine.
Nun setzen wir f(z) = 27 und g(z) = —523 + 12. Nun kénnen wir fiir |z| = 2| abschiitzen:

lg(2)| = | — 52° +12| < 5|28 + 12 =52 < 128 = | f(2)|

Da f innerhalb von |z| = 2 sieben Nullstellen hat, miissen auch alle Nullstellen von P =
f + g innerhalb dieses Kreises liegen.

Man beweise mit Hilfe des Satzes von Rouché, dass jedes Polynom vom Grad n > 1 genau
n Nullstellen hat.

Man berechne die Integrale

f{ 1225 + 1622 4+ 122 + 10 )7{ 423 4322+ 62+ 3
a
ojm2 20+ 224 4322 +52+3 oj=g 21+ 23+ 322 432+ 3

2,

) % iz? + 501 J
C VA
|2|=2 7210 4+ 5007z + 237

. Man berechne fiir die Funktionen aus den Aufgaben 4 bis 10 des vorangegangenen Kapitels

die Residuen tm Unendlichen.

In Aufgabe 4 hat sin(z%) um z = 0 die Laurententwicklung f(z) =
Koeffizient a_; dieser Entwicklung verschwindet, also ist auch Res (f, c0) = 0.

Man zeige, dass die Matrizen

die eine Drehstreckung vermitteln, mit den dblichen Operationen (Matrizaddition und
-multiplikation) dquivalent zu den komplexen Zahlen z = a + ic sind.

Man zeige, dass Geraden und Kreise jene Punktmengen in C sind, die einer Gleichung
A2z+Bz+Bz+C =0
gendigen, wobei A,C € R und BB > AC ist.

Warum wird fiir Mébiustransformationen £(z) = ‘C‘jj:fl die Bedingung ac—bd # 0 gefordert?

Man zeige, dass die Mdobiustransformationen beziiglich Hintereinanderausfithrung eine
Gruppe bilden. Ist diese Gruppe kommutativ?

Man berechne das Potential zwischen zwei unendlich ausgedehnten leitenden Platten, die
eine bei Re z = —1 mit Potential ®1, die andere bei Re z = +1 mit Potential ®o. Zusdtzlich
ermittle man das komplexe Potential.

Man berechne das Potential zwischen zwei unendlich langen leitenden Zylindern, wobei der
erste (|z| = r1) auf dem Potential ®1 und der zweite (|z| = ro > r1) auf ®o liegt. Zusdtzlich
ermittle man das komplexe Potential.
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Anhang A

Losungen und Literatur

In diesem Anhang werden zumindest die Ldosungen, oft sogar die vollstindigen Rechnungen zu
den dibrigen Ubungsaufgaben angegeben. Im eigenen Interesse sollte man hier erst nachschlagen,
nachdem man sich selbst an der Aufgabe zumindest versucht hat. Auflerdem finden sich hier eine
kurze Literaturiibersicht, die natiirlich nicht den geringsten Anspruch auf Vollstindigkeit erhebt,
und ein Stichwortverzeichnis.

A.1 Losungen (Komplexe Zahlen)

Lob)zi+22=5-30, 2120 =4—Ti, 21 —2z0= -1+, 2 = 5 und 2§ — 25 = -2+ 8
c) z1+ 22 =06, z122 = 13, 21 — 20 = —44, % = 5_1:15% und 27 — 23 = 244

2. b) |z1] = V2, Argz = =%, |22| =1, Arg 2o = 5 |z122| = V2, Arg(z120) = T, |%\ =2, Arg% = f%”;
_ _ — 2 —__m — 42 — 21| — z1 _m
c) lz1] =2v2, Argzr = §, [22] = F5, Argze = —F, [s1z2] = T2, Arg(s122) = 0, | 2| = V6, Arg 2L = §

z2

3.b) sl = V2, p1 = F, |z| = 2V2, g0 = =35 20 = 2% = 323, 25 = 212707 = 4096, 22 =
28\/2e " e = 2564 2561; ¢) |21| = 2V2, g1 = T, |2 = 2, 2 = 25; 210 = 25 — —8192-8192v/3,
28 = 281" = —64 — 64v/31, 2524 = 211V/2e'F = 512¢/2(V/3 +4)

4. b) |lwk| =2, Argz = 0, wx = 2(cos & + isin £) mit k = 0,...,7. Reell sind wo = 2 und wy = —2; c)
|w| =3, Argz = -3, wo = 3671‘%, w1 = 361%, wo = 367i%, kein wy ist reell

5. b) Die Formel von Moivre fiir n = 4 lautet: cos(4y) + i sin(4p) = cos® ¢ + 4i cos® psin ¢ — 6 cos® psin? ¢ —
4i cos psin® ¢ + sin? ¢ Hier miissen die Realteile auf beiden Seiten iibereinstimmen, und mit sin®¢p =
1 — cos? ¢ erhilt man die zu beweisende Aussage.

¢) Fiir n = 2 ergibt die Formel von Moivre:
cos(2¢) + i sin(2p) = (cos ¢ + isin )? = cos® +2i cos @ sin ¢ — sin® ¢

Daraus folgt durch Vergleich von Real- und Imaginirteil sofort cos(2¢) = cos® ¢ — sin® ¢ und sin(2¢p) =
2 cos @ sin .

6. b) M; bis M3 sind offene Kreisscheiben mit den Mittelpunkten zq = 3i, z2 = —3i, 23 = 0 und den Radien
r1 = 2, ro = 2 und r3 = 3. Alle drei sind natiirlich konvexe Gebiete. M, ist offen, aber nicht zusam-
menhingend, M5 ist zusammenhéngend, aber nicht offen, beide sind daher keine Gebiete. Mg hingegen ist
ein Sterngebiet, aber nicht konvex.
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¢) M ist eine offene Ellipse mit Brennpunkten z = —3 und z = 3, also ein konvexes Gebiet. M2 und M — 3
sind Kreisringe, wobei M, offen ist, M3 hingegen nicht. M2 ist also ein zweifach zusammenhéingendes
Gebiet. M, ist weder offen noch zusammenhéngend, M5 ist nicht offen, beide sind also keine Gebiete. Mg
hingegen ist als offene Kreisscheibe ein konvexes Gebiet.

*+ bbb

7. Man verifiziert die Kérperaxiome durch Riickfithrung auf die bekannten Rechenregeln fiir die reellen Zahlen.
Als Beispiel erhélt man beim Kommutativgesetz der Addition:

(a,b) + (¢,d) = (a+ ¢,b+d) = (¢c+ a,d+ b) = (a,d) + (a,b)

Das Nullelement ist (0,0), das inverse Element beziiglich Addition von (a,b) ist (—a, —b). Fiir das Einsele-

ment erhdlt man (1,0), fiir das inverse Element beziiglich Multiplikation (5%, —22532)-

8. Wiederum zeigt man durch Riickfiihrung auf die Rechenregeln fiir reelle Zahlen, dass die Vektorraumaxiome
erfiillt sind. C ist ein vektorraum sowohl iiber R als auch iiber C, allerdings kénnen im Vektorraum iiber
R zwei komplexe Zahlen linear unabhéngig sein, im Vektorraum iiber C hingegen sind sie immer linear

abhéingig.

9. zizz = (z +iy)(u + v) = zu + izv + iyu — yv = zu — izv —iyu — yv = (z —iy)(u — W) = Z12Z2, 21 + 22 =

r+iytutiw=xz—iytu—iw=Z1+2nz=xt+iwy=x—ty=z+iy =z, |z122] = |rlei“01rgei‘”2| =
[rir2e’ @D = piry = |2 - 22| 2 = |BEZ| = |Hefrmed)| = 1L = 2

10. a) Wenn zo eine Nullstelle des Polynoms ist, dann gilt natiirlich ap + a120 + ... + anz™ = 0. Wenn wir
diese Gleichung komplex konjugieren und z + w = Z + w, Zw = Z W sowie ar = ap verwenden, erhalten
wir ap + a1Zo + ... + anzy = 0. Also ist auch Zp eine Nullstelle des Polynoms. Daraus folgt, dass die
Nullstellen von Polynomen mit reellen Koeffizienten entweder reell sind oder sonst als komplex konjugierte
Paare auftreten.

b) Wenn z; = +i eine Nullstelle ist, dann gilt das Gleiche auch fiir z2 = z; = —i. Nun kann man eine
Polynomdivision durch (z +4)(z + i) = 2% + 1 durchfithren und erhilt:

(" +2° =522 4+2-6)/(P+1)=2"+2-6

Das verbleibende Polynom zweiten Grades hat die Nullstellen z = —% + i +6 = —% + g, also z3 = 2
und z4 = —3.
11. Die Dezimaldarstellung einer reellen Zahl aus (0,1) hat die Form 0, a1a2a3a4 . ... Nun definieren wir zwi-

schen 7 und FE» die folgende bijektive Abbildung:
Ei: x=0,a10203040506070809010 - - -
| Bijektion
FEs: z=0,a1a3a5...+1-0,a2a40a6...

Einheitsquadrat und Einheitsintervall sind also von der gleichen (mengentheoretischen) Michtigkeit.
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A.2 Losungen (Komplexe Differenzierbarkeit)

1.
2.

10.

Allgemein erhiilt man 2° = (z + iy)® = 2® + 3ia®y — 3zy® — iy® = 2 + 3xy? + 32y — v°), G =

@®=8ay® i(32%y %) — go® ey’ (cos(3z%y — y*) + isin(32%y — y*)). Speziell fiir 21 = &7 + i &7 ergibt sich
() = =2 (cos2m + isin27w) = -4

e2m

e

b) |z1] = 2, Argz1 = —%, Logzi = In2 — i} i |z2| = 2, Argzo = —<F, Logzs = ln2—l i |zs| = 4,
Argzs =, Logzs = 21n 2+z7r7é1n2—z7r—Logz1 + Log z2.
) |z = V2, Argz = — Logzl = 1In2 —4%; [22] = 3, Argz2 = %, Logzz = In3 +4%; |z3] = 32,

Argzz = 7, Log 23 = ln3+ ln2+z7r— Logz1 +Logzz

b) limzﬂog = lima._0 A—i. Ansatz Az = Az € R: limaz_0 ﬁ—ﬁ = limaz_—0 ﬁ—; = 1; Ansatz Az = iAy:
limay—o zﬁ—g = limaz—o TAAII = —1. Die beiden Richtungsgrenzwerte sind nicht gleich, der Grenzwert
existiert also nicht

1 _ (1+A2)%2 -1 _ 1+2Az4(A2)2 -1 _ . Az(2+Az) _ 0-(240) _ _
c) lim,_; 2 1+’ = lima.—o A T limaz—o 0 iritAar = limaz—o A = 240 =0, un

abhéngig von der Richtung, aus der Az gegen Null geht

b) fz) =22 +(Q+i)z—1=(x+iy)’+ QL +i)(z+iy) —1=a’ -9’ +2—y—1+i(2zy + 2z — 1), also
ist u(z,y) = 2> —¢y* + 2 —y — 1 und v(x, y) = 2zy + 2 — y. Beide Funktionen sind C*(R?) und es gilt
% =2x+1= g—; sowie g—”; = —2y — 1 = —3%. Die Funktion ist also auf ganz C holomorph.

C) f(Z) — esinz — eslnzcoshyezcoszslnhy — esmzcoshyC()S(Cosxsn,lh y) 4 ,Lesln:vcoshy Sll’l(COSfESiI’lh y)7 man
erhiilt also u(z,y) = e¥"* MY cos(coswsinhy) € C* und v(z,y) = e * ¥ gin(coszsinhy) € C*. Mit

intensivem Einsatz von Produkt- und Kettenregel erhilt man 2% = e¥"*“**"¥ cos x cosh y cos(cos z sinh y) +

eSin@eoshy gin (cos xsinhy) sinzsinhy = g—: und g—’y‘ = esin@coshygin psinhy cos(cos zsinhy) —

gsinweoshy sin(cos z sinhy) cosx coshy = —<£%. Die Cauchy-Riemann-Gleichungen sind also erfiillt.

b) f(z) = = 3/%;/2 = 7;;2 und man erhélt fiir die Wirtinger-Ableitungen: BJ; =325 #0
VzeM=C { }. Also ist f nirgendwo auf M komplex differenzierbar.

0) f(z) = e’ -3 ® und die Wirtinger-Ableitung ergibt o = ¢**"3%° . (2 — 7). Der erste Faktor
kann nie verschwinden, also ist % nur Null fiir z = 2, also fiir 2 = x € R. Die Funktion ist also nur auf der

reellen Achse komplex differenzierbar, aber nirgends holomorph.

2 1 s_ 1z
22427 _ ger-is

a) Wir untersuchen lima._.o W zundchst fir Az = Az: limaz—o Im($+iy+Asz)_Im (z+iy)
limaz 0% = 0. Fir Az = iAy hingegen erhilt man lima, .o Im(z+iy+ifj;71m (z+iy)
limay—o ”+AA” Y = —4. Die beiden Grenzwerte stimmen nicht iiberein.
b) Die beiden Funktionen u = Re f = y und v = Im f = 0 sind zwar C*(R?), aber es ist 8“ =1#£0=-22,
also sind die Cauchy-Riemann-Gleichungen nicht erfiillt.

c) Imz = 2% also ist af = — 4 # 0. Auf alle drei Arten zeigt sich (mit unterschiedlichem Aufwand), dass
f(2) = Im z nirgendwo komplex differenzierbar ist.
b) Fiir u(z,y) = 2 —y? — 2zy — 3z + 3y ergeben sich die Ableitungen g =2 —2y—3,2 ay =—-2y—2x+3
und damit Au = 82“ + 82“ = 2 —2 = 0. Also ist u harmonisch. Nun kann man definieren: a(z) :=

2 (x,0) — zg“ (z, 0) =2z — 3 —i(—2z 4 3) = (24 2i{)z — (3+ 3i), und daraus folgt mit dem Identitétssatz

f'(z) = (2+ 2i)z — (3 + 3i). Integration liefert f(z) = (2 + 21)% — (3+3i)z+ C, die Konstante setzen wir
Null. Damit erhilt man: f(z) = (14+4)2? — (34 3i)z = (1 +i)(z +iy)* — (3 +34)(z +iy) = 2 — 2zy —y* —
3z + 3y +i(z? + 2zy — y? — 3z — 3y), also v(x,y) = 2® + 2y — y* — 317 — 3y.

) u(z,y) = 2’y — xy®, %Z =32y — 1%, 9 = 2% — Bay?, Au = T4 + Zy“ 6zy — 6zy = 0, a(z) =

g; (z,0) — zay( ,0) = —iz®, daraus folgt mit dem Identititssatz f'(z) = —iz® Integration liefert (mit
=0): f(z) = : = 2(—iz" + 42y + 6ix2y2 — 4ay® — iy*), also ist v(z, y) (=2 +62%y* — ¢
u(z,y) = €3 cos(ay), 2 &= 3e3® cos(ay), 2 81;2 = 9¢3® cos(ay), 2 ay = —qe’® bln(ay) ”2‘ = —a%e3” cos(ay),

also Au = (9 — a?)e3® cos(ay), und damit das fiir alle z,y gilt, muss a = 3 sein (a E R+). Nun setzt man
a(z) := 3¢, man erhilt f'(z) = 3¢ und weiter f(z) = €3 + C = 3" (cos(3y) + isin(3y)) + C, also

v(z,y) = €**sin(3y). Die Konstante bestimmt man aus f(0) = €”(cos0 +isin0) +C =1+ C < 1+4izu
C=i.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Beispiel: f(z) =0, g(z) =sinz, f(z) = g(z) fir z = kn, k € Z.

eiz N ° (ZZ)" . i izn _ i /L'Qk + Z £22k+1
= 2ol - “ - k:O (gk) 2ET 1) -

= 3 (_l)k 2k i S (_1)k 2k+1 -

_kZ:O (2k)!Z +z§)mz =cosz+isinz

[e%) n oo m %) k v k—nu 0o k e

a b _ b _ a b 3 k' " b

e € _;)TL' ,mZ:()n' _kZ:OVZ:O ! (k—]j)'_kZ:OVZ_OV|(k_V)' k" =
oo k I

_ 1 k‘ vik—nu 1 K atb

_Zﬁzyab —Zﬁ(a—i—b) =

k=0 v=0 k=0

im(1— —im(1—

Wihle zwei Folgen: a,, = e %) und an = € #). Nun ist limy, oo Log (an) = limy—oo im(1 — % =
i # —im = limp oo (—im) (1 — % = lim,— Log (by), das heifit, Log z ist an z = —1 nicht stetig.

Mit f(z) = % fiir z # 0 ist f(x,0) = z und f(0,y) = iy, also erhilt man u(z, O) =z, v(x, 0) =0,

u(0,y) = 0 und v(0,y) = y. Fiir die partiellen Ableitungen erglbt das: a“|0 = limg 022 =1, 2 e vl =
limy—o TO =0, 2o = limp—o =2 =0, g;|0 limy_o = = 1. Die Cauchy—Rlemann Gleichungen
F)—f©) _

z

sind also in z = 0 erfiillt, aber fiir Grenzwertdefinition der Ableitung erhélt man lim,_.q
limr — 0T5fi1: = %% und dieser Ausdruck hingt offensichtlich vom Winkel ¢ ab. Das bedeutet, f ist in

z = 0 nicht komplex differenzierbar.
Wir betrachten f(%) = 21+, n=2,34,...: Die Menge {%} hat den Haufungspunkt z = 0, also folgt mit

1—
dem Identitétssatz f(z) = 2. In |z| < 1 ist diese Funktion holomorph, nicht aber in C, da sie in z = 1
nicht einmal definiert ist.

Wir nehmen an, P(z) habe keine Nullstelle Dann ist

lim ;oo |P(2)| = 00 ist lim|,| oo

ﬁ eine ganze Funktion, und wegen
\ﬁ| =0, P<Z) miifte also beschriinkt sein. Nach dem Satz von Liouville
wére ﬁ demnach konstant, und ebenso miifite es P(z) sein. Das ist ein Widerspruch zur Voraussetzung,

P(z) sei ein Polynom vom Grad n > 1.

A.3 Losungen (Kurvenintegrale)

1.

s 2 t! £ £ Yoroar
t L+ 1)t i — 1)t +24)dt = | — L+ 1) — -1 2t = —+ —
C)/O(-l-(z—i-)—l-(z )t + 24) {4—1—(1—1—)3—1—(1 )2+z0 TR
d) Der Nenner des Integranden hat die Nullstellen ¢ = —i und ¢ = —1. Partialbruchzerlegung liefert
2 1—4 144
t - - = Z + + ’ Damit erhilt das Integral den Wert
2+ Q+it+i t4+i  t+1
1 1
dt dt 6ln2—7 2In2-nx
I=(1-1 1414 1 —1)log(t 1—1)1 1 ]
(=i [+ [ 5 = 10— ilog(t+ )+ (1= log(t+ 1))y = ST 4 ZRE=T

Mogliche Parametrisierungen sind:

b) Ci: 2(t) = 2+ 2i + (=3 — 3i)t, t € [0,1]; Ca: 2(t) = —i + €, t € [, 0];

Cs: z(t) = =1 —i+2e" t € [-7,0]

c) Cr: 2(t) = =2 +it, t € [-2,0]; Ca: 2(t) = 2™, tE [m,5]; Ca: 2(t) =i+ e, t € [3,0];

Cu: 2(t) = 1+it, t € [1,0]; Cs: 2(t) = e, t € [0, -3F

b) Parametrisierung der Kurven: Cy: z(t) = ', t € [0, 2], dz =ie" dt und z(t) = i—t, t € [0,1], dz = —dt;
Co: 2(t) = e, t € [0, —7], dz = ie'' dt und z(t) = —1 +it, t € [0,1], dz = i dt;

/2 ) ) 1 /2 1 1 1 -
/ zdz = / _”'”dt—i—/(—i—t)(—dt):i/ dt—l—i/ dt—l—/ tdtzf—i-i(l—i—*)
Cy 0 0 0 0 2 2
) 1 - 1 1 1
/ zdz = / e e’ dt+/ (—l—it)idt:i/ dt—i/ dt+/ tdt = = —i(14m)
Cq 0 0 0 2
w/2 it —it 1 . /2 /2 1
Rezdz = / € +e ie”dt+/ (—t)(—dt)=1/ 2”dt+3/ dt+/ tdt =i~
C1 0 0 2 Jo 2 0 4

1 i [0 i 1 -
dz = bt —1)idt = — dt— - dt — tdt=—i(1+ -
CQRezz /0 T +/O( )i 2/_7T 2/ Z/o z( +2)
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TZ | 144 T - 6 —1+4i i— 1
/ e dr =S S / Pdr =2 _ 8 k=1,2
C Ck

T 1 ™
c)

4. a) Parametrisierung der Kurve:
Cy: z(t) = =1 —i+ 2it, t € [0,1], dz = 2idt; Ca: 2(t)
Cs: z(t) =1+1i—it, t €[0,1], dz = —idt; Cy: 2(t) =
Fiir die Integrale erhélt man

1
I = /zdzz/(—1+i—2it)2idt=—
Cq 0

i+e' te[m0], dz = ie' dt;
1
+3€

”, te0,m], dz=—Lte " dt.

NI H

0 . . T im
Irs = /zdz:/(—zure*”)ie”dt:—/ (e”—H’)dt:—e : 1—i7r:(—2—7r)i
0 (2
_ : t? 1
Irs zdz = 1—z+zt =i)dt=|(—i—1)t+ =| =—=—1
2|, 2
_ = _ i [T —ity 4,1 am
B O AT Py R

b)

5. Der Satz von Morera lautet: f sei stetig in einem Gebiet G. Wenn das Integral iiber jede geschlossene
Kurve, die ganz in G liegt, gleich Null ist, dann ist f in G holomorph. Man finde ein Beispiel, welches zeigt,
dass der Satz nicht mehr gilt, wenn man die Voraussetzung der Stetigkeit fallen 148t.

6. Esist cosz = 1(e" + e ), und wenn wir z = €' setzen, ergibt das cosz = (2 + 1), dz = %. Damit
erhélt das Integral die Gestalt

1 1\ dz i 1 2p) . [1\PF
I= - S === 9= - =
sz|:1 4p (Z+ z) 1z 4p 7{2 kZ:o k)? <z> dz

A.4 Lo6sungen (Laurentreihen und Residuensatz)

1.
2. —
3. b) f(z) = Log z hat die einzige Singularitéit bei z = 0. Die Entwicklung um zo = 2 + ¢ erhélt man den

Konvergenzradius R = |24+ — 0| = /22 4+ 12 = V5.

¢) f(z) = 1/sinl hat Singularitéiten fiir z = 0 und fiir sin1 = 0, also 2 = ;=. Jene Singularitét, die

zo = L + i am néchsten liegt, ist z = 1, der Konvergenzradius ist R = |+ +i— 2| = |i| = 1.
4 Esistsinu:iiu%ﬂzuf:Jrf:F also ist fiir u = %

' = (2n+1)! 3 5l N 2
, = (=™ 111
G DYy R R
1 1 1

5. = =—-

1) 22—-2iz z z—2i

Entwicklung um z = 0:

11 11 I =2\ — 2!
= _= - = Z) =— ———— fii 2
L T g z 21'2;)(21') nz:;) a1 0 <zl <
11 1 I /20\" (20" .
=tir-n) (3) - B e
z n=0 n=0

6. b)I=12

A.5 Losungen (Weitere Sitze und Begriffe)
A.6 Literaturangaben
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