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1 UBUNGSAUFGABEN — LOGIK

An einer Weggabelung in der Wiiste leben zwei Briider, die vollkommen gleich aussehen, zwischen
denen es aber einen gewaltigen Unterschied gibt: Der eine sagt immer die Wahrheit, der andere
ligt immer. Schon halb verdurstet kommt man zu dieser Weggabelung und weifi genau: Einer
der beiden Wege fiihrt zu einer Oase, der andere hingegen immer tiefer in die Wiiste hinein.
Man darf aber nur einem der Briider (man weif$ nicht, welcher es ist) genau eine Frage stellen.
Was mufl man fragen, um sicher den Weg zur Oase zu finden?
Es ist klar, dal man nicht einfach ,, Welcher Weg fiihrt zur Oase?“ fragen darf; die Antwort kdnnte
ebensogut wahr wie falsch sein . Auch ,,Sagst du die Wahrheit?“ bringt einen nicht weiter, auflerdem
hat man ja nur eine einzige Frage frei. Der Ausweg besteht darin, eine Tautologie zu konstruieren:
Fragt man némlich ,,Von welchem Weg wiirde dein Bruder sagen, dafl er zur Oase fithrt?“, so
erhélt man von beiden Briidern jeweils die gleiche Auskunft — und weif3; dafl man den anderen Weg
nehmen muss.

Beweisen Sie die Abtrennregel (modus ponens): ’ (AN(A— B)) — B‘
| | | | A[B[(A A (A—B) —B
Der Beweis erfolgt am einfachsten mittels Wahrheitstafeln. o T w " " w
Die Abtrennregel ist iibrigens auch eine recht haufig auf- wl| f ¥ f w
tretende Schlussfigur, von der man zumindes einmal gehort Flw ¥ w w
haben sollte. £y ’ w w

Beuweisen Sie die Aquivalenzen (AV B) < —(=AA-B) und (AN B) < —=(=AV -DB).
A|B|(AVB) & - (A A -B)|(AAB) & - (mA VvV -B)
w | w w w w f f f w w w f f f
w | f w w w f f w f w f f w w
flw w w w w f f f w f w w f
flrf f w f w w w f w f w w w

Wie wviele bindre (also zwei Aussagen verkniipfende) Junktoren gibt es?

Bei zwei Aussagen gibt es vier mogliche Kombinationen von Wahrheitswerten, jeder davon kann
entweder w oder f zugewiesen werden. Ingesamt gibt es also N = 2% = 16 verschiedene Junktoren,
zu denen eben auch die vorgestellen A, V, —, <, T und X gehoren.

Sie haben einen Satz Karten, jeweils mit einem Buchstaben auf der
einen und einer Zahl auf der anderen Seite. Wie viele und welche A Z 7 8
der rechts dargestellten Karten miissen Sie mindestens umdrehen,

um die Aussage ,Wenn auf einer Seite einer Karte ein Vokal ist,
dann ist auf der anderen Seite eine gerade Zahl“ zu tiberprifen?

Auf jeden Fall umdrehen muss man die Karten ,A“ und ,,7“. Auf der Riickseite von ,A“ miif3ite,
sollte die Aussage wahr sein, eine gerade Zahl stehen, auf der Riickseite von ,,7¢ ein Konsonant.
Was auf den Riickseiten der anderen beiden Karten steht, ist fiir die Uberpriifung der Aussage
hingegen irrelevant.

Diskutieren sie a) die Aussage des Kreters Epimenides ,,Alle Kreter sind Ligner®, b) die Aussage
,Diese Aussage ist falsch®. Wo liegt ein echtes, wo nur ein scheinbares Paradoxon vor und wie
lafst sich zweiteres auflosen?
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2 UBUNGSAUFGABEN — GLEICHUNGEN

Man lése die folgenden Gleichungen nach x auf:
r+1 z+1 1 T 2

9) =% Yzt C)4+4+§:a’ Voritoo1 !
a) r+1=ax x—ar=—1 (1-a)z=-1 r =15
b) z+1=2Bz—-7) r+1=6zx—14 —bz = —15 x=3.
T e T e e
d) z(z-1)+2(x+1)=22-1 P —x+2r+2=22-1 x = -3.

Man finde alle reellen Lisungen x der folgenden Gleichungen:
a) a3 —222 -3x =0, b)at+a+222+20=0, ¢)2*+10=6z.

a) Das Produkt x - (2 — 2z — 3) wird Null, wenn zumindest einer der Faktoren Null wird,
also r = 0 oder 22 — 2z — 3 = 0. Als Losungen der quadratischen Gleichung erhilt man
r=1++1+3, also x = 1+ 2. Die drei Losungen sind 1 =0, x5 = —1 und z3 = 3.

b) Die linke Seite der Gleichung lafit sich relativ leicht faktorisieren:  kann man direkt heraus-
heben und man errét schnell eine Losung « = —1 der verbleibenden kubischen Gleichung.
r-(@®+22+224+2)=0 r-(x+1)-(224+2)=0
Man erhilt also die reellen Losungen zq7 = 0 und xzo = —1. (Zusétzlich gibt es noch die
beiden konjugiert komplexen Lésungen x5 4 = +v/2 i.)

¢) Entweder aus der Losungsformel fiir quadratische Gleichungen, x = 3 4+1/9 — 10, oder durch

Ergiinzen auf vollstindige Quadrate, (z — 3)? = —1, erkennt man, dass die Gleichung keine

reelle Losung « hat (z12 = 3 £1).

Man lose das folgende lineare Gleichungssystem:

I = +y -z =1
II) 2z -y +2z =9
III) = +3y -2 =3

Zuerst addieren wir die zweite und die dritte Gleichung bzw. zdhlen das Doppelte der ersten zur
zweiten hinzu:

A=II+III):3zx+2y=12 B=II+2-1):4zx+y=11

Nun subtrahieren wir das Doppelte von Gl. (B) von Gl. (A): A —2B) : =5z = —10, daraus folgt
sofort = 2. Etwa mit Gl. (B) erhilt man weiter 8 + y = 11, also y = 3. Damit liefert Gl. (1)
sofort: 2+ 3 — z = 1, deswegen ist z = 4.

Man lése die folgenden linearen Gleichungssysteme:

2 +y +3z =3 Tx —y —z =4 r +y —z =0
a) —x -y +2z =3 b) = 4y —z =2 c) x —y +z =
r +2y 45z =2 2r 4y 4z =14 r 4y +z =6

Losungen: a) x =1, y=-2,z2=1;b)a=2,y=5,2=5;¢c)z=1,y=2,2=3
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3 UBUNGSAUFGABEN — MENGEN

Gegeben sind die drei Mengen My = {a, b, ¢, d, e}, My ={e, f, g, h, i} und M3 = {a, c, e, g, i}.
Man bilde die Mengen My N Ms, My U My, My N Mg, My U Ms, Mo N Ms und Mo U Mg sowie
M\ My, My \ My, My\ Ms, My \ Ms, (Yo_y My, und s_, M,

MinMy={e}, MyUMy;={a,b,c,d, e, f, g, h,i}, My N Mz = {a, c, e},

M1UM3:{a7 ba ¢, da 6 g, 7’}’ M2ﬂM3 :{67 9, 7’}7 MQUMS\ :{aa G, €, fa 9, h’a Z}a

Ml\M2:{a7 ba c, d}a MZ\Ml :{fa g, ha Z}, Ml\ML’):{bv d}v M2\M3:{fv h}v

Mooy Mo = {e}, Up—y Mo = {a, b, ¢, d, ¢, f, g, h, i}

Man beweise das Distributivgesetz My N (Mo U Ms) = (M1 N Ma) U (M1 N Ms).

Die folgenden Beziehungen sind einander jeweils dquivalent:

x € My N (MyU Ms)
xeM AN xz€(MyUDMs)
xeM; AN (xe€My V x€ M)
und wegen AN (BVC) < (AAB)V(AAC)
(xeMy N zeMy) V (xeMy AN x€ Ms)
xeM NMy VvV x€ M UDM;
x € (My N M) U (M; U Ms)
Die oben verwendete aussagenlogische Aquivalenz a8t sich leicht mit Hilfe einer Wahrheitstafel

zeigen. Analog zu diesem Beispiel lassen sich mengentheoretische Aussagen generell auf aussagen-
logische zurtickfithren.

Beweisen Sie die Absorptionsgesetze My N (My U M) = My und My U (My N M) = M, !

Das Element z1 sei in M; enthalten. Dann ist natiirlich auch x; € M; U M5 und daher weiter
x1 € My N (M; U Ms). x9 sei nicht in My enthalten. Dann kann es zwar Element von M; U Mo
sein (wenn es Element von Ms ist), aber sicher nicht Element von M; N (M; U My). Das heifit,
alle Elemente von M; und nur diese sind auch Elemente von M; N (M; U Ms), also ist tatséchlich
M N (My U Msy) = M. Der Beweis von M; U (M7 N Ms) = M; verlduft vollig analog.

Beweisen Sie die Regeln von de Morgan!

Wir beweisen hier nur die erste Regel, die Vorgehensweise fiir die zweite ist vollkommen analog;:

CCECX(UM>

re€X und a:gZUM
reX und z¢gMVMecF
reCx(M)VMEeF

z e[ Cx (M)

[N

Da diese Aquivalenz fiir jedes Element in Cx(|J M) und ebenso jedes in () Cx (M) gilt, miissen
die beiden Mengen identisch sein.
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4 UBUNGSAUFGABEN — VOLLSTANDIGE INDUKTION

n 3
Man beweise durch vollstindige Induktion: Z(k -1)%< % fiir alle natirlichen n.

k=1
n=1 0< % ist offensichtlich richtig
nl n ionsannahm
"1 Z(k B 1)2 _ Z(kj B 1)2 I n2 laut Indukt1<onsa hme
k=1 k=1
<i+n27n3+3n2<n3+3n2+3n+17(n+1)3
3 3 3 3
= 2 1 2
Man beweise fiir natiirliche Zahlen n > 2: 1—-—— ) ==-(1+-—
! - kHQ( k<k+1>> 3( n>
2 2 2 L 1—!—2 t t
= =-== = imm
" 2.2+1) 3 3 2)°
n+1 n
2 2 2 It. Ind.—Ann.
neon k:2< k(k+1)) ;Ez k(k+1))( (n+1)(n+2)>
1 1 2y n+)(n+2)—-2 1 n+2 n(n+3)
3 n m+1)(n+2 3 n (m+1)n+2)
1 n+3 1 n+1+2 1 2 .
- =_- =_- + —— |, was zu beweisen war.
3 n+1 3 n+1 3 n+1
— n(n+1)(@4n—1)
Man zeige fiir n € N: Z(n—f— k) (n—k)=
k=0
2 1-2-3
n=1 dA+k)(1-k)=1= stimmt.
k=0
n n—1
n—1-—n: (n+1+k)(n+1—k)=> (n+1+k)(n+1-k)+@2n+1)=

=

k=0

0
n—1
Z((n—i—k)(n—k)+(2n+1))+(2n+1):

3
[l
—=O

n—1
_ (n + ]f) (n . k) + Z(2n+ 1) + (27’l + 1) laut Induktgnsannahme
k=0 k=0
_nn+1)(4dn—-1) n@nt 1)+ (201 = n(n+1)6(4n—1) N 6(n+1)6(2n+1) _
_ (n+1)@n?* —n+12n+6)  (n+1)(4n*+8n+3n+6)
= 5 = 5 =
(n+1)(n+2)(4n+3)

= 6 , womit die Behauptung bewiesen ist.

Man beweise, dass 5™ — 1 durch 4 teilbar ist.

n=1: 5 — 1 = 4 ist natiirlich durch 4 teilbar.
n—on+1l: 5Tl _1=5.5"—-1= 4.5" 4+ 5% —1 istebenfalls durch 4 teilbar.
e N——
durch 4 tb.  tb. It. Ann.
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& n(n+1) & 1— g™t
an beweise induktiv die beiden Summenformeln a = ——7>=un q" = ———
Man b duktiv die beiden S ! k 5 db k :
k=1 k=0 4
1
1(1+1
a) n=1: k:l:ws‘cimmt.
k=1
n+1 n ' 7’L(7’L+1)
n—n-+1;: Z:Z+(n+1) naChA;nahme T+(TL+1):
k=1 k=1
:n(n—|—1)+2(n—|—1):(n—|—1)(n+2)
2 2 2 ’
0 - ¢
b) n=0: quzlzliqstimmt.
n+ n
nac. nnanme 1_ 7?+1
n—n+1: qk:qu+qn,+1 h Annah 13(] +qn+1:
k= k=0

B 01 _ qn+1 qn+1 _ qn+2 B 1— qn+2

1—¢ 1—g¢ 1—¢

Man beweise [[p_1(1+xp) > 1+ a1 + 22+ ... + 2y, wenn alle x € (—1,0) oder alle x, > 0
sind und leite daraus die Bernoulli-Ungleichung (1 + a)™ > 1+ na fir a > —1 ab.

n=1: 1+ 2z > 1+ xp ist eine wahre Aussage.
n — n+1:  Unter den Voraussetzungen fiir xy ist x; x5 > 0 und 1 + x5 > 0.
ntl n 1t. Ann.
[TO+a) =0 +am) - [JA+2r) = Qtan) Q+zi+aa+... +z,) =
k=1 k=1
=l4+xi+zo+.. .+ttt T+ Ty > 1421+ T2+ T
Fiir die Wahl x; = ... = x,, = a erhiilt man sofort die Bernoulli-Ungleichung fiir ¢ € (—1,0) oder

a > 0, fiir den Fall ¢ = 0 erhélt man trivialerweise 1™ > 1+ n - 0. Schlieffit man den Fall a = 0 aus,
so erhélt man fiir n > 2 statt des ,,>“ ein echt ,>*.

n
Man beweise fiir alle n € N die Formel Z k-2F =242 (n — 1),
k=1

n=1: 1-2=2+ 2.0 stimmt natiirlich.
n+1 n .
n—mn-+l: Z k- 2k — Z k- 2k + (’I?, + 1) . 2n+1 laut Induktgnsannahme
k=1 k=1
=242"" . (n—1)+(n+1)- 2"t =24+2"" . (n—-1+4+n+1)=
=24 2"t . 9n =2 4 272y,

Scheitert der Beweis von ,2n + 1 ist gerade fiir alle n > 100 am Induktionsanfang, am Indukti-
onsschritt oder an beidem?

201 ist ungerade, womit der Induktionsanfang nicht gegeben ist, der Induktionsschritt hingegen
148t sich vollziehen: 2(n + 1) + 1 = 2n +1 +2 wiire gerade.

gerade nach Annahme
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5 KONVERGENZKRITERIEN FUR FOLGEN

Arbeitet man mit der direkten Definition von Grenzwert und Konvergenz, so erweist sich die
Uberpriifung bei komplizierteren Folgen oft als recht aufwendig oder unpraktisch. Zudem muss
man dazu den Grenzwert ja schon kennen. Im Folgenden werden daher noch drei Kriterien vorge-
stellt, mit deren Hilfe man die Konvergenz von Folgen manchmal auf leichtere Weise iiberpriifen
kann:

e Hauptsatz iiber monotone Zahlenfolgen: Eine nach oben beschrinkte monoton wach-
sende Folge ist konvergent, ebenso eine nach unten beschrinkte monoton fallende.
Das ist unmittelbar einsichtig, wenn eine Folge immer wéchst, einen gewissen Wert aber
nicht {iberschreiten kann, muss sie ja wohl einen Grenzwert haben, und analog fiir das
Fallen.

e Cauchy-Kriterium: Wenn es fir jedes € > 0 eine natirliche Zahl N gibt, so dass

|an, — am| < e fir alle nym > N st (Cauchy-Folge), dann ist die reelle Zahlenfolge
{an} konvergent.
Man beachte, dass (im Gegensatz zur ,normalen“ Konvergenz) im Cauchy-Kriterium der
Grenzwert A iiberhaupt nicht vorkommt (,,inneres Kriterium®), man kann also die Kon-
vergenz iiberpriifen, ohne den Grenzwert iiberhaupt zu kennen. Allerdings ist das Cauchy-
Kriterium rechnerisch meist schwierig zu handhaben. Auflerdem ist zu beachten, dass
dieses Kriterium etwa fiir Folgen in den rationalen Zahlen Q nicht anwendbar ist, da Q
nicht vollstdndig ist (dazu mehr in ?77?).

e Sandwich-Kriterium: Wenn a,, < b, < ¢, fir alle bis auf endlich viele n und lim a, =
n—oo

lim ¢, =: A ist, so folgt daraus: Auch {b,} ist konvergent und hat den Grenzwert A.
n—oo

Zum Beispiel hat die Folge {b,} mit b, = 1+ 22 den Grenzwert Eins, weil wegen |sinn| <
1 immer gilt a, :zl—%ﬁl—{—Si% < 1—|—%::cn und weil ja lim a, = lim ¢, =1 ist.
n—oo n—oo
Kompliziertere Grenzwerte konnen mittels Umformungen in einfachere aufgespalten werden.
Dabei ist aber zu beachten, dass das nur zuléssig ist, wenn alle so entstehenden Einzelgrenzwerte
auch tatséchlich existieren und insgesamt keine unbestimmte Form (wie etwa %) erhalten wird:

Co1+d lm () 14 lim g . 1\" o1\
lim = T = — =1 lim (1+—] #(1+ lim —
n—oo 1 4 —5 nh_)rglo(l +-3) 1+ nh—>Holo — n—00 n n—oo n

Zur effektiven Berechnung von Grenzwerten ist es gut, die folgenden Limiten zu kennen:

n

n 1\"
lim Ya=1, lim ¥Yn=1, lim ¥nl=o0, lim & =0, mn<1+> — e~ 2, 71828
n—00 n

Auflerdem ist lim n% = 0 fiir jedes @ > 0. Das kann man bei der Berechnung der Grenzwerte
n—oo

von Folgen ausnutzen, deren Glieder rationale Funktionen in n sind, die also die Form a, =
CpnP+Cp_1nP~1+.. +C1n+Cy
DrnT+Dr—1nT_l+-~~+D1n+D0

vorkommende Potenz n™®*(®") Wegen lim n% = 0 spielen nun nur mehr die Koeffizienten dieser
n—oo

haben. Man dividiert Zéhler und Nenner durch die héchste irgendwo

Potenz eine Rolle.

2
11 =
2

4n? — 2 4—
Bsp:  Wir erhalten lim % = lim
nooo 2n2 +n+11 noo 2+

+% 4-0+0
+1 2404+0

AL AR
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6 UBUNGSAUFGABEN — FOLGEN

Man berechne den Grenzwert der Folge ap =n —n-4/1+ %

ap =n- (1 —y/14 l) = n~(1_v 1+%)‘(1+V 1+%) _n(1=0+3) _ m(=%) _ 1
" n) = 144/14 2 B 1+ 1+ 1+\/7 144/14 21
Damit erhélt man problemlos lim a, = lim ——
p n— 00 n—00 4 + l ]_ + \/ﬁ 2

Van(n — )—\/Qn(n—l)'

Man berechne den Grenzwert der Folge a, =

3n(n+3)
V=2 - 1) w \/4(1f%)7\/2(1,%)
n \/m % 3(1+ %)
lim a zlim\/ 1_7 \/2 %) \/4(1_0)_\/2(1_0):2—\/5
e 3(1+2) 30+ 73

1+2+3+...
Man untersuche die Folgen a, = (—1)"v/n (W— \/ﬁ) und by, = e ++2 e
n

|3

auf Konvergenz und berechne gegebenenfalls die Grenzwerte.

o = 1yl PV TR (g (B on gy YR
n Jnti+vn NZESENG Vnt+1+/n

n

a1
Nun ist lim —; wegen des (—1
P e SRy AT (1)
_22:1k_ﬁ_ nin+1)/2 n nm+1) nn+2) n?+n-n%-2n n

ist {a,} also divergent.

n — ———— = " = — = =

n+2 2 n+2 2 2n+2) 2(n+2) 2(n +2) 2n+4

1
. . n P . 1 1 1
lim bn = lim — . % = lim — 7 — —
n—00 n—00 2n + 4 - n—o00 2+ = 240 2

24+4+6+...+2n

Man berechne den Grenzwert der Folge a, = .
143+5+...+(2n—1)

20+2+...+n) gn(ntl)
a. = = =
" 1424, 4+2n—1)-21+2+...+(n—1)) CnZlizn _o50-ln
n(n+1) n+1 n+1 1
_ — - —

n2n—1)—-(mn—-1)n 2n—1-n+1 n  n—oo

Man berechne den Grenzwert der Folge a, = \/712 +n— \/712 —n.

(VR +n—vn2—n)(Vn2+n+vn2—n) nl4+n—(n?-—n) 2n
! \/n2+n+\/n2—n ) V2 +n+vn2—n  Vn?4+n+vn?-n

lim a, = lim

s n%m\/H +\/1 T VIr0+vVIoo0
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n—1 n+1
. . . 1
Man zeige, dass mit [ap,by], wobei a, = RS 3 Z (k+1) und by, 2 Zk‘ ist, eine
Intervallschachtelung vorliegt. Welche reelle Zahl wzrd dadurch deﬁmertQ

B 1 B n _nn+1)  n
Gn = (n+1 22[‘ (n+1)2'<§(”+1)) T3t 1) 2+

B % ntlo L g) D@ r)  nt2
bn = n+12 n+1 2 2(n+1)2  2(n+1)
Man erkennt schon lim, o ap = lim,_, o b, = % Mit diesem Wissen kann man versuchen, die
Folgenglieder noch etwas umzuformen:

1 1 n n 1 n+1 n n 1 1 fchst st "
p==—co+-——""7=-— = - — — wiichst streng monoton

2 2 2m+1) 2 2m+1) 2m+1) 2 2m+1) &

1 1 n+2 1 n+1 n+ 2 1 1
by, = - — = - - _ =+ —— fillt st t

2 2 2t 2 2mt1) 2m4D) 2 2ng) & strens monoton
Fiir die Differenz der beiden Folgen gilt: b,, — a,, = Tﬂ — 0. Da beiden Folgen den gleichen Grenz-

wert haben, die eine monoton wéchst, die andere monoton fillt, liegt eine Intervallschachtelung
vor, sie definiert die Zahl %

— —. Man bestimme lim sup a,, und liminf a,,.

(=" _1\n
Gegeben ist an:< 2n ) + (=n 1

3n+1 2(n+1) 2 n—00 n—o0

Bei Ausdriicken, in denen (—1)™ vorkommt, bieten sich meist Fallunterscheidungen an:
erade ok 4k n 2k 1 4 n 2 1 2
rade: n= = -, s_Z_=z
& TGkl dk+2 2kh-m6 4 2 3

4k+2>1 2%k +1 1 6 2 1 1

ungerade: n=2k+1 aggy1 = <6k 1) " Thrd 221 413

T dkitd 2ki-mwd 4 2 2

2 1
Demnach ist limsupa,, = 3 und liminf a,, = 5

n— oo n—00

Man zeige, daf$ die Folge a, = (nt+a)" a® fir jede reelle Zahl a konvergiert und bestimme den

n"-n!
Grenzwert.
n+a)” a” n+a\” a”
Wir wissen lim a, = lim u -— ) = lim + - lim —-.
. ) . n+a . a\”" u
Nun kennt man bereits (oder sollte zumindest kennen) lim = lim (1 + 7) = e”.
n—oo n n—00 n
an
Weiters ist lim - = 0 — das sieht man am einfachsten, indem man ein allgemeines Folgenglied
n—oo Nl
a® a-a-...-a
explizit anschreibt: — = ———————— Sowohl im Zahler als auch im Nenner steht ein Produkt von

n Faktoren, aber wihrend diese iiber dem Bruchstrich den immer den Wert a haben, werden sie
darunter mit wachsendem n immer grofler, und fiir n — oo geht der Ausdruck gegen Null. Beide
Grenzwerte existieren, damit ist der Grenzwert des Produkts gleich dem Produkt der Grenzwerte,

und man erhélt lim a,, =¢e¢*-0=0.
n—oo

10
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{an} ist definiert durch ag =1, a1 = 2, ap+2 = ant1 + an. Man beweise: (%)n < q, <2"

Induktiv: n = 0: (%)0 =1<1<1=20stimmt; n = 1: (%)1 = % < 2 < 2 = 2! stimmt ebenfalls.
i+ ) =152 e =t o, > ()" 4 () =3 ()" > 1 Q) = ()"

Qo = Apy1 + G <271 427 = 3. 27 < 4. 90 = Qnt2

Man untersuche ap+1 =1+ +v/1+ an, a; =0 auf Konvergenz und bestimme qgf. den Limes.
Ausrechnen:  {a,} ={0,2,2.73,2.93,...}

Vermutung;: {a,} ist monoton wachsend und a,, <3

Apto—Ani1 = /14 any1 — 1+ ay; wenn a,yq1 > a, ist, muss demnach auch
Gp+t2 > Gpy1 Sein. Weil as = 2 > 0 = q; ist, wichst die Folge monoton.
Schranke: a1 < 3. Induktionsannahme: a,, < 3, daraus folgt a,+1 < 1+ 1+ 3 = 3, die
Folge ist nach oben beschrankt und wegen der Monotonie konvergent.
a=1++v1+abzw.a—1=+/1+a und nach Quadrieren > —2a+1=1+a
Grenzwert: bzw. a? —3a = a(a—3) = 0. Von den beiden Lésungen a = 0 und a = 3 kommt
nur die zweite in Frage: lim, . a, = 3.

Monotonie:

Man untersuche an1 = a2 + a,, a; = % auf Konvergenz und bestimme ggf. den Grenzwert.

Aus anr1 = a2 + a, und a3 > 0 folgt weiter a, > O fiir alle n € N. Wegen a,11 — a, =
afl +a, —a, = afl ist die Folge streng monoton wachsend und durch a; = i nach unten beschréankt.
Gpt1 = ap - (an+1) > ay, - % > ap_1- (%)2 >...>a- (%)n wéchst iiber jede Schranke. Demnach
ist {a,} nach oben unbeschriinkt, also divergent.

Alternativer Nachweis der Divergenz: Der formale Grenziibergang n — oo liefert die implizite
Gleichung a = a? + a mit der einzigen Losung a = 0. Dies steht aber im Widerspruch zum
monotonen Wachsen einer Folge mit positiven Gliedern, {a,} kann deshalb nicht konvergent sein.

Man untersuche anp+1 = CJ;“" ,a1 =0, C > 0 auf Konvergenz und bestimme ggf. den Grenzwert.

Die ersten Glieder der Folge sind {a,,} = {0, %, %, %, ...}, man kann also monotones Wachsen
an

und Beschranktheit nach oben vermuten. Fiir die Monotonie erhélt man a,41—a, = % +%—a, =
C;“". Solange also a,, < C ist, ist an41 > a,. Nun zeigt man Beschranktheit nach oben durch C
(und damit auf einen Schlag auch die Monotonie) ganz einfach mittels Induktion. Ist a,, < C, so

ist apnt1 = C% < % = C. Die Folge ist also konvergent und man erhélt fiir den Grenzwert

A =lim,, o a,, (Wenig iiberraschend) A = %, also A=C.

Gegeben ist die Folge an11 = 2a,—1 mit ay = a € R. Man bestimme ein explizites Bildungsgesetz
fiir die Folgenglieder und untersuche, fiir welche a € R die Folge konvergiert.

Eine Berechnung der ersten Glieder zeigt: a1 = a, ag =2a— 1, a3 =2(2a —1) =1 =4(a — 1) + 1;
ay=2(4(a—1)+1) —1=8(a—1) + 1. Man kann vermuten: a,, = 2" !(a — 1) + 1, was allerdings

noch mittels vollstdndiger Induktion bewiesen werden sollte:

g1 =2a, —1 22227 g —1)+1)—1=2"(a—1)+2—1=2"(a—1) +1

Der Induktionsanfang ist bereits gemacht, demnach stimmt die Rekursionsformel. Man erkennt
auch sofort, dafi die Folge divergiert, wenn nicht gerade a = 1 ist (der Ausdruck wichst fiir a > 1
iiber und fillt fiir a < 1 unter jede Schranke). Die Folge ist also nur konvergent fiir a = 1.

11
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7 KONVERGENZKRITERIEN FUR REIHEN

Um die Konvergenz einer gegebene Reihe zu iiberpriifen, stehen diverse Kriterien zur Verfiigung,
von denen hier die wichtigsten vorgestellt werden sollen. Die meisten davon haben durchaus
einschneidende Voraussetzungen (z.B. dass alle a,, > 0 sind und monoton fallen); diese werden
beim jeweiligen Kriterium explizit angegeben.

7.1 Quotientenkriterium

Hier betrachtet man den Grenzwert zweier aufeinanderfolgender Glieder der Reihe und kann

feststellen:
<1 Konvergenz

=< =1 keine Aussage
> 1 Divergenz

an+1
Gn

lim

n—oo

Wenn der Grenzwert nicht existiert, kénnen immer noch limes superior und limes inferior ei-

ne Aussage bringen. Wenn sogar limsup,,_,., “2 < 1 ist, liegt ebenfalls Konvergenz vor, ist

an
dagegen bereits lim inf,, . ag“ > 1, hat man divergentes Verhalten.

n

Bsp:  Man untersuche die Reihe > 7 | % auf Konvergenz. Dazu bilden wir mit a,, := %
U1 gntl an\ "t ontl g 2.7 pl 2
an (n+1)! \n! (n+1)! 2 (n+1)-n! 20 n+1

die Reihe konvergiert demnach.

7.2  Wurzelkriterium

Mit dem Quotientenkriterium verwandt ist das Wurzelkriterium, in dem man die n-te Wurzel
des Betrags von a, im Limes n — oo betrachtet. Auch hier gilt:

<1 Konvergenz
lim {/|an| =¢ =1 keine Aussage
e > 1 Divergenz

Sollte der Limes nicht existieren, geniigt es in diesem Fall, lim sup {/|a,| zu untersuchen, auch
dann zeigt ein Wert < 1 Konvergenz und einer > 1 Divergenz an; im Falle = 1 kann auch hier
keine Aussage getroffen werden.

ANM:  Das Wurzelkriterium ist insofern ,stirker* als das Quotientenkriterium, als dass auch
fiir Falle, in denen das Quotientenkriterium keine Entscheidung bringt, noch manchmal
Aussagen erlaubt. (Das gilt allerdings nur dann, wenn der Grenzwert von a’;# nicht
existiert und auch limsup und liminf nicht weiterhelfen. Fiir % — 1, liefert auch

das Wurzelkriterium {/|a,| — 1 und damit keine Entscheidung.) Versagt hingegen das
Wurzelkriterium, so bringt auch das Quotientenkriterium sicher keine Aussage.

2
BsP:  Man untersuche die Reihe Yo (1 — %)n auf Konvergenz:

. 1\" \" 1
=il (Y
e

n n

die Reihe ist konvergent.

12
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7.8 Vergleichskriterium

Das Vergleichskriterium versucht, die Konvergenz/Divergenz einer gegebenen Reihe Y 7 ay,
anhand einer anderen Reihe ) by, zu iiberpriifen, deren Konvergenzverhalten bereits bekannt
ist. Ublicherweise wird es in einer der drei folgenden Arten verwendet (wir betrachten dabei nur
Reihen mit positiven Gliedern ay,):

e Wenn a,, < by, fiir fast alle n ist, und Y 7 b, konvergiert, dann konvergiert auch 7 ap,
(Magorantenkriterium, die Reihe "> b, heiBit dann eine konvergente Majorante).

e Wenn a,, > b, fiir fast alle n ist, und > b, divergiert, dann divergiert auch > > a,
(Minorantenkriterium, » > b, heifit analog zu oben eine divergente Minorante).

o Wenn limy, oo 2 = C € R* ist, dann haben die beiden Reihen Y > a, und Y o2 b, das
gleiche Konvergenzverhalten. Ansonsten gilt immerhin noch:

— Wenn $= — 0, und ) ° b, konvergiert, dann konvergiert auch > >°  ay,.
— Wenn = — oo, und ) ° b, divergiert, dann divergiert auch Y >°  ay.
n — =

Natiirlich ist das Vergleichskriterium nur so gut wie die Reihen, die zum Vergleich zur Verfiigung
stehen. Insbesondere praktisch sind in dieser Hinsicht die schon von vorhin bekannten Reihen

i n konv. f. |¢| <1 ii konv. f.a > 1 i 1 konv. f. a > 1
- div. f. |q| > 1 ne ] div.f.a<1 n-(lnn)e | div.f.a <1
n=0 n=1 n=1

Bsp:  Man untersuche die Reihe > >° | m auf Konvergenz.

4.

Die hochste Potenz im Zihler ist n2 , die hochste im Nenner n*; man kann also Vermuten

2
dass sich die Reihe ein analoges Verhalten haben wird wie Zn L =Y et n2’ also
2
Konvergenz vorliegt. Das gilt es nun noch zu beweisen. Mit a,, := m und
by, = # erhalt man:
an, n?—Tn+1 n? n* — ™3 + n? 1—%-1—# 16]R+
_ — =

E:4n4+3n3+2n2+n'T_4n4+3n3+2n2+n_4+%+n—22+% 4

Die beiden Folgen haben also gleiches Konvergenzverhalten, und wie erwartet konver-
giert > >, % tatséchlich.
7.4 Leibniz-Kriterium

Nun betrachten wir Reihen der Form > >° ((—=1)"a, mit a, > 0, also Gliedern mit jeweils
wechselndem Vorzeichen. Hier gilt:
Wenn a, monoton fallend ist und a, — 0 geht, dann ist die Reihe Y " (—1)"ay konvergent.

Bsp:  Man untersuche die alternierende harmonische Reihe Z;’le(—l)"% auf Konvergenz:

Diese Reihe hat auf jeden Fall die richtige Form mit wechselndem Vorzeichen und
an = % > 0, auch dass lim,, .~ a, = 0 ist, ist klar. Was also noch zu iiberpriifen bleibt
ist die Monotonie:

1 1 n n+1 1

Il = = 01 7 0 n(n+1) nn+1) n(n+1)

Die alternierende harmonische Reihe ist also wie frither schon behauptet tatséchlich
konvergent.

13
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7.5 Verdichtungskriterium

Im Falle, dass in der Reihe Zn 1 an, die Glieder a,, alle positiv sind und monton fallen, wird die
Konvergenz einer Reihe schon von einer sehr viel ,,diinneren“ Teilreihe bestimmt. Es gilt dabei
der Cauchy sche Verdichtungssatz:

Die Rethe Z an konvergiert genau dann, wenn die ,verdichtete“ Reihe Z 2"agn konvergiert.

=1
Der Bewels lehnt sich eng an jenen fiir die Divergenz der harmomschen Re1he an: Unter den

gemachten Vorausetzungen (a, positiv und monton fallend) gilt ndmlich:

aon + agn + ... + agn > Aon4q + Q@ong2 + ...+ Qon+tl > Aon+1 + Agn+1 + ... + Agnt1

2na2n 2n+1 2”&2n+1

2. w

k=27+1

und nachdem einerseits 2"agn+1 = % 2l ggng = % - 2Magm ist, andererseits konstante Vorfak-
toren nicht das Geringste an der Konvergenz einer Reihe dndern, hat die urspriingliche Reihe
zwangslaufig das selbe Konvergenzverhalten wie jene iiber 2"agn.

7.6 Cauchy-Kriterium

Im Gegensatz zu allen bisher angegebenen Kriterien setzt das Cauchy-Kriterium keine spezielle
Gestalt der a,, voraus und ist damit das allgemeinste Kriterium — allerdings ist es auch technisch
am anspruchsvollsten, und man wird es nur dann verwenden, wenn die anderen Kriterien alle
nicht anwendbar sind oder versagen. Auf Reihen umgelegt lautet seine Formulierung;:

[e.e]

FEine Reihe Zak ist genau dann konvergent, wenn es zu jedem € > ()

k=1
m
ein N € N gibt, so dass Z ai| < e fiir beliebige m > n > N ist.
k=n+1

Analog zum letzten Abschnitt gilt auch hier das Kriterium nur dann, wenn man es mit re-
ellen (oder komplexen) Zahlen zu tun, aber nicht notwenigerweise in einem ,,unvollsténdigen*
Zahlbereich wie etwa Q.

14
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ExKurs: Weitere Konvergenzkriterien fiir Reihen

Neben den hier vorgestellten Konvergenzkriterien gibt es noch eine ganze Reihe anderer, die
entweder auf Mittel zuriickgreifen, die erst spéter in diesem Skriptum folgen (Integralkriteri-
um) oder allgemein technisch anspruchsvoller sind (Kriterien von Kummer und Raabe). Der
Vollstandigkeit halber seien sie an dieser Stelle trotzdem kurz angefiihrt:

o Integralkriterium: Eine Reihe ) °  ~ f(n) mit monoton fallendem f(n) ist genau dann

konvergent, wenn f;j f(z) dx existiert. (Das Integral braucht nur an der oberen Grenze
ausgewertet zu werden.) Das kann man sich anhand einer graphischen Darstellung unmit-
telbar veranschaulichen:

o Kriterium von Kummer:

o Kriterium von Raabe:
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8 TUBUNGSAUFGABEN — REIHEN

Der Erwartungswert einer Grifie ist die Summe aller moglichen Werte gewichtet ! "‘a_;
mit jeweils der Wahrscheinlichkeit fir ihr Fintreten. So ist der Erwartungswert
eines (fairen) n-seitigen Wiirfels

1 Inn+1) n+l

== (1+2+... == =
(W) n(++ +n) - 5 5

Berechnen Sie, wie sich dieser Wert durch die Zusatzregel dndert, dass beim
Wiirfeln der hdéchsten Zahl n jeweils weitergewiirfelt und das Ergebnis immer
zum bisherigen addiert wird.

Aus dem Erwartungswert 1 (1+2+ ...+ n) wird nun

<Wn+>:% <1+...+n—|—71l <1+...+n+;(...)>>

Aus der Summe ist eine unendliche Reihe geworden, die man mit N = 1+ ...+ n =
einfacher schreiben kann als:

1 1 1 <1 1 1
Wty = N+ N+ -—-N+...= — =N. — —1]=N- -1 =
W) = e S (S ) = ()
_ N n )= N 1 n(n+1) I n n+l
o n—1 - n—1_ 2 ‘n—1 n—-1 2

Der Erwartungswert erhoht sich also um einen Faktor 5.

Man untersuche die folgenden Reihen auf Konvergenz:

=24 (—1)" =1 (20N o301
IS Yt X (M)
n=1 n=1 n=1

—-1n V2+ (=1 1
) Van| = \/ on—T ) = Y2+ (D) — 5 die Reihe ist konvergent nach Wurzelkriterium

271,7—7’1
" 1 o 1 L . .
b) Abschitzung a, = 5 < —. Da die Reihe E — konvergent ist, ist auch diese Reihe
n+n —n

konvergent (Majorantenkrlterlum).

2 2 2n + 2)1273n—14
c) Es ist a, = "ot (2n)! 2973 yund damit gilt Intl) (2n +2) :
n n!n! n (n+ D! (n+1)!
I'n! 2 2)(2 1)273 2 1) (2 1 2 1
nln :(”+)(”+) _ (nJr)(n+)H7:7<1,dieReiheist
(2n)!2-3n—1 (n+1)(n+1) 2(n+1)(n+1) 4 2
also konvergent.
o0
. . 1-3-5-...-(2n+3
Man untersuche die Rezhez ' ( ) auf Konvergenz.
= n!
n 1-3-...-(2 2 -n! 2 -n! 2
Intl] _ 3 (2n+3) @n+5) n :(n+5) n_ n+5—>2>1,divergent
an, 1-3-...-2n+3)- (n+1)! (n+1)-n! n+1

16



Unterlagen Konversatorium Analysis T'1 WS 2004/05

Man untersuche die folgenden Reihen auf KorwergenZ'

a) z_:f_l)"sfs}éﬁ, b) 2—21”3 )Z n5/4

a) ‘( " Sl:;{ < 5 die Reihe konvergiert, da auch Z 5 konvergiert.
ans1| 3"/ (n+1)3 gntl.p3 n3 ,
b - - —3. 3>1,d £
) an 37 /n3 3 (n+1)3 W2 +sntl ” tersen
s an,  Inym/nd* Inymnd/® In(n'/2) 1 Inn
c) Vgl. mit ZW:E: 1 /nS7s = 54 = ,5/ases = 5 s — 0, da der
n=1

Logarithnrn;s »im Unendlichen* langsamer wiichst als jede Potenz. Also ist die Reihe ¢)
,konvergenter” als die bereits konvergente Vergleichsreihe.

Mcm untersuche die folgenden Reihen auf Konvergenz:
(v/n + 1) s 1 /1 1\" = ., 4
1= (4= . =
)Zn2+5n b);( )n 3+n , c);sm T n—l—n

1
an (0?2 +n)-n n? 4+ n3/2 1+ﬁ .
a) Vergleich mit E Thefert b R el il 1ii-1 — 1, die
bn n

n2

Reihen haben glelches Konvergenzverhalten und divergieren demnach beide.

I ) P ¢
— | z+=-)—==|3 == onvergen
n\3 " n) T 1\3 3= &

¢) sin? (77~ (n+4)) = sin’ (W+ 4;) = sin® (47?) - (477;)2 (Sin <477;) /477;)2

(47T)

b) Wurzelkriterium: 3/|a,| =

, d.h. die Reihe ist konvergent, weil Z — konvergent ist.

n= 1

[e’e] 1 n o0 4 —1
Man untersuche die Reihen Z(—l)” {e = <1 + n> ] und Zzzl (32) auf Konvergenz.

n=1

n—oo

\" \" \"
1. Weil {1+ — monoton wichst und lim (1 + — = e ist, ist [e — (1 + ) } eine
n n n

monoton fallende Nullfolge und die Reihe ist nach dem Leibniz-Kriterium konvergent.

an\ ! an)l \ 7 In} n I(n+1)!
2. Esist a,, = " = (4n) = (3n)!n und damit Anti) _ (3n+3)!(n +1) .
3n (3n)!n! (4n)! an, (4n +4)!
4n)! 2 1 ! 27n* + .. 2
(4n) :(3n+3)(3n+ )Bn+1)(n+1) = T+ i<1 konvergent.
@Bn)!n! (An+4)(dn+3)(dAn+2)(dn+1)  256n* +.. 256
o0
Man bestimme alle x € (—m, ), fir die die Reihe Z(sin 2z)" konvergiert.
n=1
{/lan| = |sin2z| ist kleiner Eins aufer fir 2z = +2,+3% ... <= 2 =42 £37 In diesen

Fallen erhélt man die divergenten Reihen Z 1 bzw. Z(fl)". Die Reihe konvergiert also fiir

T e (_7-‘—77-() \ {_%Tﬂ? _%7 %7 %TW}

n=1 n=1

17



Unterlagen Konversatorium Analysis T'1 WS 2004/05

9 UBUNGSAUFGABEN — STETIGKEIT

Gegeben sind die beiden Funktionen f und g:

2 -5 —3<xr<-2 x+2

T+ 1 —2< <0 |$+2| < r< -1 # -2
flx)=1¢ 2z 0<z<1 glr)=¢ 2+ -1<z<1

1 r=1 22+ |z| + 1 1<x<?2

22 +1 l<ax<?2 9—=z 2<xr<3

mit den Definitionsbereichen Dy = [=3,2] und Dy = [—3, 3]\ {—2}. Man iberpriife beide Funk-
tionen auf Stetigkeit und skizziere ihre Graphen.

Da die f an den ,Zwischenstiicken“ als Zusammensetzung stetiger Funktionen selbst stetig ist,
sind nur jene Punkte zu untersuchen, an denen die Funktion umdefiniert wird:

lim f(z) = .11@2(:52 —5)=(-2)2-5=-1 _
lim f(z) = lim (z+1)=-2+1=-1 = lim f(z) =-1=f(-2)

hrgl flz) = lir%(x+1) =0+1=1 }
- D
Ili%l+f(x):£%2x:2'0:0
lim f(z) = lir1112x:2'1:2
r—1— T— — i p— e
lim f(z) = lim(2” +1) = 1° 41 =2 = lim f(@) =2#1=f(1)
r—1 Tr—
In x = —2 existieren links- und rechtsseitiger Limes, sie sind gleich, also existiert auch der Limes

selbst; da er gleich dem Funktionswert ist, ist f dort stetig. In x = 0 sind links- und rechtsseitiger
Grenzwert ungleich; in z = 1 sind sie zwar gleich, und der Grenzwert selbst existiert deshalb, er
ist aber ungleich dem Funktionswert. An £ = 0 und z = 1 ist die Funktion f also unstetig, auf
D(f)\ {0, 1} ist sie stetig.

Fiir g gilt im Prinzip analog zu f, dass die Funktion an den ,, Zwischenstiicken* stetig ist; allerdings
sind zusatzliche Punkte zu beachten, wo das Argument eines Betrages das Vorzeichen wechselt:

—(z+2)

. .oz +2 .

lim g¢g(z) = lim = lim 1=1
z——2+ z——2 2 + 2 z——2

lim g(z)= lim z = lim 1=1
T——1— z——1x+2 z—-2 = lim f(z)=1= f(-1)

lim+g(z) = lim1(2+x) =2-1=1 r——1
r——1 T——

lir? g(z) = liml(2—|—x) =2+1=3
r—1" xr— : — —
lim_g() = lim (a? +[af +1) = 12+ [1] 4 1 =3 [~ 23 /() =3=70)
r—1 xr—

lim f(z) = lin12(x2 +lz|+1) =22 412/ +1=7

lim f(z) = lim(9—2)=9-2=7 = lim f(@) =7=1(2)
r—2+ r—2

! 1 €
Nur bei z = —2 sind links- und rechtsseitiger Grenzwert ungleich; ’

de und iiberall sonst der Grenzwert existiert und gleich dem Funk-
tionswert ist, ist g {iberall auf D, stetig. \

oA T s R s

da dieser Punkt aber aus der Definitionsmenge ausgenommen wur- \ . /
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10 ABLEITUNGEN DER ELEMENTAREN FUNKTIONEN

Die bisherigen Uberlegungen zur Differentialrechnung waren eher theoretischer Natur. Nun wol-
len wir uns aber konkret damit beschéftigen, wie man die Ableitung einer gegebenen Funktion
wirklich bestimmt. Zun&chst einmal wird das gemfl Definition mittels Grenzwert sein, sehr bald
schon wird man aber sehen, dass es eine Handvoll Regeln gibt, die diese umsténdliche Prozedur
in vielen Situationen ersetzen kénnen.

10.1 Die Ableitung der elementaren Funktionen

Langst nicht alle Funktionen sind differenzierbar: Alle unstetigen Funktionen kommen von vorn-
herein nicht in Frage, aber sogar die meisten stetigen Funktionen sind nirgendwo(!) differenzier-
bar. Gliicklicherweise ist das bei jenen Funktionen, mit denen man es im téglichen Leben meistens
zu tun hat, nicht der Fall. Die Quadratfunktion ist zum Beispiel problemlos differenzierbar; und

es gilt fiir f(z) = 2%

2 _ .2 _ .
F(zo) = lim —— 20 — Jim (z=wo)-(F+a0) _ (z + z0) = 2x0.
T—x0 T — X T—T0 T — X T—T0

Analog erhélt man fiir alle allen anderen (auch beliebige reelle) Potenzen: %xo‘ = az®! (Mer-

kregel: Alte Hochzahl kommt herunter, neue Hochzahl ist um Fins kleiner). Die Ableitung einer
Konstanten ist klarerweise immer Null:

—c = lim A lim 0 = 0.
dx T—To X — Xy  T—To L — X
Weiters ist das Ableiten eine lineare Operation, es gilt also
L e f@) = e f (@) L (1) + (@) = (2) + o/ (2)
dx dx

Insbesondere sind damit alle Polynome differenzierbar:

d
e (anl‘” + .t ax® + a1x+ao) =na,z" ' + ...+ 2a97 + ay.

Gliicklicherweise sind die Ableitungen der Exponentialfunktion, der Winkel- und der Hyper-
belfunktionen ebenfalls sehr einfach. Es gilt: (e*)’ = e*, (sinz) = cosz, (cosz) = —sinz,
(sinhz)’ = coshz und (coshz)’ = sinh x.

BEISPIEL: Exemplarisch fiir die anderen Funktionen soll hier der Ursprung der Ableitungsformel
fiir f(z) = sinz angedeutet werden:

p . sin(x 4+ h) —sinz . sinxzcosh + cosxsinh —sinx
fi(x) = lim = lim =
h—0 h h—0 h
. sinh . . cosh—1
= cosz lim — 4sinz lim ——— =cosz
h—0 h h—0
S—— —
=1 =0

Die beiden Grenzwerte, die in der Rechnung auftreten, kénnen z.B. geometrisch begriindet
werden. Eine Berechnung mit den Regeln von de’l Hospital (?7?) wire einfacher, wiirde aber
schon die Kenntnis der Winkelfunktionsableitungen voraussetzen. Einen alternativen Zugang
stellen generell Potenzreihen dar.
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Zum Ableiten von Umkehrfunktionen ist es oft niitzlich, wenn man die Rolle von abhéngiger
und unabhiingiger Variable vertauscht. Wenn néamlich u(x) eine differenzierbare und umkehrbare
Funktion mit d;“ = o/ ist, dann gilt fiir die Ableitung der Umkehrfunktion x(u): dr — L oder

du U
vielleicht noch eleganter angeschrieben:
du  (dx -1
de  \du

Mit dieser Technik lassen sich die Ableitungen von Umkehrfunktionen meist einfach ermitteln.

So ist etwa fiir den Logarithmus «w = In z natiirlich = e%, man erhélt also ‘% = e" und daraus
du 1 1

weiter g = - Tdn = e = %, kurz also die vermutlich bereits bekannte Formel:
d | 1
—Inzr=-—
dx T

Analog lassen sich so auch die Ableitungen von Arcus- und Areafunktionen ermitteln.

Bsp: . . dx du 1 1 1
u = arcsinz, * = sinu, — = cosu, — = = =

' " du "dr cosu /1 _gin2y V1-—a?
Die Ableitungen der elementaren Funktionen sind noch einmal in der folgenden Tabelle zusam-
mengefafit. Die meisten Eintrige lassen sich direkt mit den bisher vorgestellten Ableitungsregeln

oder jenen aus dem néchsten Abschnitt verifizieren:

f(z) f(@) f(z) f(@)
c 0 " na" 1
e’ e’ Inz %
sin x Cos T sinh cosh x
Ccos T —sinzx cosh x sinh
tan x 0032 - tanh x Cosig -
cot x — Sin12 - cothx — sin1112 -
arcsin 11712 Arsinh x 11932
arccos x — \/1177 Arcoshz xéil
arctan x ﬁ Artanh z 1_1362
arccot x ﬁ Arcothx =3

Hat eine Funktion f mit der Ableitung f’(x) als Argument einen Ausdruck ax + b, so gilt fiir

die Ableitung nach x:

Das ist ein Spezialfall der im folgenden vorgestellten Kettenregel, ebenso wie die logarithmische

%f(az-i—b) =a- f'(ax +b).

Ableitung einer (positiven) Funktion f:

d
%lnf(@:
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11 ABLEITUNGSREGELN

Nun braucht man aber keine Angst zu haben, dass man die Ableitungen zusammengesetzter
Funktionen jedesmal mittels aufwendiger Grenzwerte ermitteln miisste, denn gliicklicherweise
gibt es drei einfache Regeln fiir solche Fille. So mufl man etwa die Ableitung eines Produktes
nicht aufwendig berechnen, sofern man die Ableitungen der Faktoren kennt (Produktregel):

() 2)) =

i FG) ) — F@) @) () 9(2) — £@) 9(2) + T(@)9() — f) o)
i 19— @9le) | T@a) -~ S gle]

= lim ¢ g(2) ! Z; — i(x) } + lim {f(x) g(zi — Z(x) }

Die Produktregel ist auch anschaulich einigermaBen klar: Will man die Anderung eines Produkts
berechnen, so geniigt es in erster Ndherung, jeweils einen der beiden Faktoren konstant zu
halten und den anderen zu veréindern; anschliefend werden die beiden so erhaltenen Anderungen
addiert.

Ebenso gibt es einen allgemeinen Ausdruck fiir die Ableitung einer Funktion f, die von einer
anderen Funktion ¢ abhingt (Kettenregel):

% ol = tim f(w(Z); - i(go(w)) - lim f(w(z)i - if«o(x)) _ :ZE; - ZE?} _

— tm {f(sO(z ) = fle(x)) »(2) — w(m)} i TR — fle() L e(z) — ()
P o(2) — p(x) z—x =z p(z) — p(x) =T 2 —

df dy

=2 &

VORSICHT! Eine besonders hiufige Fehlerquelle bei der Berechnung von Ableitungen ist das
Vergessen der inneren Ableitung /.

Mit Hilfe von Produkt- und Kettenregel kann man auch fiir die Ableitung eines Bruchs eine
einfache Formel angeben (Quotientenregel):

(2)’ L B g _ M
v v v v

(Die Quotientenregel 1d8t sich auch — viel aufwendiger — ohne Benutzung der Kettenregel her-
leiten.) Im folgenden sind die drei wesentlichen Ableitungsregeln noch einmal iibersichtlich zu-

sammengestellt:
Produktregel Kettenregel Quotientenregel
d oy d o df dyp d <u>_u’v—uv’
dx (u-v) =uwv +uv dxf(go(x)) do dx de \v/ v2

In speziellen Fillen, insbesondere fiir Funktionen, die an gewissen Punkten anders definiert sind,
kommt man natiirlich um das Arbeiten mit Grenzwerten nicht herum.
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12 UBUNGSBEISPIELE — ABLEITUNGSREGELN

Man berechne die erste Ableitung f' der folgenden Funktionen:
1
1) f(z) = thrte 2) fz)=In 3) fz)=a?e"

T
) @)=

coshz . e®
P 5) f(z) =arcsin(ax +b) 6) f(z)= oG T

1. Kettenregel: f/(z) = (2ax + b) e +bate

ron 4 1 /_ 2 2\—1\/ _ 2y [ 2025 _ 2T

2. f(m)——ﬁ (1+x2> =1+2%) (1+2°)™") =142 (-1)(1+2*) 22 = T2
3. Produktregel: f'(z) =2ze* —2%e % = (20 — 2%)e™®

, o, sinha- (2% 43z +1) —cosha - (22 4 3)
4. Quotientenregel: f'(z) = @3 1)

fon a

5. Kettenregel: f (LE) = m

i €@ 2+ 1) —e” - (204 2)
6. Quotientenregel: f'(z) = 20 1)

Man berechne die erste Ableitung f' der folgenden Funktionen:
lnac 1
1) flz) = 2) (@)= —F—= 3) [flz)=Vygx); g(z) 20Vz e D,
z , 1+cos*z
4) f(x) = cos(In(z?)) &) flz)=a" 6) flx)=a2"")
_(1113:) _< o Ing. 1> l—lnx
x
1 cosz sinz

_ 172\ _ _ 3/2 e _

2. ( (1 + cos® ) ) 3 (14 cos®x)~ 2cosz (—sinx) (& cos22)3/2
_1y2 ()
3 7/() = (9(0)7?) = 3 9(e) g/ (a) = -2
( ) 2y/g(x)
2z 2 sin(In(z?))

4. f'(x) = —sin(In(z?)) - = = —

2 x

fl(z) = (erny = evine <1H£E +x- i) =2"(1+Inz)

ot

o

f(z) = (m(‘”x))l = (eww'lnw)/ = v Ine, (m” : % +2°(14+1Inz) In x)
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13 EXTREMWERTAUFGABEN

BEISPIEL: Finem Halbkreis mit Radius a ist das flichengrofite Rechteck so einzuschreiben, dafs
zwei der Eckpunkte auf der Kreislinie und zwei auf der x-Achse liegen.

Man kann das Problem mit gutem Gewissen symmetrisch anset-
zen. Der rechte obere Eckpunkt habe die Koordinaten (z,y), die

anderen drei miissen demnach (—z,y), (z,0) und (—z,0) haben. //_
Die Flédche des Rechtecks ist 2zy, diese Funktion ist zu maximie-
ren. Als Nebenbedingung hat man die Kreisgleichung 22 +4? = a2,
mit deren Hilfe man eine Variable explizit ausrechnen kann, et-
wa y = Va? — 2. Das kann man nun in die Fliche einsetzen:
A =22a? — 22 = 2z (a® — 2%)'/2, diese Funktion soll ein Maxi-
mum annehmen.

Die Ableitung nach der Produktregel ergibt

dA —T
— 9/ a2 2
=2va* — x4+ 2z 5 >

diesen Ausdruck muf man nun Null setzen: 2va? — 2 — \/% = 0 bedeutet Va2 — 2 =

\/% und nach Multiplikation mit v/a2 — 22 ergibt sich a? — 22 = 22. Also ist a? = 222 und

damit z = % (die negative Losung kommt nicht in Betracht). Aus der Nebenbedingung erhélt

a a

man y? = 22, das flichengréfte Rechteck hat also Eckpunkte mit den Koordinaten (ﬁ’ ﬁ)’

(—%, %), (%, 0) und (—%, O). Eigentlich miifite man auch noch iiberpriifen, ob es sich
auch wirklich um ein Maximum handelt, und nicht etwa ein Minimum oder einen Sattelwert.
Im allgemeinen kann es natiirlich eventuell Randextrema geben, die das eigentliche Optimum
darstellen. (Hier liegen allerdings nur die Randminima x = @ und = 0 mit der Fliche A = 0
vor.)

BEISPIEL: Wie ist fiir eine zylindische Dose das Verhdltnis von Héhe zu Radius zu wihlen, damit
das Verhltnis von Volumen zu Oberfliche mdglichst giinstig (mazimal) wird?

Die beiden Kenngréflen fiir eine Dose mit Grundflichenradius r und Hoéhe h sind Volu-

men V = r?zh und Oberfliche O = 2r?7 + 2rwh. Aus einer dieser Groflen muss nun ei-

ne Variable explizit ausgedriickt werden, giinstig ist hier h = % Setzt man das ein, so
do 2V

erhilt man O = 2r?7 + % Die Ableitung nach r liefert e drm — — L 0 Lost
r r

man diese Gleichung nach r auf, so erhdlt man r = 13/%. Setzt man das in den Aus-

druck fiir h ein, so erhilt man h = = ;/2 7= ‘éfﬁ;j = @3/% und fiir das Verhéltnis

27
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2m

die Hohe der Dose ist also gleich ihrem Durchmesser.

4V
h % afsnV )
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14 DER MITTELWERTSATZ DER DIFFERENTIALRECHNUNG

f sei stetig auf [a, b] und differenzierbar auf (a,b). Dann gibt es zumin-
dest ein £ € (a,b), fir das gilt:

Fb) = f(a)

&) =25

(Mittelwertsatz der Differentialrechung)

BEISPIEL: Wir beweisen mit Hilfe der ersten Mittelwertsatzes der Differentialrechnung fiir das
Intervall (0, 1) die Ungleichung

222

1422

Dazu wenden werden wir den Mittelwertsatz auf die linke Seite an, wir benétigen also die erste
(und in weiser Voraussicht auch gleich die zweite) Ableitung:

In(1 + 2?) <

) 2
@) =

" . 2(1+ZE2)—2£L"2ZL‘_ 2 — 222
fz) = (1+ 22)2 (14 22)2

Nun betrachten wir das Intervall (0,z) mit 0 < x < 1. Laut Mittelwertsatz gibt es zumindest
eine Stelle ¢ € (0, z), fiir die gilt:

26 f(z) = f(0) _In(1+2?)

1)

zl—i—f?— x—0 T

Da f"(x) = [f'(x)] in (0,1) streng positiv ist, ist f/(z) streng monoton wachsend und fiir £ < z
gilt sicher f'(¢) < f'(x). Mit oben ergibt sich nun

2 -z 2
B> - 2 I

T 2
22 . n 112 > In(1 + z*),

also genau die zu beweisende Aussage.
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15 KURVENDISKUSSIONEN — KURZUBERBLICK

15.1 Definitionsbereich, Differenzierbarkeit und Bildbereich

Wo ist die Funktion definiert? Wo differenzierbar? Ist die Funktion am Rand des Definitionsge-
biets stetig ergdnzbar? In welchen Bereich von R hinein bildet die Funktion ab?

15.2  Nullstellen

Fiir welche Werte x; gilt f(x;) = 07

15.8  Symmetrieeigenschaften

Symmetrische Funktionen: f(=z) = f(z)
Schiefsymmetrische Funktionen: f(—z) = —f(z)

15.4 Extremwerte

Kandianten fiir Extrema: Stellen mit f'(z) =0

Relative Maxima:  f”(z) <0 (baw. f/(z) = f/(z) = ... = f&D =0, fC0 < 0)

Relative Minima:  f"(z) >0 (bzw. f'(z) = f"(z) = ... = f&D =0, f0 > ()
Zuséatzlich zu untersuchen: Randpunkte und Stellen, an denen f nicht differenzierbar ist.
Auffinden der absoluten Extrema anhand des Vergleichs der Funktionswerte. (Vorsicht bei
(halb)offenen Definitionsbereichen!)

15.5 Monotonie
monoton wachsend (1):  f'(z) >0 streng monoton wachsend (11):  f'(z) > 0

S
monoton fallend (|): f(x) <0 streng monoton fallend (||): f(xz)<0

15.6 Wendepunkte

Kandidaten an Stellen mit f”(z) = 0, wirklich Wendepunkte, wenn f”(z) = ... = %) =0,
f@k+) £ 0 (also die erste nichtverschwindende Ableitung ungerader Ordnung ist). Eventuell
Wendetangenten konstruieren.

15.7 Konwvexitdt

konvex: f"(x) >0 streng konvex:  f”(z) >0
konkav:  f”(z) <0 streng konkav: f”(z) <0

15.8 Asymptoten

e Vertikale Asymptoten an = = zg: limi |f(x)] = o0

T—T0
_ g (@) _
e Asymptoten der Form y = kx + d mit k = lim und d = lim (f(z) — kx).

r—+oo g r—+o00

15.9 Skizze

Skizze moglichst mittels Nullstellen, Extremstellen, Wendepunkten und Asymptoten, falls not-
wendig zusétzlich auch mit Wertetabelle.
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BEIsPIEL: Man diskutiere die Funktion f(z) = (z —a) - e*™%

e Untersuchung des Definitionsbereiches:
Alle vorkommenden elementaren Funktionen sind auf ganz R definiert; es gibt auch keine
Briiche, deren Nenner Null werden kénnten, also ist Dy = R.

e Nullstellen:
Nullsetzen der Funktion liefert (z — a) - e*~* = 0. Da die Exponentialfunktion nie Null
werden kann, ist das nur erfiillt, wenn z — a = 0, also x = Oa ist. ,

e Kritische Punkte, Monotonie:
Bildung der ersten Ableitung f'(z) = e* %+ (x —a)e* * = (x + 1 — a) e*~*. Nullsetzen
liefert mogliche Extremwerte: (x+1—a) e*~® = 0 kann nur gelten fiir x = a—1. Das ist also
der einzige Kandidat fiir eine Extrmestelle. (Ist f/(z) # 0 im ganzen Definitionsbereich,
so ist f entweder streng monoton wachsend (f/(z) > 0) oder fallend (f'(x) < 0).

e Zweite Ableitung:
Man erhilt f’(z) = e 4+ (z+1—a)e® * = (x + 2 — a) e**. Einsetzen des kritischen
Punktes von oben: f”(a —1) = e~! > 0, es liegt also ein Minimum vor. (Fiir f”(z3) < 0
hétte man ein Maximum, im Falle f”(x;) = 0 konnte man allein anhand der zweiten
Ableitung keine Ausage machen.)

¢ Wendepunkte:
Nullsetzen der zweiten Ableitung liefert Kandidaten fiir Wendepunkte: (x+2—a) e * =0
hat als einzige Losung x = a — 2. (Wére f”(x) iiberall ungleich Null, so wiire f entweder
streng konvex (f”(x) > 0) oder streng konkav (f”(x) < 0).) Nun betrachtet man die dritte
Ableitung f®)(z) = ( + 3 — a) e* . Hier ist f®)(a —2) = ¢=2 # 0, es handelt sich also
tatsdchlich um einen Wendepunkt.

e Asymptoten:

In diesem Fall gibt es keine Definitionsliicken mit lim £ = +00, also auch keine senk-

r—T
rechten Asymptoten. Nun berechnet man die Grenzwerte
—_— . r—a —_—
ki = lim f(@) = lim w = lim (z—a) - lim 7" =00
r——+oco X r—+00 X r—+00 xT r—+00
— .et—a
ke = lim @ = lim u = lim ( ) lim e *=0
r——00 I T——00 €T r——00 €T r——00
dy = lim (f(z)—kyz)= lim (z—a)- e *=0
r——00 T——00

Die einzige Asymptote ist also y = 0 (fiir x — —00).
e Skizze:
Skizzieren des Funktionsgraphen mit Hilfe von Nullstellen, Extrem-

und Wendepunkten, dem Monotonieverhalten sowie den Asympto-
ten, im Zweifelsfalle zusétzlich noch mit Funktionswerten fiir einzelne

zusitzliche Punkte.
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16 UBUNGSAUFGABEN — KURVENDISKUSSIONEN

Man diskutiere die Funktion f(x)

B Inx
 1+Inz

(Definitionsmenge, Nullstellen, Extrema, Wendepunkte, Bildmenge, Asymptoten, Skizze)

Inz ist nur definiert fiir z > 0, daher ist Dy C R*. Weiters ist Division durch Null nicht
erlaubt, (1 +Inz) = 0 fiir z = 1, daraus folgt fiir die Definitionsmenge: Dy = RT \ {1}.
Ubrigens ist lim, g+ f (x) =1, die Funktion wire also mit f(0) = 1 stetig ergénzbar.

1
fl(x) = m ist fiir z > 0 immer positiv, weil sowohl der Z&hler als auch das Quadrat
x nx

im Nenner immer < 0 sind. Das bedeutet, f(x) ist auf allen Teilintervallen von D streng
monoton wachsend, es gibt keine Extrema. (Die stetige Ergéinzung mit f(0) = 1 hétte in
z = 0 ein relatives (Rand-)Minimum.)

3+Inx

() = C22(1+Inx)3

@ (z) #0. Es ist f(e%) = %, also hat der einzige Wendepunkt die Koordinaten (e%, %)

ist Null genau dann, wenn 3+Inx = 0, also fiir x = e%, dort ist auch

Fiir sehr kleine positive z ist Inx einerseits negativ, andererseits betragsméfig sehr grof,
also hat f(z) einen Wert knapp iiber Eins. Von da an steigt die Funktion bis z = % ins
Unendliche an. Fiir alle z > % steigt f von minus Unendlich weg wieder an. Fiir grofle
wird In x wieder betragsméflig grof}, ist aber diesmal positiv, d.h. der Bruch ist immer kleiner

als Eins. Insgesamt wird also auf ganz R \ {1} abgebildet.

T = % ist die einzige senkrechte Asymptote. Fiir negative Zahlen ist die Funktion gar nicht
definiert, der Grenziibergang nach —oo entfillt. Die beiden anderen Grenzwerte existieren
dafiir:

P . (L L O S AL LA SR
500 T z—oo\x 1+1nx z—oo x wz—oo 1l +Inx
1
d = Jim (f(@) = ko) = lim R =1

Es gibt also eine zusétzliche Asymptote y = 1.

Aus den Informationen iiber Asymptoten und Montonie kann man nun auch leicht eine
Skizze des Funktionsgraphen erstellen:

5

4_

& ¥
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1
Man diskutiere die Funktion f(z) = — 5 +4
z‘ —
e Untersuchung des Definitionsbereiches: f ist nicht definiert an Nullstellen des Nenners: 2% —
2 =0, also z = +2. Damit ist Dy = R\ {—v/2,Vv/2}.
1
o Nullstellen: ——— +4=0,1+4(*~2)=0,2> =], Ni(—¥1,0), No(¥L,0)
e Bildung und Nullsetzen der ersten Ableitung: f'(x) = 7(122%2)2. Diese wird nur Null, wenn
2x = 0 ist, also ist x = 0 der einzige kritische Punkt.
-2 24+222(2%-2)2 622 + 4
e Bildung der zweiten Ableitung f”(x) = (2 )(xjx2)4($ )22 = (;20 7+2)3, Einset-
zen des kritischen Punktes von oben: f”(0) = —1 < 0, es liegt also ein (relatives) Maximum

vor, M;(0,%).

e Wendepunkte: 622 + 2 ist immer positiv, (z? — 2)3 ist fiir x € (—v/2, /2 immer negativ, fiir
r € R\ [-v/2,V/?2] immer positiv, also gibt es keine Wendepunkte.

e Asymptoten: An den Definitionsliicken gilt:

lim f(z) = lim f(z)=00 J
z——/2" z—27" 6
im  f(z) = lim f(z) = o0 ) I S
/2" z—V2" 3 Fj
2 : '
also gibt es zwei Asymptoten: a; : = = —/2 \ Nl N

und as : x = /2. AuBerdem ist

lim @ = lim M =0 4 a
T—+oo I r——00 I |
Jum flz) = lim f(z)=4 K

demnach existiert noch eine dritte: ag : y = 4.

e Skizze (mittels Nullstellen und Extrema sowie Asymptoten): siehe oben

Gegeben ist die Funktion f(x) = sinh/1 —x. Man bestimme Definitionsbereich, Nullstellen,
Extrema und Monotonieverhalten!

e Das Argument der Wurzel ist nur dann nicht negativ, wenn z < 1 ist. Das ist auch schon
die einzige Einschriinkung, also ist Dy = {z € R | z < 1}.

e Die einzige Nullstelle des Sinus hyperbolicus liegt bei Null, fiir die Nullstelle muss daher
gelten: v/1 —z = 0 und damit x = 1.

o f'(x) =coshv1—z- QH

die Wurzel kann nie negativ werden, daher ist wegen des negativen Vorzeichens der inneren
Ableitung f’(z) < 0 fiir alle 2 € Dy. Die Funktion ist streng monoton fallend.

Der Cosinus hyperbolicus ist im Reellen stets positiv, auch

e Wegen f'(z) # 0 gibt es keine inneren Extrema, sehr wohl aber ein Randextremum: Die
Nullstelle N(1,0) ist zugleich auch das absolute Minimum.
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Man zeige, dass die Funktion f(x) = x3 - coshz mit Dy =R keine Extrema besitzt.
Man erhélt

f'(x) = 3a*cosha + 2®sinhx = 22 (3 coshx + sinh z)
I () 62 cosh x + 627 sinh 2 + 2® cosh x

O (z) = 6cosha + 18z sinhx + 922 cosh z + #° sinh «

Die einzige Nullstelle von f’ liegt bei x = 0, dort ist f”(z) = 0 und f®)(z) # 0, also liegt kein
Extremum vor. Das selbe Ergbnis erhélt man natiirlich auch aus Symmetrieiiberlegungen.

Gegeben ist die Funktion

3—x 0<z<1
fl)=X dr—22-2 1<2<3
T —4 3<xr <4

mit Definitionsbereich Dy = [0,4]. Man bestimme und klassifiziere alle Extrema.

Im Teilabschnitt D}l) =[0,1) gilt:
fON)=rf0)=3  fa17)=2  flz)=-1<0 ’

In D;Q) =[1,3) erhélt man : m
1

faH=f0=1, fB)=1  fla)=4—2z

die Ableitung wird nur Null fiir z = 2, dort ist f”(z) = —2 < 0, also 1 2 3 4
liegt ein Maximum mit f(2) = 2 vor. In D;?’) = [3,4] ist
f@N=fB)=-1, fU4)=fA=0,  f(z)=1>0

Demnach liegt das absolute (Rand)maximum bei z = 0, ein relatives Minimum bei 2 = 1, ein

relatives Maximum bei z = 2, das absolute Minimum bei x = 3 und ein weiteres relatives
(Rand)maximum bei z = 4.

Man beweise: Die rationale Funktion

ar +b
cr+d

fx) =

mit ¢ # 0 hat nur dann innere Extrema auf Dy = R\ {—g}, wenn sie konstant ist.

Die Funktion ist auf ganz Dy differenzierbar, man erhélt fiir die erste Ableitung

;o a(cx+d)—(ax+b)c  ad—bc
filw) = (cx + d)? ~ (cx +d)?

und als Bedingung fiir die Existenz kritischer Punkt ad — bc = 0. Wer schon einmal friedlichen
Kontakt mit der linearen Algebra und insbesondere der Theorie der Determinante hatte, weifl nun,
was gespielt wird; fiir alle anderen ergibt eine schnelle Rechnung a = %C und weiter:

%Cx—kb_ bex+d b

fla) = ct+d dex+d d

Die Funktion muss also tatséchlich konstant sein, damit ist natiirlich jeder Punkt absolutes Maxi-
mum und Minimum gleichzeitig.
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17 UBUNGSAUFGABEN — SATZ VON TAYLOR

Man bestimme die Taylorpolynome zweiten Grades mit Entwicklungsmitte xqg = 0 der folgenden

Funktionen:

g(x) = sin(7 cos )

f(z) = cos(e” — 1)

Zuerst berechnet man die Ableitungen der Funktionen:

F() = cos(e” — 1) f(0) =1
f'(x) = —sin(e® — 1) e* f(0)=0
f"(z) = —cos(e® — 1) €2® — sin(e® — 1) €* 17(0) = —
g(x) = sin(w cos x) g(0)=0
g'(x) = —msinz cos(r cos x) g'(0)=0
¢"(x) = —m?sin? zsin(7 cos ) — 7 cos  cos(m cos ) g'(0)=m

und erhélt damit )

To y(z;0) =1 — % Ty 4(z;0) = ng.

Im ersten Fall wiirde man das auch problemlos iiber Ineinandereinsetzen von bekannten Entwick-
lungen erhalten,

2 1 2 2
f($):1—uf+0(u4) :1_<CL‘+$+O(CL‘3)) :1—£+O(1‘3)
2 u=1+2+22 +0(23)—1 2 2

Im zweiten Fall miifite man fiir diese Vorgangsweise allerdings die Entwicklung des Sinus um ug = 7
verwenden, nicht die (allgemein bekannte) um 0.

2 x—1

Man bestimme die Taylorpolyome Th(x;1) von f(z) = x“e® -,
Ty(z;—1) von g(z) = z* + 32% + 1
und T5(x;0) von h(x) = cosh(sinz).

Fiir die ersten beiden Ableitungen von f erhéilt man:

f(z) = 2%e*~! f()y=1 ag=1
f(z) = 2ve® 1 + z2e* ! f/(1)=3 a1 =3
f"(z) = 2e* ! + dxe® =t + z2e* ! f10)=7 a=1
also Th(2;1) = 1+ 3(z — 1) + Z(z — 1)%. Analog fiir g:
g(z) =2+ 322 +1 ( 1) = ap=>5
g'(x) = 423 + 6z ( 1) = —10 a; = —10
g"(z) =122% +6 g'(-1) = az =9
9@ () = 24z g<3>( 1) = az = —4
99 (z) = 24 9 (-1) = az =1
und damit: Ty(z;—1) =5—10(x + 1) +9(z + 1) — 4 (z + 1)> + (z + 1)*. Mit
h(z) = cosh(sin x) h(0)=1 ap=1
h'(z) = sinh(sinz) cosx K (0) = a1 =0
h"(z) = cosh(sinz) cos? x — sinh(sinz) sinz h'(0)=1 az =3

ergibt sich schlieBlich Ty(x;0) = 1+ £
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Man bestimme die Taylorpolyome T3(x;1) und Ts(x;2) von f(x) = x.

Fiir die ersten beiden Ableitungen von f erhélt man:

fla) = a'/? [y =1 f2) = V2
fll@) = ga7'/? flay = 3 '@ = zm
f”(l‘) _ _%x—3/2 f”(l) _ _% f”(2) _ _271/2
() damo? ) : 2 = 5%n
und damit
1 1 3
Ty(x;1) = 1+-(z—1)—=(x—1)*+ = (z—1)°
Jw1) = Ths@-1)- -1+ =@ -1)
1 1 1
Man bestimme das Taylorpolyom dritten Grades von
fz) =1+ z +a?)
mit Entwicklungsmitte xg = 0.
Entweder iiber Ableitungen
f(z) = In(1+z+2?) f(0)y=0
F@) = i ) 70 =1
flw) = HEEEEG 1) =1
2 (142z) { (1+22)% -3 (1+a+a?
frie) = EAGRTIREE o) = -
und Taylorformel
1 2
Ts(z; 0) :x—|—§x2— 5333

oder mittels bekannter Entwicklung von In(1 + u):

1 2 1 3 4
u=x+x2:u+§u +§u -I-O(’LL )|u=ﬁc+x2:

f(z) In(1+ u)‘

1 1 1 2
x+m2+§(x+x2)2+§($+x2)3+0($4)=$+§$2—§x3+0(x4)»

wobei die Ergebnisse natiirlich {ibereinstimmen.
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BEISPIEL: Wir bestimmen nun das Taylorpolynom zweiten Grades der Funktion
f(z) = cosh(z? — )

mit Entwicklungsmitte x¢g = 0:

f(z) = cosh(2? — ) f(0)=1
f'(x) = sinh(z? — z) - (22 — 1) f(0)=0
f"(x) = cosh(z? — x) - (22 — 1)? + 2sinh(2? — x) f7(0)=1
Damit ist also ; )
Ty (x;0) = f(0) + f/(0)x + f2(m:c2 =1+ %

BEISPIEL: Nun bestimmen wir 75 (z; /7) der Funktion
f(x) — esin(xz).
Fiir die Ableitungen ergibt sich nach Produkt- und Kettenregel:

f(@) = e fym) =1
f/(.%') — esin(IQ) . COS(.%'2) .o f/(ﬁ) _ _Qﬁ
F(z) = 422 cos?(x2) 5= — 422 sin(22)esn(=) 4 2 cos(a2)esn (=) f'"(m)=4r -2

Einsetzen in die Taylor-Formel ergibt hier:
Ty(z;v/7) = 1= 2V7 (& — V1) + (27 — 1) (& — V/7)°

BEISPIEL: Nach der speziellen Relativitdtstheorie ist die Energie eines mit der Geschwindigkeit
v bewegten Korpers der Ruhemasse mg gegeben durch:
2
E(v) = &2’
1-(2)
wobei ¢ die konstante Vakuumlichtgeschwindigkeit ist. Nun wollen wir eine Ndherung fiir kleine
Geschwindigkeiten, also v < ¢ bzw. 7 <1 ermitteln:

Dazu entwickeln wir nach Taylor, wobei als Variable sofort x = (%)2 wéhlen kann. L8t man
die Konstanten vorldufig beiseite, so erhélt man

1

X = _= —{L‘_/

f@) = == (-2

/ 1 _ 1
fl@) = —5(1-a2) 3/2-(—1>=m

also f(0) =1, f/(0) = % und fiir das Taylorpolynom ersten Grades (also die lineare Néherung)

T1(z;0) = 1+ 5. Setzt man nun die urspriinglichen Variablen und die Konstanten wieder ein,

so ergibt sich
E(v) ~ moc? - <1 + L (U>2> = moc® + mo v*
2 \c 2
Der erste, konstante Term entspricht dabei der (iiblicherweise nicht in Erscheinung tretenden)
Ruheenergie, der zweite hingegen ist genau die kinetische Energie der klassischen Newtonschen
Mechanik. Diese ist ja gerade der fiir v < ¢ giiltige Grenzfall der umfassenderen Relativitéts-
theorie.
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BEISPIEL: Man bestimme die Taylorreihe von
f(z) = {7 mit Entwicklungsmitte zo = 3.
Zusétzlich untersuche man, ob die Reihe die Funk-
tion an z; = 0 darstellt.

BEISPIEL: Man bestimme die Taylorreihe von
f@)=(1+2x)-e* um xog = —1. Auerdem zeige
man, dass die Reihe die Funktion fiir alle x € R
darstellt.

Man bilde die ersten paar Ableitungen und versuche, ein System dahinter zu erkenmen, um so
auf eine explizite Formel zu kommen (die oft erst ab einer gewissen Ableitungsordnung gilt). Im
Idealfall sollte man diese Formel noch mittels vollstindiger Induktion beweisen.

_ 1 (14=x)—z-1 _ 1
f'(I) - (422 T (14=x)?
P =y 106 =

Man sieht: Das Vorzeichen wechselt, der Zahler
wéchst nach einer Fakultét, die Potenz des Nen-
ners nimmt bei jeder Ableitung um Eins zu. Ver-
mutung:

F(@) =

n'

() e

fiir n > 1.

fllxy=e"+(14+2)e*=(1+1+z)e”

[fe)=e"+(1+1+z)e*=(1+2+2x)€”

f(?’)() (1+3+ux)e”
Wz)=1+4+z)e”

(1 +n)e” ergibt abgeleitet (14n)e*, die Ableitung
von x e” ist (1 + x)e”, also ergibt blCh

f"(@) =

sogar fiir alle n € Ny

(1+n+z)e”

FEinsetzen des gewtinschten Entwicklungsmittelp

U

nkts und Anschreiben der Reihe.

Fiir f(z) gilt: f(3) = 1, fiir alle Ableitungen (hier
schon ab der ersten):

™3) =
Nun kann man die Reihe anschreiben:

*+Z 1

— 5)"

n!

(_1)n+1 (%)n—&-l

(_1)n+1 n! (%)n+1

n+1 n-l—l (LI}

Einsetzen von z = —1 liefert:
f(=1)=0  fM(-1)=ne!
Damit erhalt man fur dle Relhe

f0+2

n=1

+0-e7!

Stellt die Reihe die Funktion an einer Stelle x # xo dar? Dazu muss man das Restglied unter-
suchen, die Funktion wird dargestellt, wenn Ry (z) eine Nullfolge ist.

Untersuchung an « = 0: Fiir das Restglied gilt:

PPN i g = Vs LTS ]
s (n+1)! Q+3+9-(z—3))"+?
n 1\n+1
1y (D" (=3)
Rn(07 §) - (4 _ Q)n+2
373
Der Nenner ist immer grofler als 1, also:
. (%)n-&-l 1 n+1
| (05 3)] = (3 DOyn+2 < (3> i 0
373

Die Reihe stellt die Funktion also an x = 0 dar.

Das Lagrangesche Restglied ergibt nach Kiirzen:

Rl —1) = BG4 - (a4 1y

Der Ausdruck, der fiir beliebige £ am schnellsten
wichst, ist (n + 1)!, da er im Nenner steht, geht
das Restglied gegen Null,

lim, oo Rp(z;—-1) =0 VazeR

Die Reihe stellt die Funktion demnach fiir alle re-
ellen Zahlen dar.
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18 UBERSICHT: UNBESTIMMTE FORMEN

Insgesamt gibt es sieben Typen von unbestimmten Formen, auf die alle entweder die Regeln von
De I'Hospital anwendbar sind oder die durch entsprechende Umformungen auf eine passende
Form gebracht werden koénnen:

813

o0 — 0O

Entweder (u.U. wiederholte) Anwendung der Regeln von DE L’HOSPITAL

2
or + 1 9
Bsp: lim © % = lim 2P w2 =0

T—00 e T—00 et r—o00 ¥

Oder (bei # — o0) Zéhler und Nenner durch die héchste vorkommende Potenz

1
dividieren (Vorsicht bei Wurzeln!) und lim — = 0 fiir n > 0 verwenden.
T—00 I
2 2, 4
2 4 1+2+ 5 1 1
Bsp: lim — rerds lim z__ a2

$_>OO$2+’/$4—562_35_’001+ 17%_1—#\5_5
\V T

Anwendung der Regeln von DE L’HOSPITAL, u.U. auch mehrmals.

sin x . CcosT
= lim
x z—0 1

. sinh z . coshz
BSP: lim ———=lm ——m——— =1
z—0 X - COST z—0 COST — I SInx

=1

BSP: lim
x—0

Auf 22 oder % umformen, Behandlung wie oben.

1 1 1
Bsp: lim (e_m IDCL‘) = lim 2T lim ﬁ = lim =0
T—00 r—o0 ev r—o0 ev r—o00 I eT
| 1
Bsp: lim (z-Ilnz)= lim g T [z = lim (—z) =0
r—0t r—0t ]_/CL' r—0+t —]./1'2 r—0+

Logarithmieren, zuerst auf 0 - co, dann weiter auf 3 oder % umformen (den Loga-
rithmus dabei moglichst im Z#hler lassen!), Behandlung wie oben.

1\* 1 In(1+1
Bsp: lim <1 + > =exp lim zln <1 + > = exp lim M =
T—00 €T T—00 x r—00 1/$
-1
= exp lim 1+1/z  a? =exp lim ——— =expl=e
z—oo  —1/x? o0 1+ 1/x
. 1\* . 1\* . 1 ) Ini
Bsp: lim | — ] =exp lim In{ — ) =exp lim zln— =exp lim z—% =
0t \ & a—0+ x z—0+ x a0t 1/x
1 -1
A . 0
o i, Dy = o i e =

Umformung auf 5: oder %, Behandlung wie oben.

Bsp: lim (x_ m) B i Y Gt IO SO YR

T—00 T—00 -77+\/x2_1 r—00 THV x2—1 B

Die Form ,,0%°°¢ ist zwar ebenfalls unbestimmt, es 1Bt sich aber durch Umformen ohne die
Regel von De I’Hospital feststellen, dass dieser Grenzwert 0 oder oo ergibt. Noch klarer sind
Ergebnisse wie % =0 oder F = oo.

Bsp:

Bsp:

1 1 . Inx
lim 27 = lim es ™% = Moot & =™ =0
z—0t z—0t
. _1 . _1 1 Inz
lim 277 = lim e ™% = ¢ Moot =5 = ¢® = 0
z—0* z—0*
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BEISPIEL: Man ermittle die folgenden Grenzwerte:

. x —sinhz
lim T3 _ 4
z—0 I° —T

P

lim (14e")

T— 00

lim
r—00

(VoG -)

. x—1
.'l:li>nl’l+ (hl l‘)

Versuchen, ob Ldsen durch reines Umformen mdglich ist; sonst durch Finsetzen die Form be-

stimmen.

o0
771

5,00 — 00"

0«
770

Falls notwendig mit Umformungen (z.B. Logarithmieren) fiir Division durch hichste Potenz auf
oder fiir Anwendung von de I’Hospital auf ,,8 “baw. 52 “ bringen.

keine Umformung not-
wendig

Logarithmieren
lim 1n((1+ef‘r)ez)
ez— o0
umformen
lim e®In(1+e™7)
63)—?(}0
und weiter auf %:

lim

In(14+e~ %)

z(z+1)+x

Erweitern: - :
z(z+1)+x

r(r+1) — 2?2
Vez+ 1)+

vereinfachen:

x
vVt t+r+o

Logarithmieren

emETJr ln((ln at)"’fl)

umformen:
li —1)In(l
1m+(m )In(Inz)

ez—1

und weiter auf 22:

. In(ln z)
e T/G=1)

Nun Regel von DE L’HOSPITAL anwenden = Zihler und Nenner getrennt differenzieren (unter
Umstinden auch mehrfach), bis keine unbestimmte Form mehr erhalten wird. (Fir x — oo
stattdessen evtl. Zihler und Nenner durch die héchste vorkommende Potenz dividieren.)

De I’'Hospital:

1 — coshzx
m—-—-
z—0 332 — 423

0 ) : .
5> De 'Hospital:

—sinhx

im ——
z—0 6z — 1222
%, De I’'Hospital:
i cosh x

im ——
z—0 6 — 24z
x = 0 einsetzen:

—cosh 0 B _1
6—-24-0 6

De I"Hospital:

Zdhler und Nenner
durch x dividieren:

1

VI1+i+1

Grenziibergang:
1 1

Vito+1l 2

De I’'Hospital:

" 1/(xInz)
ot —1/@=1)7

Doppelbruch auflésen:

De I'Hospital:

2(z—1)

— lim F—F
' Tna+l

e x—1
x = 0 einsetzen:

— lim f“ljrll)
m
e z—1t — 60 — 1

36




Unterlagen Konversatorium Analysis T'1 WS 2004/05

19 UBUNGSAUFGABEN — REGEL VON DE L’HOSPITAL

Man berechne die folgenden Grenzwerte:

In 12 (Inx)?
1) lim (In(e +z))Y® 2) lim —t% 3) lim ———
) z—0t ( ( + )) ) z—0 X ) r—1 2 — 221
cos 2x — CoS ¥ 1 cosS T 2
4) lim ————— 5) lim | — — ) 6) lim (coshz)?/®
z—0 sin“ x z—0 \ slnx x z—0
1—cosZ el +e -2 sinx 3/a?
7) lim -2 8) lim ———— 9) lim
z—0 1 — cosx z—0 1 —cosx z—0 x
In(In(e + x))
1. lim (1 % _ exp lim 1 (1 1/2): lim e rr))
im, (In(e 4+ x)) exp lim In (In(e + x)) exp lim .
1 1 1
o . In(e+z) etz _ _ /e
- a;lig){r 1 P In(e) ¢
1—z 1 =Dt ()1
2. lim IEE — iy O0/0FD) Q)" ek s
Tz50  x z—0 1 z—0 (1 + 1‘) (1 — SL‘)
. (Inz)? . 2-ln:z:~%_ ) Inzx N % 1
S sy o s s Rl g S el Rt S B
- _il—>ml rer—l1 =-1
. Ccos2x —cosx . —2sin2zx +sinx . —4cos2x +cosx —4+1 3
4. hmizz m ——— = 11 ) = = ——
z—0 sin“ x z—0 2sinxcosx z—0 2cos2x — sin’ ¢ 2—-0 2
. x —sinxcosx . x —sinxcoszx . x—%sin2x . 1 — cos2x
5 lim ————— = lim ——— = lim - = lim — =
z—0 x-sinzx z—0 x-sinx z—0 x-sinx z—0sinx + x - cosx
2sin 2x 2sin 2x

z—0 COST + CcosT — T - SinT z—0 CcOST + CcosT — T - sinT

21In(cosh x) gsinhz

. 2/x? . 2/x2 . . .
6. lim (coshz)®* = exp lim In ((cosh x)?/* ) = exp lim = exp lim —coshz —
r— x—0 x—0 332 x—0
. tanhx - 1
= exp lim = exp lim <=hZ2 — oxp s =e€
z—0 z—0 1 cosh” 0
1—cosZ Llging LeosZ 1
7. lim ———2 = lim 2—2 = Jjm £ —2 = -
z—01—cosx z—0 sinzx z—0 COST 4
. efte =2 .oet—e™® . ef+e "
8 lm ———=1lim ——=lim —— =2
z—0 1 —cosx z—0 sinx z—0 COST
. 3/z2 . 3/x2 .
. sinx /= . sinx /= . 3 sinx
9. lim =exp lim In =exp lim — In =
z—0 €T z—0 €T x—0 .7,‘2 x
r . 1 x cosx—sinx
sSin x .
. In z . sinz/x 2
=exp [3- lim =exp [3- lim =
z—0 2 z—0 2z

.z cosz —sing e (1-Z 4 0@aY) - (¢ — &+ 0(h))
=exp|3:-lim ———— | =exp |3 lim < =
z—0 222 sinzx 0 222 - (z — & 4 O(x?))

3 3
-+ 4 O(xb)) 81
_ i —Z TG P P
exp |3 - limy 23 4+ O(x5) ‘ ‘
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20 STANDARDINTEGRALE

Eine Integraltabelle der elementaren Funktionen ergibt sich unmittelbar als Umkehrung der
Ableitungstabelle. Dabei erhélt man die folgenden wichtigen Beziehungen:

f(z) F(x) f(z) F(x)
ZEa+1 1
o -1 — 1
;o a+1+C . nlz|+C
a/l'
e* e* +C a® +C
Ina
sin x —cosx +C sinh x coshx +C
COS & sinz +C cosh x sinhx +C
1 arcsinx + C' 1 arctanx + C
V1= 22 —arccoszx + C 1+ 22 —arccotx + C

Eine wichtige Rolle bei der Integration von Wurzelausdriicken spielen auch die Areafunktionen
(bei denen es nétig sein kann, den Wertebreich zu beachten):

x
——— = In(z+Vvz2+1) = Arsinhz +C
V1+a?
dx _ 1|14z L C B Artanhz + C  fir z € (—1,1)
1—22 2|l-=z | Arcothz+C fiirz € R\ [-1,1]

_ ln)w+m‘+0 _ {Arcosh:n+0 fljrxe(l,—i—oo)

dz
/ Vi1 —Arcosh (—z)+C fir xz € (—o0,—1)

Weitere Integrale, die des 6fteren auftreten und die man sich zwar nicht zu merken braucht, aber
doch entsprechend griffbereit haben sollte, sind beispielsweise (in den entsprechenden Giiltig-
keitsintervallen):

f() F(z) () F(x)

1 1

5 tanx + C — tanhz + C
cos? cosh” z

1 1

—cotx +C — —cothz +C

sin? sinh? 2
tan x —In|cosz|+C cotx In|sinz|+ C
tanh x Incoshz + C coth z In|sinhz| + C

Aus der Kettenregel des Differenzierens folgt sofort eine duflerst praktische Integrationsbezie-
hung: Ist némlich F(z) eine Stammfunktion von f(z), so ist 2 F(az +b) eine Stammfunktin von
f(ax +b), also kurz:

/f (x)+C — /faas-f—b)d C1LF((m:—|-b)—|—C'
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21 TUBUNGSAUFGABEN — PARTIELLE INTEGRATION

Man berechne das Integral I = [z sinxdx.

I:/msinxdx:

Man berechne das Integral I = / $2 dx.
cosh” x

U=z u =1

, . = —x cosx—l—/cosxdx:—x cosx +sinx + C
UV =8INT U= —COST

U=z u =1
/ 1

v :m v = tanhz

1
I = /x 5 dr =
cosh” z

inh
= x-tanhx—/sm xdx=x~tanhm—lncoshx+0
coshx

=z -tanhx — /tanhfcdx =

Notwendig ist dabei nur die Kennnis des (Fast-)Standardintegrals [ m dx = tanhz+C und die
Anwendung der logarithmischen Integration. (Die Betragsstriche sind hier unnétig, da der Cosinus
hyperbolicus ohnehin nie negativ werden kann.)

In(z?
Man berechne das Integral I :/ (2 ) dx.
x
1 =ln(z?) o' =% In(a 2 In(2
I=/1H($2)—2dm: uln(f) u > Z—M-i-/@dm:—n(x)—f-kc
x v = vl v = - xT x X
/2 -
Man berechne das Integral I :/ —— dz.
x/6 Sin“w
/2 1 u=aux u =1 /2 /2
I = / r———dv=| |, 1 = —x cotx —|—/ cotxdr =
/6 sSIn"x V=g, V= —cotx /6 x/6
7 3
= [—x cotx —|—ln|sinm|]7r% = % +1n2
1
Man berechne das Integral I :/ r2 V1 —rdr.
0
u=r? u = 2r

1
I = /rwﬁdr:
0

v =(1 —7")1/2 v = —%(1 —7')3/2

22 Loyt =r u =1
= T e +/ | )32 dp = , _
3 (1—-r) 3 r(1-r) r v = (1 - r)3? v*f%(lfr)5/2
=0
4 2 ! 1 422 b 16
— = _Z (1= 5/2 / 1— 5/2d ——_-221N1 7/2 -
3y 507 F 0( Ty dr 357077 . 105
—_—
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22 TUBUNGSAUFGABEN — SUBSTITUTION

1
Man bestimme das Integral I = / M dx
x

Nachdem der Logarithmus als Argument des Cosinus am stérendsten aussieht, substituieren wir:

I:/cos(lnx) dm:‘ u=Inz

T

= /cosudu =sinu+ C =sin(lnz) + C

Man bestimme das Integral I = / cos (esmx) ST cosz dx

Partielle Integration wird hier kaum weiterhelfen, also versuchen wir eine Substitution:

in . u=sinz
I = cos (e““”) e"* cosxdxr = =
du = cosx dx
dv
= /cos(e“) etdu=|v=¢e", du=—|=
e

= /COSUdUZSiDU+C=Sin(e“)+Czsjn (esinz) +C

Natiirlich hitte man (mit dem entsprechenden prophetischen Blick, der sich nach dem Rechnen
einiger Beispiele fast automatisch einstellt) auch sofort v = e*™* substituieren kénnen.

ea}
Man bestimme das Integral I = | —— dx
et +e*
Die naheliegendste Substitution ist natiirlich u = e”:
e’ u=e* u  du
L= /el’—i—emdx_‘ du = e” dx _/“+i w
u 1 [ 2u 1., 1, | o

) In? z
Man bestimme das Integral I = | —— dx.
x

Hier substituieren wir fiir den Logarithmus:

[ 1n2517d | u=Inz
o T = du:%du

1 1
:/u2du:§u3+O: ~tic

Man bestimme das Integral I = / e® cosh(e®) ') da:

Hier substituiert man u = e*:

u=-e*

_ T z\ (%) _
I /e cosh(e®) e\’ dx ’ du — e du

1
= /cosh(u) e“du = 3 / (e"+e™™) e'du=
1 1

U 1 U 1 e” x
= 5/(62 +1)du-2{2€2 +u]+0_4{ez +26}+C
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23 TUBUNGSAUFGABEN — INTEGRATION RATIONALER FUNKTIONEN

2 x — 27
Man bestimme das Integral I = / -5 o dv.
1 T —22° =32

Nullsetzen des Nenners liefert: 2° — 222 — 3z =2 (2?2 =22 —3) =0: 21 =0, 22,3 =1 £ /1 +3

-2 A B
Partialbruchzerlegung: e == ¢

23 —-222-3z 2 x2-3 zx+1

r—2T=A(x-3)(z+1)+Bz(z+1)+Cx(z—3)

Polstellenmethode: x = 0: —27=-3A A=9
r=3: —24=-12B B = -2
r=-—1: —-28=4C C=-7
279 2 7 2

9(In2—-In1) —2(In1 —In2) —7(In3 —In2) =18 In2—-71n3

1 2
¥ —6x—7
Man bestimme das Integral I = / SR dx.
o (x—2)2-(2241)
Die Polynomdivision entfiillt wegen Grad Zihler = 2 < 4 = Grad Nenner.
2 6x— A B D
Partialbruchzerlegung: v —be T = + + Cot | - Nenner

(x—2)2-(2+1) -2 (z-2)2 2241
22 —6x—T=A(x—2)(z*+1)+ B (2> + 1) + (Cz + D) (x — 2)?, nach Potenzen sortieren:
22 —6r—T=(A+C)a®+(—2A+B—4C+ D)a? + (A+4C —4D)z + (—2A+ B+ 4D)
Man erhilt also das Gleichungssystem A+ C =0, —2A+ B —-4C+ D =1, A+ 4C — 4D = —6,
—2A+ B+4D = —7 mit der Lésung: A=2, B=-3,C=-2,D=0:

1

1
2 3 2 3 3
I= — — de=|2lnlz -2+ —— —In(2?+1)| =—-=—31n2

/0 (1’2 (z— 2)2 z2+1> v { nle =20+ o= — (" + )0 g 0

4o — 2
—_—dx.
2243z +3

Da der Nenner keine reellen Nullstellen hat, ldsst sich der Integrand nicht mehr mittels (reel-
ler) Partialbruchzerlegung vereinfachen. Statt dessen versuchen wir, den Zihler als Ableitung des
Nenners darzustellen, um logarithmisch integrieren zu kénnen:

21 — 1 2 43— 4 21 +3 4
/z2+3z+3 v /:172+3:z:+3 v {/z2+3x+3 v /x2+3x+3 m}

1 1

(z+3)°+35

Man bestimme das Integral I = /

Die Substitution v = x + %, du = dx fiihrt schliefflich auf

/ du :5/ du v=2t
u2+% 3 %—i—l duz@dv

_\/?34/ dv 2 2 22 +3

YE L. —— arctanv = — arctan
2 3

2+l 3 V3 V3
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24 UBUNGSAUFGABEN — GEMISCHTE INTEGRATIONSTECHNIKEN

e’ sinhx
Man berechne das Integral I = / dx.
er +1
Hier hilft eine Aufspaltung des Sinus hyperbolicus anhand der Definitionsgleichung:
7 - /ex Sinhxdw/ex%(?w_e_x)dx1/62z1dx

er 4+ 1 er +1 2 e*+1

1 f(e"+1)-(e"—1) 1 - e’ —x

= — = — — 1 =
2/ ] dx 2/(6 ) dx 5 +C
2%+ 22 + 2

Man berechne das Integral I = / 231322 1 62+ 12 X

Umformen erlaubt sofort eine logarithmische Integration:

d 4 34322 + 62+ 12
B+ 322 + 60+ 12 0T g T mor o

1/ 3z% + 6z + 6 1/[x3+3x2+6x+12]’

I=- -
3] B3 +6z+12°7 7 3

Man berechne das Integral I = /a: In(x?) dz.

Hier arbeitet man sinnvollerweise mit partieller Integration:

— 2 /I 2z __ 2
I = /a?-ln(xQ)dx: , In(z”) u_x%‘ T=
v == v= %5
x? 2 a2 x? 2 x?
= ZInz®) - [ 2.2 de =" In(2?) - =2 In(z?) — =
5 n(z*) /;v 2dx 5 n(z*) /a:dx n(z*) 2+C
ta
Man berechne das Integral I = / 22 .
cosx

Hier ist es hilfreich, den Tangens aufzuspalten, danach fithrt eine Substitution weiter:

tanx sin U = COSX
I = dl‘: dez du =
cos cos? x dr = — 5=
sinz  du du 1 1
= - PR = — 72:*4—0: +C
u sin x u U CcoS T

Man berechne das Integral I = / cosh(e”) e da.

Substitution mit anschlieSender partieller Integration liefert:

u=e" T =1Inu

— z\ 2 _ T x\2 _
I = /cosh(e)e dﬂc—/cosh(e)(e)dx— do = % gy = 1 du

J— !
= /coshu-uzﬁ:/umoshudu: f=u fr=1

u g =coshu ¢ =sinhu

= w-sinhu— /Sinhudu = u - sinhu — coshu + C = €” sinh(e®) — cosh(e®) + C
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sinx

Man bestimme das Integral I = / dx.

cosz — sin?z

Die naheliegende Substitution v = sinx fithrt zu einem Integral, das um nichts einfacher ist als
das, von dem man ausgegangen ist, also wird man wohl besser einen anderen Weg einschlagen:

[ / sin d:z::/ sinx da:z’ u:c9sx
cosz — sin® x cosx — 1+ cos?x du = —sinzx dx
du B du 4 du B
) /u2+u—1‘/<u+1>2—i‘ 5/<}u+}>2—1‘

4fAcoth (\[ \[)—I—C——\[Arcoth (\[ \[>+C

Eine zuverléssige Alternative wéare natiirlich die in 7?7 angegebene Standardsubstitution.

Man bestimme das Integral I =

/d:cdx
V14 ez

;o u=+1+e2 e2r =2 -1 B
/,/71+e21 dU*%dI:%dI de = S du |~
1
= / Y du:/7du:Arcothu—|—C’:Arcoth\/1+62m—|—0
uer u? —1
sin x
Man bestimme das Integral I = / —dx.
1+cosz

Mit der Standardsubstitution u = tan 5 erhélt man:

. 2u u
sinx Tru? 2du / T2
I = —dr = | — =4 [ — " _du=
/1+Cosa; o /1+}+“§ 1+ u? 14+u?+1—u? Y
2
= / 2j_ldu—ln(u +1)+C:1n(tan2§+1>+C

In diesem Fall schneller und eleganter geht es mit

I:/ﬂdx:_/ﬂdq;zln\1+cosx|+c
1+ cosx 1+ cosx
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