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1 Taylor-Reihen

Potenzreihe im Entwicklungspunkt zg:

o0
= Z an(x — x0)"
n=0

Konvergenzradius:
1

limsup,, . {/an|

Ausrechnen der Koeffizienten:

S (o)

n!

R:

ap =

Beweis. Reihe gliedweise differenzieren und jeweils
T einsetzen; so fillt alles bis auf das jeweilige ay

weg. O
Definition.

o~ (o)

,;) . (x — x0)"

heifit Taylorreihe. Fiir xg = 0: MacLaurin-Reihe.
Taylorpolynom n-ter Ordnung;:

Zf l”o x—xo)k

LU (E()

1.1 Fehlerabschidtzung

Direkte Abschéitzung:

f(z) -

Methode von Lagrange:

‘Rn(l‘7x0)| = Pn(l‘,l‘()”

(x — mo)"T

(n+1)! f("+1)(900+19(90 o)),

Rn(.f, .’130) =

wobei 0 < 9 < 1.

Beweis. Betrachte

R, (x,x0)
(x — xg)nt!

o Rn(xaxO) —
©(x— o)t —

Rn(an ZQ)
(mo _ mo)n-‘,—l :

Wende wiederholt den verallgemeinerten Mittel-
wertsatz an, bis R, 1(x,x0) = f T (z). O

1.2 Binomialreihe

fz) =

wenn o = n € Ny:

(14 2)® mit o € R fest

fla)=(1+2)" =
(Reihe bricht ab, R = c0)

wenn o = —1:

1

142z

fz) =

(geometrische Reihe, R = 1)
Definition.

(Z) _ a(a—l)-~l-€!(a—k+1)

firaeR

Taylorentwicklung der Binomialreihe:

f(@)=al+z)*!
f(@) = ala —1)(1 +2)*2
) = ala—1) - (a—k+1)(1 +z)*"
Somit gilt

:,i()

Konvergenzradius R = 1, aufler fiir a € Ny.

i ala—1) (afk'Jrl) o

Beweis. Um zu zeigen, dass Reihe wirklich die
Funktion darstellt, betrachte T"(x) und « - T'(x).
Zeige Hilfsbehauptung T'(z)(1 + =) = oT'(z) mit-
tels Koeffizientenvergleich. Daraus folgt

T'(z) _ y__
T@) =(nT(x)) = T o

was integriert die Behauptung
T(x) = (1+x)*

ergibt. O
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1.3 Extremwerte

Sei f(™(29) # 0, n > 0 minimal. Ist n gerade, ist
o ein lokaler Extremwert. Wenn f(")(xq) > 0: Mi-
nimum, wenn £ (z) < 0: Maximum.

Ist n ungerade, handelt es sich nicht um einen lo-
kalen Extremwert, sondern um einen Wendepunkt.

Beweis. Wir betrachten die Taylor-Entwicklung der
Funktion. Wenn f”(x0) > 0, ist f”(§) > 0 in einer
ganzen Umgebung von zy. Somit gilt z.B.

S

f(x) = f(wo) + T(fﬂ - x9)%,
—_———
>0
also ist f(zp) ein Minimum. O

Definition. Sei f eine reelle Funktion. Konvex heifit

f(z1) + f(22)
2

Konkav heif3t

f(z1) + f(22) Tt
1 : 2 < f( 12 2).

Eine Punktmenge E C R* heifit konvez, falls

T+ o
2

> f( )-

VP, P, € E : Strecke PP, C E.
Sei f zweimal stetig differenzierbar. Dann gilt

f"(z) > 0« konvex,
1" (z) <0< konkav.

Beweis. Die Definition von konver ist dquivalent zu
flar) = f(2522 4 f(az) — f(25%2) > 0.

Wenden wir jeweils den Mittelwertsatz an, ergibt
sich

(€)= + [ ()25 2 0

und somit f'(£) > f'(n). O
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2 Bestimmtes Integral

Definition. Seien I, ..., I, disjunkte Intervalle und
sei xg(z) die charakteristische Funktion einer Men-
ge F, d.h.

(z) = 0 firzgFE
XBE) = 1 firegFE

(,,Indikatorfunktion). Dann heifit eine Funktion
t(z) =Y cexr,(x)
k=1

Treppenfunktion (ci konstant).

Definition. Sei t eine Treppenfunktion. Dann defi-
niere

b n
/ t(z)de == x| L],
a k=1

wobei |Ij;| die Liange der Intervalle bezeichnet.
Definition. Die Ndherungssumme

D fEn) A, = R(f, Z, &)

n=1
heifit Riemann-Summe.

Spezielle Riemann-Summen:
Obersumme:

N
RY(f,2) =) _cfAx,
n=1

mit C: = Supme[m",l,wn] f(.’I?)
Untersumme:

N
R (f,2)=> c, Az,
n=1

mit ¢ = infociz, 4w f()

Definition. Eine auf [a,b] beschrinkte Funkti-
on f heit Riemann-integrierbar genau dann,
wenn fiir jede Folge Z®) von Zerlegungen mit
limy, oo L(Z*)) = 0 gilt,

Jim R(f, 2", €1)
existiert und den gleichen Wert A fiir beliebige &,

hat.
Wir schreiben

A:/abf(x) dz.

(, Riemann-Integral®)

Eine Funktion ist Riemann-integrierbar genau
dann, wenn f:+ f(x) do = fab_ f(z) d.

2.1 Allgemeine Eigenschaften
o [J(f(2)+g(x)) dv = [} f(z) dz+ [} g(x) dz
° f;cf(:r) dz :c'fff(:z:) dz

o f>g= f; f(z) dz > fabg(x) dz (,mono-
ton*)

e Dreiecksungleichung;:

/abf(x) dx

o f:f(x) dz = [ f(z) d:v—f—fcbf(x) dz

< /ablf(w)l de

Beweis. Jede Zerlegung zerfillt in Teilzerlegun-
gen. 0

Definition. Sei f eine beschrinkte, reellwertige
Funktion auf I = [a,b]. Dann heifit

w(l) = Sup f(z) — inf f(z)

Oszillation von f auf I und
w(z) = gir% w((z = b, +9))

Ostzillation von f in einem Punkt x.

Bemerkung. f stetig in ¢ < w(x) = 0 (sonst

»Sprunghohe®).
Definition. F(I) =inf > w(l,) ||
Bemerkung. f Riemann-integrierbar < F'(I) = 0.

Satz 2.1. Seie > 0 gegeben. Dann gilt Vx € I:
w(z)<e= F(I)<ell.

Folgerung: Jede stetige Funktion auf I ist Riemann-
integrierbar.

Beweis. Angenommen F(I) > ¢|I|. Fiihre eine In-
tervallschachtelung durch, sodass F(I,) > 5= |I].
Gleiches gilt fiir die abgeschlossenen Intervalle I,,.
Es gibt nun sicher ein x € |J;—, I,,. Wihle Intervall
J so, dass x € J mit w(J) < e. Wahle weiters n so,
dass I,, C J. Dann gilt

w(J) ]

P < (@) |T] < 22 e

< F(I,
2n 2n —_ ( )7

ein Widerspruch. O
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Definition. Eine Menge E C R heiit Nullmenge,
wenn fiir beliebiges £ > 0 eine hochstens abzdhlba-
re Familie von offenen Intervallen I, I5, . . . existiert
mit

EC [jfn und i\[n|<6.
n=1 n=1

Satz 2.2. Sei f : [a,b] — R eine beschrinkte Funk-
tion. Dann ist f genau dann Riemann-integrierbar,
wenn die Menge U ihrer Unstetigkeitsstellen eine
Nullmenge bildet.

Beweis. Sei f Riemann-integrierbar auf [a,b] = I.
Zerteile das Intervall in Teilintervalle | J,, I, = I. Da
f Riemann-integrierbar ist, gilt

3
ZW(I) 11| < 92k

n

Bezeichne mit Y’ die Teilsumme, die iiber Interval-
le erstreckt wird, sodass ein innerer Punkt x von I,
mit w(z) > 55 existiert. Dann gilt offensichtlich

€ /
5% 2 2wl Il 2 Y7 w(L) |4

n
/

> o

also folgt

>l <

Betrachte die Menge der Unstetigkeitspunkte

U:U{xEI:w(x)zzik}.
k

Fy,

Also F, C I;, U--- U, wobei die Intervalle in
3" enthalten sind und Gesamtlinge < 5c besitzen.
Dann wird die Menge von einer endlichen Uberde-
ckung mit

oo
€
Gesamtlinge < Z ok =€
k=1

iiberdeckt. Also ist U eine Nullmenge.
Sei nun umgekehrt U eine Nullmenge. Setze
sup(f) = A und inf(f)=: B.

Die obigen Mengen F}, sind abgeschlossen und kom-
pakt, also gibt es eine endliche Uberdeckung mit

Intervallen I, von Fj und Gesamtlidnge < o. Die
Intervalle, die keine Probleme machen, nennen wir
Jm. Es gilt also

N M
F(I):ZF(In)+ZF(Jm)
n= Nm— 1 .
SA=B) Y al+ 55 Y 1l
SA-B)o b0 <c

Wihle also k grofl genug, damit diese Ungleichung
gilt. Dann ist

F(I)=0
und somit f Riemann-integrierbar. O
Satz 2.3 (Mittelwertsatz der Integralrechnung).

Sei f eine stetige Funktion auf [a,b]. Dann existiert
ein & € [a,b] mit

b
bia/ f(z) da.

Beweis. Es gilt (denke an ,Integralmittel*) auf-
grund der Monotonie des Integrals

f&) =

B(b—a):/deS/f(x)dxg/Adx
= A(b— a).

Die Aussage folgt nun aus dem Zwischenwertsatz
fiir stetige Funktionen. O

Satz 2.4 (Hauptsatz der Differential- und Integral-
rechnung). Sei f stetig auf [a,b] und sei F(x) =
[If@t) dt (@ < x < b). Dann gilt fir jede Stelle
xo € (a,b)

dF

%(IEO) = f(o),

d.h. F ist Stammfunktion von f.
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Beweis. Es gilt 3. Fiir f stetig in [a,b] \ {c} und ¢ € [a, b]:

4 (20) 2 qim F(a) = F(zo)

s B . / " fla) dr = / " f(e) do+ / ) o

T—x0 T — T

x xo
ef. 1. 1 . C o
R T / fx) dt — / f(t) dt Analog bei endlich vielen Unstetigkeitsstellen

‘ 1 T 2.2.2 Uneigentliche Integrale 2. Art
L T /f(t) dt (unbeschrinkte Integrale)
r—To T — TQ
Zo Ein Integral mit einer unendlichen Grenze kann
MWS Jim f(zo +9(z — x0)) durch einen Grenziibergang berechnet werden; sind
r—To beide Grenzen unbeschrinkt, kann das Integral auf-
f stetig ! ( lim (0 +9(z — 960))) gespaltet werden:
T—To
b b
= f(zo). [ / f(z) dz = lim f(z) d=
— 0 A——o00 A

Es gilt fiir stetige Funktionen f: o B
b / f(z) dz = Blim f(z) da
/ f(t) dt = F1(b) — Fi(a), o o a

[eS) 0 [eS)
wobei F} eine beliebige Stammfunktion von f ist. [m fle) dv = [m flw) dz +/0 flx) dz

Definition. E heilt R-messbar (auch ,Jordan- .
Maf“), falls F beschriankt und der Rand von E eine Definition (Hauptwert nach Cauchy). Lockerung

Nullmenge ist. der Definition:

b c—e b
2.2 Uneigentliche Integrale /f(x) do = lim /f(x) dx+/f(x) dz
e—0
Beispiel. a a cte
1 1 1
de _ lim de _ lim In|z|
0o Z e—0t J. @ e—0+ €

= lim (—Ilne) — oo.
e—0t

2.2.1 Uneigentliche Integrale 1. Art

Wir betrachten unbeschriankte Funktionen und wol-
len die endliche Additivitdt benutzen.

1. Fiir f stetig in (a,b] und
lim+ flz) =+

definiere

/a " f(a) do = i, / i f(z) da.

2. Fiir f stetig in [a,b) und
lim f(z) = +o00

r—b—
definiere
b b—e
/ f(z) dz = 11151+ f(z) dz.
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3 Mehrfachintegrale
Definition (Intervall in R?).
I= [al,bl] X

[ag,bg] X . X [as,bs]

Definition (Riemannsche Summe).

Zanm

n=0m=0 Hohe der S&ule

faZan

Inm

Grundfliche

Definition. Das Riemann-Integral von f {iber dem
Intervall I ist definiert durch

ﬂ dr¥ = li R Z, Pam
/fx dz = lim R(f, );

wobei dz = (z,y) und dZ = dady.

Definition (Nullmenge in R®). Fiir beliebiges ¢ > 0
existiert eine abz&hlbare Uberdeckung von E mit
offenen Intervallen I,, (in R®), sodass

st

Dabei ist m4 das s-dimensionale Maf3 der Intervalle,
definiert durch

) < € und UI O F.

n=1

ms(I) = (bl — al)(bQ — G,Q) cee (bs — QS).

Bemerkung. Eine endliche Vereinigung von stetig
differenzierbaren Flichenstiicken bildet eine Null-
menge im R3.

Beweis. Betrachte ein Flachenstiick: Aufgrund der
Differenzierbarkeit existiert eine Tangentialebene
und die Ableitungen sind beschrinkt. Wihle ent-
sprechende Boxen, die beliebig klein gemacht wer-
den koénnen. O

Definition. Eine Funktion z = f(z,y) heifit stick-
weise stetig, falls sie stetig mit Ausnahme von glat-
ten Kurvenstiicken ist.

w = f(x,y, z) heifit stiickweise stetig, falls sie ste-
tig mit Ausnahme glatter Fliachenstiicke ist.

Satz 3.1 (Fubini — schwache Form). Sei f stiick-
weise stetig. Dann gilt

b2 bl
/ f(:v,y)dwdy=/ f(z,y)dzdy.
I az ay

Beweis. Wihle eine rasterformige Zerlegung und
schachtel die Summe entsprechend. O

Definition. Ein beschrinkter Bereich E heifit
messbar, wenn die charakteristische Funktion xg
Riemann-integrierbar ist, d.h. der Rand von E eine
Nullmenge ist.

Das Maf} ist definiert als

B)= [ () 0z

Satz 3.2. my ist ein endlich additives Maj$, d.h.

ms(E1U...UE,) =ms(E1)+ - +ms(E,).

Beweis. Es gilt fiir die charakteristische Funktion
der Vereinigung

XE,U--UE, = XE, + " T XE,-
Das Integral dariiber ist linear. O

Definition (Bereichsintegral). Sei E messbar.

[ fooan - fusora s

Das Bereichsintegral ist wieder R-integrierbar,
falls f R-integrierbar ist und E messbar.
3.1 Berechnung von Bereichsintegralen
Normalbereich bzgl. y-Achse:
E={(z,y):a<z<bg(x) <y<h(z)}

Dann gilt

J[ st sy = | " do / :()) Fe.y) dy.

Normalbereich bzgl. z-Achse:
E={(z,y):c<y<dgly) <z <h(y)}

Dann gilt

d h(y)
/Ef(x,y) dxdy:/c dy/g(y) f(z,y) dz.

Normalbereich im R? bzgl. z-Achse:

B = {(1'7:’/’2) : (x,y) € Blvg(xay) <z< h(x;y)},

wobei B’ die Normalprojektion von B in z-Richtung
auf die (z,y)-Ebene ist. Dann gilt

~ [[ ne.v) gt dody,

(,,Prinzip von Cavalieri®)

V= m3(B
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4 Anwendungen der Differential-
und Integralrechnung

4.1 Flache und Volumen

B)://Bldxdy
B):///Bldmdydz

Rotationskorper:
Rotation um x-Achse:
b
= / y? dx.
a

v_/abﬂf(x)?

Rotation um y-Achse:

d
V:ﬂ'/ z? dy.

4.2 Bogenlange und Oberfldche von
Rotationskorpern

Bogenléange:

b
s(a,b) :/ V14y? da.

Bemerkung. Bogenintegrale sind i.A. unangenehm
zu berechnen. Z.B. der Ellipsenumfang fiithrt auf ei-
ne nicht elementare Funktion (,elliptische Integra-
le“).

Rotationskorper:

b
F:2ﬂ'/ fl@)v/1+ f(x)? da.

4.3 Schwerpunkte

Definition. Schwerpunkt in n-punktigem Massen-
system:

M1T] + Med3 + -+ Myl
mp+mg+ -+ my
Bei Dichteverteilung 0(&):
ffB 59 dm2 (€)
ffB Q de )

1. Guldin’sche Regel: Die Oberfliche eines Ro-
tationskorpers ist gleich der Umfanglinie der rotie-
renden Flache multipliziert mit dem Weg, den der
Linienschwerpunkt zuriicklegt.

2. Guldin’sche Regel: Das Volumen eines Rotati-
onskorpers ist gleich der rotierenden Fliche multi-
pliziert mit dem Weg des Flichenschwerpunkts.

4.4 Integralkriterium und Euler’sche
Konstante

Satz 4.1. Sei f(t) (streng) monoton fallend, stetig

und limy_.o f(t) = 0. Dann ist Y., f(n) genau
dann konvergent, wenn floo f(t) dt konvergiert.

Beweis. Es gilt

/ "y at = | s ai-

und daher
N N n+1
Yofm)y=>" [ fln)dt
n=1 n=1 n
n+1 n+1

Analog kann die andere Richtung gezeigt wer-

den. O
Beispiel.
o (e’e] tl—oc 00
Zn_aw/ o dt = =
et 1 1—ah
1

= lnt|<1>o:oo a=1

00 a<l

Wie schnell konvergiert diese Reihe?
Betrachte

N
Z % —InN.
n=1

Diese Folge ist beschrinkt nach unten und monoton
fallend. Sie hat also einen Grenzwert (die Fuler-
Mascheroni-Konstante), niamlich

N
— 1 1 ~
yi= lim » L —InN ~0577.
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Beweis. Beschranktheit: Abschitzen mittels
N+1
/1 % dt = In(N +1).

Monotonie: Schitze die Differenz aufeinanderfol-
gender Partialsummen ab:

N N-1
(Z;-mv) - (Z}L—ln(zv—n)

%Jrln(lf%) %O.

Zu zeigen bleibt z +In(1 — z) fir 0 < = < 1, was
mittels Mittelwertsatz gezeigt werden kann. O

Bemerkung. Es ist noch unbekannt, ob ~ eine ratio-
nale Zahl ist. Falls ja, hat der Nenner mind. 240.000
Stellen!

4.5 Numerische Methoden

4.5.1 Rechtecksregel
b—a

~ und

Zerlege Intervall in Streifen der Breite
wiéhle in jedem Streifen den Mittelpunkt.

b Ca &
[ ra) e x5 > fe)

Fehler

b

1 (b—a)?
E<—
— 24 N2

x [f7(0)]-

jant
a<z<b

4.5.2 Kepler’'sche Fassregel, Simpson-Formel

Fassregel:

b
/ f(w) da~ 222 (f(a) + £(b) + 4f (2£2)) .

Simpson-Formel (auf jeden Streifen Fassregel an-
gewandt):

b

f(z) da

a

~b—a

(f(wo) +4f(w1) + 2f(z2)+

oo Af(xan_1) + f(xan)).
Fehler

Das bedeutet, dass die Formel exakt ist, wenn die
4. Ableitung 0 ist, z.B. fiir Polynome 3. Grades.

10

4.5.3 Newton-Verfahren

Sei f(xz) zweimal stetig differenzierbar auf [a,b].
Wollen f(x) = 0 ndherungsweise 1sen.
Wihle den Startwert zg € [a, b]. Iteration:

f(an)

Definition. F ist eine Kontraktion genau dann,
wenn

Tny1 = Fay) =2, —

Va,y € [a,b] : [F(z) = F(y)| < qlz -y
mit ¢ < 1 konstant. (,Schrumpfung mit festem Fak-
tor®)

Bemerkung. F ist unter der Voraussetzung, dass f
zweimal stetig differenzierbar ist, eine Kontraktion.
Laut Banachschem Fixpunktsatz hat jede Kontrak-
tion einen eindeutig bestimmten Fixpunkt.

4.5.4 Sterling’sche Formel
)TL

4.6 Parameterintegrale

n

n! ~ 27m<
e

Definition.

/abf(a:,t) dz

heifit Parameterintegral mit Parameter ¢. f soll ste-
tig differenzierbar usw. sein.

Satz 4.2. Wenn f(x,t) stetig differenzierbar ist,

gilt
b b
%/ f(z,t) dx:/ %(w,t) dz.

Beweis. Aufgrund des Mittelwertsatzes gilt
’ fz,t+At) — f(=,t) ’ Of (z,t+9AL)
7;7 _ '/1’-7 J— 7;7
/ A dv= / —ar o dw
a a

Wendet man darauf noch einmal den Mittelwertsatz
an, folgt die Behauptung. O

Bemerkung. Dieser Satz gilt so nur fiir feste Gren-
zen a, b. Sonst: Kettenregel!

Die Regel stimmt auch fiir uneigentliche Integrale
(unendliche Grenzen).
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Beispiel. Gammafunktion

oo
/ t*le~t dt,
0

wobei hier  der Parameter ist.

Fiir x > 1 handelt es sich um ein uneigentliches
Integral 2. Art, fiir x = 0 divergiert es.

Es gilt

I'(z)

(1) :/ etdt=—ef| =1
0

t. Int.
) part._

Pz+1 x - I(z).

Ableitung;:

F'(a:):/ t“ tnt-e”t dt.
0

4.7 Fourier-Reihen

Definition. f(z) heiit periodisch mit Periode T =
2L, falls

flx+2L) = f(x)Vz € R.

Grundfunktionen (2L-periodisch): cos(5z) und

sin(Zx).

Oberfunktionen: cos(%fx) und sin(Z%fz) (n
2,3,4,...).

Prinzip von Fourier: ,,Jede* periodische Funktion
kann additiv aus Grund- und Oberfunktionen zu-
sammengesetzt werden.

Komplexe Grundfunktion:

nim
2T

us

LT
cos(fx) +isin(fz) =€'2".

Komplexe Oberfunktionen:

cos(rx) + isin(fx) = e
Es gilt
;AT
f@) =) ealfle 2.

nez
Definition. Stetige Funktionen auf T = [—7, 7]:
C(T) = {f stetig : [-m, 7] — C}.

Bemerkung. C(T) ist Vektorraum. C(T') ist auch
normierter Raum mit dem ,,quadratischen Mittel*

s

I12:= 1/ |

und dem ,, Maximalabstand“

1l : ]\f(x)l-

f (@) da

™

sup
z€[—m,m

11

Ziele:

e Jedes f € C(T) kann durch die Funktionen
> nez Cnn(r) dargestellt werden, d.h.

N

Z Cn‘ﬂn(x) - f('r)

n=—N
fiir N — oo konvergiert.

o Ist f/ € C(T), dann ist die Konvergenz
gleichméBig, d.h. im Sinne von ||-||  stetig dif-
ferenzierbar.

Die Funktionen ¢, (z) = \/%e"”r bilden ein Or-

thonormalsystem, denn

s

1 . .
< Py P >= — PP L 6n7m-

21

—Tr

Im Reellen gilt auerdem (nach dem Satz von Eu-
ler)

e " = cosnx — isinnx.

Entwicklungskoeffizienten im Reellen:

_ 1
an*;

j f (@) cos(nx) dzx
_ﬂ f(z)sin(nz) dx

Das fithrt zur Basisdarstellung

N
% 4 Z(an cos(nx) + by, sin(nz)).

n=1

Satz 4.3 (Bessel-Ungleichung).

N

2 2
> el <0115
k=—N

Beweis. Es gilt

i 2
OS/ dx

N
fl@) = D cpn
k=—N

s

f(2)]? da

Ck

N
= 1F @)= D lel.
k=—N
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Bemerkung. Wahlt man beliebige Entwicklungsko-
effizienten ~y; (anstelle der ¢y ), so erhélt man fiir die
mittlere quadratische Abweidung

N
F= D" men

k=—N

N
2 2
=Iflla+ D I —el” -

k=—N

2
M = dx

T

-
N

> .

k=—N

Die Abweichung ist also minimal fiir v, = cy.

Definition. Ein Orthonormalsystem heifit vollstdn-
dig, falls die Parseval-Gleichung

2 2
D lenl® = 11115
ne”Z

fiir jede stetige Funktion f gilt, d.h. jede stetige
Funktion f ist beliebig genau durch unsere Basis-
funktionen im quatratischen Mittel approximierbar.

Satz 4.4 (Approximationssatz von Weierstraf).
Jede stetige Funktion f(x) auf kompaktem Inter-
vall [a, b] kann gleichmdfig durch Polynome appro-
rimiert werden, d.h.

Ve >0 3P(z) = Zakl‘k f =Pl <e
k=0

Beweis. [a,b] C [0,1] gilt stets mit Lineartransfor-
mationen. Daher existieren «, 8 mit

I<a<a<b<pf<l1

und f ist stetig auf [a, 8]. Setze

1
Iy = / (1- vz)" do.
0

Sei § > 0 beliebig. Setze

1
Jr = / (1— )" do.
5
Also gilt
0< J; < Jp.

Es gilt auflerdem

1
T n+1

1
Jn>/ (I1—-v)" dv
0

I < /1(1 ~ )" dy = (1 — 6%)"(1— )
§

< (1=,

12

also
J* " n—oo
F<(n+1)(1-6) = (n+1)g" 0,
J, ——

=:q<1

und somit
lim -2 =0.
n—oo n

Setze nun

P () = Ja S0 = w=aP)" du

fil(l —u2)ndu

das sind Polynome vom Grad 2n mit Integralen als
Koeflizienten.
Zu zeigen: P, (z) — f. Betrachte dazu den Zihler

B
/ F)( = (u—2)2)" du.

Substituiere u = v + x, somit

B—x
/7 flo+2)(1—vH)" dv

¢ A
-4 é B—x

:/ A—|—/ A+/ A=0L+1+1;.
a—x -4 é

Sei M :=sup|f|. Dann gilt

-5
|| < M (1 —v?%)

"dv< M-J*

n?
analog.

Es verbleibt I5:

o
I, = f(x)/ (1—v%)" dv
-0
—_—
—2(Jp—J)

(f(v+a) = f(2)(1—v*)" do.

5

+/_6

Sei £ > 0 gegeben. Dann gibt es ein (¢), sodass fir
alle v mit |v| < d(e) gilt:

|f(z+v)— f(z)|<e
Also

(glm. Stetigkeit).

4
[(f(v+2) = f(2))(1 = v)"| do

[5 )
</

(1—vH)" dv < 2e- (J, — J5).
§
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Zusammenfassend gilt also

|Pr(2) — f()|

< |2M I 420 (@) (Jn—T0)+2en

< 57 — f(z)|—0. O

Korollar. Wir haben eine gleichmdfige Approxi-
mation der periodischen Funktion gefunden, d.h. die
bestmdgliche Approximation (mit Fourierkoeffizien-
ten) konvergiert.

Satz 4.5. Wenn [’ stetig ist, ist die Konvergenz
gleichmdfig.

Beweis. Fiir die Entwicklungskoeffizienten von f’
erhalten wir dann mittels partieller Integration

+ E/f(ac)sinna: dr=n-b,
7

By =...

= -—N-a,.

Aufgrund der Vollstiandigkeitsrelation (Parseval-

Gleichung) fiir f* gilt

1£115 =3 lewl® = > "(ad + 52)
= Zk2(ai +b2).

Wir beweisen nun die gleichméfiige Konvergenz
mittels Cauchy-Bedingung, d.h. wir schéitzen den

Reinreist ab. Es gilt

Z (ay, cos kx + by sin kx)

k=n

1
—(kay, cos kx + kby, sin kx
k

k=n

SV R )

1
<l (2 m <= 0

——

<e1, da konv.

Zusammenfassend: Seien f, f’ stetig und peri-

odisch mit Periodenintervall [—L, L]. Dann gilt

fz) =

oo
ao nm snm
QL+ E (@ cos " x + by, sin )
n=1

mit

L
an = %/ f(z)cos i a dx
-L

L
by, = %/ f(z)sin 22 dx
L
Bemerkung. Sprungfunktionen sind noch nicht er-
fasst, da sie nicht stetig sind. Eine Erweiterung ist
jedoch moglich (Dirichlet).

13
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5 Kurven in der Ebene

Kartesische Darstellung: y = f(z), a <z < b. Pro-
blem: Kreis z.B. nicht Kurve im Sinne dieser Defi-
nition (keine Funktion).
Parameterdarstellung: © = z(¢) und y =
Kartesische Darstellung ist Spezialfall Z(t) =

y(®).
(o)
f@/-
Bemerkung. Eine Kurve kann mehrere dquivalente
Parametrisierungen besitzen.

Implizite Darstellung einer Kurve: F(z,y) = C.

Satz 5.1 (Hauptsatz iiber implizite Funktionen).
Gegeben sei eine glatte Kurve in implizierter Form
F(z,y) = C und sei

9F ($07y0) 7& 0) F(anyO) -

By
Dann gibt es eine Umgebung dieses Punktes
(z0,Y0), tn der die implizite Gleichung nach y =

C.

f(z) aufgelést werden kann, d.h. F(z, f(z)) = C.
Analog: Ist
%(%»yo) # 0,
kann nach x = f(y) aufgelost werden, d.h.

F(f(y).y)=C.
(Die Ausnamepunkte sind singuldre Punkte.)

Satz 5.2

(Allgemeine Kettenregel). Sei w =
F(zy,...,x,) die dufere Funktion und seien xq =
fit),...,xn = fn(t) die inneren Funktionen. Ins-
gesamt haben wir also die zusammengesetzte Funk-

tion
g(t) = F(f1(1), .-, falt)).

Fir die Ableitung nach t gilt nun

dg _ 0

dt 69:1

. dfn
dt -

df1 + .

oF
T ZTn

o,
Beweis. Der Beweis des Falles mit 2 Variablen ge-
lingt durch geschickte ,, Erweiterung® der Definition

der Ableitung mit F(z,y+ Ay) und passenden Dif-
ferentialquotienten:

_ g(t)

. At)—

lim 2G+Ad—g(t)

At—0 At

F(z+Az,y+Ay)—F(z,y+Ay)
Ax

Az

lim A

F(Az,y+Ay)—F(z,y) |
A

Ay
Yy At

14

Wenn Auflésung einer impliziten Funktion mog-
lich:

OF e OF dy _
Oor dx Oy dx
~—
1 y’
und somit
_9F
y/ &z
dy

Wenn Tangente waagerecht: 3’ = 0. Wenn Tangente
senkrecht: %F =0.

Y
Definition (Gradientenvektor).
OF
oz
M‘)

Jy

grad f = (

Bemerkung. Gradient steht senkrecht auf Niveauli-

nien f(z,y) =C.

5.1 Zykloide

Abrollen eines Kreises auf einer Geraden. Parame-
terdarstellung bei Radius a:

T =at —asint
y = a(l — cost)

Steigung der Tangente:
dy

e
dt
Fiir t = 0 (De L’Hospital):
y' = lim cost 1 _ 00.
t—0sint 0

5.2 Bogenlinge

s(a, B) = /,/1+ xdt /\/mdt.

Fiir Zykloide: s(0,27) = 8a.

5.3 Kurven in Polarkoordinaten

r=r(p).
Bogenlange:

B
= / V72 412 de.
[0}
Beispiel. Logarithmische Spirale: r = e™%.

5(0,00) = /000 V2e=2e dy = V2
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5.4 Flacheninhalt

Satz 5.3 (Leibniz’sche Sektorformel). Die Fliche
einer Kurve (geg. in Polarkoordinaten) zwischen o
und 3 ist

1

B
Fl8) =5 [ ) de.

Beweis. Betrachte2 die Fliche eines einzelnen Kreis-
sektors Fgee = = QA"O und bilde die Riemannsche
Summe

die gegen das entsprechende Integral konver-
giert. O
y(t):

Bei allgemeinen Parametern x = z(t),y =

r? = 1?4+ y?, ¢ = arctan £ und somit

1 b S
FScczi/ ($2+y2)$y yx dt

$2+y2
1 b
5[k @.f‘ at,
2Ja 1 ¥
da
dp _ _TY—FYy _ wy— 1y
TET I

Beispiel. Ellipse mit x = acost und y = bsint:
F(Ty,Ty) = %(T» — Ty).

Beispiel. Hyperbel mit =z =
bcosht:

1 T
FSec:2'7:/
0

Bei Einheitshyperbel: Fgec =T

acosht und y =

bsinh ¢
bcosht

acosht

asinht dt = abT.

[\]

5.5 Kriimmung ebener Kurven

Die Krimmung einer Kurve in einem Punkt ist
die Anderung der Richtung in Abhéngigkeit vom
zuriickgelegten Weg.

Definition (Kriitmmung). Gegeben sei eine Kurve

-5

(,natiirliche Parametrisierung® bzgl. der Kur-

venldnge). Dann ist die Krimmung

do
k(s) := —,
(s) =4
wobei a der Neigungswinkel der Kurventangente
ist.

Bei karthesischen Koordinaten y = y(x):

1
k:dﬁ:yig,
dS 12\ 5
(1+y?)2

Fiir y” > 0 ist die Kurve konvex, fiir y” < 0 konkav.

Bei allgemeinen Koordinaten Z(t) = %:

iﬂ
L di—gi _ JE
- 3~ 3"
(@ +9%)2 (2 +9%)2
Beispiel. Ellipse mit x = acost und y = bsint,
0<t<2m:
o — ab

-
(a2sin®t + b2 cos2t)2

Kreismita:b:R:k;:%
Kriimmung).

(konstante positive

Definition. Ein Scheitelpunkt einer Kurve ist ein
Punkt mit extremaler Kriimmung.

Notwendige Bedingung fiir einen Scheitelpunkt:
dk _
S =0.
Definition. Der Kriimmungskreis in einem Kurven-
punkt P ist jener Kreis, der die Kurve in P beriihrt
und Radius R = 1 (also in P gleiche Kriimmung)
besitzt. Sein Mittelpunkt heifit Krimmungsmittel-
punkt.

Ein Scheitelkrimmungskreis ist ein Krimmungs-
kreis in einem Scheitelpunkt.

Bei einer karthesischen Kurve y = y(z) gilt fiir
den Kriimmungsmittelpunkt M (&, n)

!

Y
5295—?(14'?/2)
1+y/2
n=y+—
Yy

Bei einer Kurve in allgemeiner Parameterdarstel-

15
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lung gilt

2, 2

Tty
§=c -y
Ty

22 22

LTty
nN=yY+yYyr—r-
Ty

Beispiel. Ellipse:

beost
&(t) =acost — cos (a®sin®t + b% cos® t)
a
int
n(t) = bsint — asm (a2 sin? t + b2 cos? t)

Definition. Die Menge aller Kriimmungsmittel-
punkte einer Kurve ist wieder eine Kurve und heifit
Evolute der Kurve: £ = £(t), n = n(t).

Die urspriingliche Kurve wird in diesem Zusam-
menhang Envolvente genannt (, Abrollung®).

Die Evolute der Ellipse heifit Asteroide.

5.6 Jordan-Kurven

Definition. Eine Jordan-Kurve ist eine stetige ge-
schlossene Kurve C in R? ohne Selbstiiberschnei-
dung, d.h.

x(t)

7= = (o)

), a <t<b, stetig
mit
Z(a) = Z(b) und Z(t1) # Z(t2) Va < t < b.

Definition. Eine Menge heifit zusammenhdngend,
falls beliebige Punkte durch eine stetige Kurve in-
nerhalb der Menge verbunden werden kénnen.

Satz 5.4. FEs gibt zwei zusammenhdngende disjunk-
te offene Mengen A, B, sodass

R*\C=AUB

und AU B unzusammenhdngend ist.

5.7 Isoperimetrische Ungleichung

Satz 5.5 (Isoperimetrische Ungleichung). Sei F
der Flicheninhalt des inneren Bereichs einer Kurve
C und L = f(f v/ 12 +y2 dt ihre Gesamtbogenlinge.
Dann gilt

4rF < L?,

mit Gleichheit genau fiir den Kreis.

Beweis. Die ,natiirliche“ Parameterdarstellung der
Kurve ist

r=ux(s), y=vy(s) mit0<s<L.

Lt.

Wihle den neuen Parameter ¢ = % & s =5

xza:(t)zx(fﬁ),
yzy(t)=y(2L;>

mit 0 <t < 2m, das sind also 27-periodische Funk-
tionen. Entwickle diese in ihre Fourierreihen:

oo

z(t) = Z(an cosnt + by, sinnt)
n=0
o0
y(t) = Z(C” cosnt + dy, sin nt)
n=0
und somit
z(t) = Z(nbn cosnt — na, sinnt)
n=0
y(t) = Z(ndn cos nt — ney sinnt).
n=0
Es gilt
ds = /3% + g2 dt
ds L
dt 2«

und daher &2 + 3% = (%)2

Sei 0.B.d.A. C konvex. (Ansonsten nicht konve-
xen Bereich spiegeln, wodurch der Umfang gleich
bleibt, die Fliche aber grofier wird.) Es gilt daher

nach der Leibniz’schen Sektorformel

1 27
F:f/ (xy — yz) dt.
2 Jo

Da C geschlossen ist, gilt

2w o 27
/ yx dt = x-y —/ yx dt,
0 . 0 0
=0, weil geschlossen
und somit
2m
F= / xy dt.
0

16
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Es gilt die Vollstindigkeitsrelation (Parseval-
Gleichung) fiir die Fourierdarstellung einer Funk-
tion (mit Fourierkoeffizienten A,,, B,,:

1 27 o)
— | f)?dt=>) (AL +B}).
T Jo n=0

In unserem Fall:
fit)y=a(t) A, =nb, B, =—nan,
f&)=9(t) A,=nd, Bn=-nc,

Addition ergibt

n=0

Fiir die Flache gilt

F 1 271'
== dt =
— [ z

somit

L? —4xF =21y n’(al + b3+ +d2)
n=0

— 47® Z n(an,
n=0
= 27° (i(nan —d,)?

n=1

dn - bncn)
+ (nby, + cp)?

+(n?=1)(2 + di)) > 0.

Gleichheit kann fiir n > 1 nur gelten, wenn
¢, = d, = 0 und damit auch a,, = b, = 0. Fur
n = 1 erhalten wir

ayp = d1
bl = —C1
und somit

z(t) = % + ay cost + by sint

b
y(t) = 50 — by cost + aq sint.

Das ist die Parameterdarstellung des Kreises

(-3 (-9

a3 +b3. O

5.8 Ergdnzung: Raumkurven

Eine Vektorfunktion in R? in einer unabhingigen
Variable lésst sich schreiben als

mit a <t <b.

Der Tangentenvektor (,Geschwindigkeit®) ist

7

t=1v

Z
Bogenlinge:

t
:/ Vi + 2 4 22 di.
to

Umkehrfunktion s = s(t) von t =
natirliche Parameterdarstellung.
Kriimmung:

(s) heift

d*z

k(s) = w2

(Vorzeichen wiirde keinen Sinn ergeben!)

17
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6 Ebene Vektorfelder

Definition. Eine Funktion ¥ : R? — R? heifit Vek-
torfeld in der Ebene. (Dabei setzen wir stetig diffe-
renzierbar voraus, aufler in singuldren Punkten.)
P(, y))
Q(z,y)

—

v =

v(z, y)=(

Beispiel. Gradientenfeld

)

Hier heifit f Stammfunktion (oder Potenzial) des
Feldes .

Definition. Eine Feldlinie y y(z) (kartesische
Darstellung) ist eine Kurve, die in jedem Punkt tan-
gential an den Feldvektor verlauft, d.h.

_ Qx,y)
P(z,y)

of

of
dy

v=grad f = (

(Differentialgleichung fiir die Feldlinie) gilt.

Bemerkung. Die Aquipotenziallinien f(x,y) = c
(hier ist |U] konstant) sind die Niveaulinien der Po-
tenzialfunktion z = f(x,y).

Ein Gradientenfeld steht also senkrecht auf die
Aquipotenziallinien.

6.1 Green’scher Satz

Sei B ein kompakter Bereich in R?, stiickweise glatt
umrandet und C' = 9B so orientiert, dass der Nor-

malvektor 7 nach auBen zeigt. (7 entsteht aus #

durch Drehung um 90° im Uhrzeigersinn.)
Die Randkurve sei also

Die durch C stromende Materie ist

b
/ U(x(t), y(t)) - fio(t)v/ a2 + ¢ dt =: &(C

Es gilt also

b
8(C) = [ Pla(t)yle)itt) dr
= Q(z(t), y(t)2(t) dt
=/ —Q(z,y) dz + P(z,y) dy.
c
Beispiel. v = —T%(z), also Randkurve C' ein Kreis
mit
x = Rcost, y= Rsint, 0<t<2m.
Dann gilt
1 21 R?

Bemerkung. Laut Leibniz’scher Sektorformel gilt

fiir den Flicheninhalt
1
’:/:Edy—yd:v.
2 Je

1
r=;
2Jc

Bemerkung. Wenn B keine Locher enthélt, kann
man sich den Weg ,,gegen den Uhrzeigersinn auflen
herum“ vorstellen. Man spricht von einem Ringin-
tegral.

r Yy
dz dy

Definition. Die Quellwirkung eines Bereichs ist de-

finiert als
_ oP 1o)
e
B e

Divergenz div &

dzdy.

Satz 6.1 (Gauf}, Green). Es gilt

Q(B) = ®(9B),
also
// 3” + gg; dxdy:/ —Q dz+ P dy.
oB
Setze P := —@Q und @ := P, dann folgt die alter-

native Formulierung

S

Neue Interpretation:

dxdy = —Q dz+ P dy.
oB

/ / div ¥ dady = Quellwirkung Q(B)
B
= in B entsprungene Feldlinien.

div ¢ kann als ,,Quelldichte“ aufgefasst werden.

18
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Satz 6.2 (Mittelwertsatz fiir Doppelintegrale). Sei
B ein zusammenhdngender kompakter Bereich in
R? (analog in R®) und f stetig, ma(B) > 0. Dann
existiert ein Punkt P(§,n) € B, sodass

! //B f(z,y) dady.

mz(B)
Beweis. Analog zum Mittelwertsatz fiir Einfachin-
tegrale. O

f&mn) =

Es gilt also

dP(&,n) € B:divi(é,n) = ﬁ //B div ¥ dady.

Die rechte Seite entspricht der Dichte der entste-
henden Materie (Masse/Fliche).

div Z(z,y) ist die lokale Quelldichte in (z,y). Ist
sie grofler als 0, spricht man von einer Quelle, wenn
grofler als 0 von einer Senke und sonst von quellen-
frei.

6.2 Wegunabhangigkeit

Definition. Das Kurvenintegral [, P dz + Q dy
heifit wegunabhdingig, falls es nur von Anfangs- und
Endpunkt, aber nicht vom Kurvenverlauf abhéngt,
d.h.

]{ Pdr+Qdy=0
fiir beliebige geschlossene Kurven.
Das Bereichsintegral [, (%2 — 92) kann fiir

beliebige Bereiche nur 0 sein, falls

9Q _ op

ox ~— Oy
(Integrabilititsbedingung 1.B.). (B darf ,keine
Locher enthalten®, d.h. einfach zusammenhéngend,
d.h. Rand 9B ist zusammenhéngend.)

Bemerkung. Sei B einfach zusammenhéngend, ¢/
stetig differenzierbar. Dann gilt

9Q _ apP
%2 — 9P (1B.),

Wegunabhéngigkeit <
Definition. Wenn die Integrabilitdtsbedingung I.B.
erfiillt ist, heifit der Differentialausdruck P dx +
Q dy exakt. (Das heifit das Kurvenintegral ist we-

gunabhéngig.)

Satz 6.3. Zu einem exakten Differential gibt es ei-
ne Stammfunktion z = f(x,y) mit grad f = (g),
d.h. das Vektorfeld v = (g) ist ein Gradientenfeld.
(Physikalische Interpretation: f(x,y) ist Poten-

zial.)

19

Beweis. Wihle einen ,, Anfangspunkt“ A = (g, yo)
und setze

Y

s~ o) = [ P di+ [ Qi) i
Zo Yo
Dann gilt
f) Y 2Q
% =P(x,y0)—|—/ 5% (x,7) dg
Yo~~~
_apP
=5
:P(xayO)+P(m7y _P(xay()) :P((E,y)
und analog
5L =Q(x,y). O

Interpretation: Stammfunktion ist potenzielle
Energie des Endpunktes (z, y) bezogen auf das Null-
niveau (Zg,Yo)-
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7 Differentialrechnung im R?, R?

Definition. Eine Funktion f : D C R2 — R, D ein
offener Bereich, heifit stetig in Py(xo,yo), wenn

lim flz,y) = f(zo, yo)-

(z,9)—(w0,z0)

Differenzierbarkeit: partielle Ableitungen be-
trachten. Wenn Ableitung stetig: stetig differenzier-
bar.

7.1 Richtungsableitung

Definition. Die Richtungsableitung (,Anderung®)
von f in Richtung 7 ist

5 (20, y0) = grad f(zo, y0) - 7.
Bemerkunyg.

grad f - 7o = |grad f| - |7o| - cos Z(grad f,70),
~—— S——

vorgeg. =1 vorgeg.

grad f zeigt also in Richtung extremaler Richtungs-
ableitung.

7.2 Linearisierung
Definition. z = f(&) heifit differenzierbar in I,
falls eine lineare Funktion d f |£o existiert, sodass

F(@o +h) — f(#o) — df|, (h)
h

=0

lim
h—0

gilt.

Bemerkung. Die partiellen Ableitungen existieren
dann automatisch (Spezialisierung von h in Koor-
dinatenrichtungen).

Bemerkung. Das Differential df‘io kann man z.B.
definieren als

df];, :dz= %(%7yo)($—$o)+%§($07yo)(y—yo)~

7.2.1 Anwendung 1: Fehlerrechnung

Betrachte die Formel

m-v2

2

FE =

Messen mit gewissem Fehler:

mg = lkg + 1g = Am = 0.001
’U():l%:‘:l% = Av =0.01

Linearisierung;:

AFE ~dE = g—i(mo,vo)ém—l— %(mo,vo)Av
2

= %5m + mouoAv

= 0.0005 + 0.01 = 0.0105
ist der absolute Fehler. Der relative Fehler ist also

AE OF
5 -1 — 0.021.

(SIS

7.2.2 Anwendung 2: Inverse Funktionen

Betrachte Koordinatentransformationen (z.B. Po-
larkoordinaten):

T = TCOS r =22+ y?

— rdi — y
Yy =rsing (p = arctan

Definition. Die Jakobi-Funktionaldeterminante ist
definiert als

Oz Oz
Ju  Ov
Satz 7.1 (Hauptsatz iiber inverse Funktionen).
Die stetig differenzierbare Transformation r =
z(u,v),y = y(u,v) ist in einer Umgebung von
(ug,vg) eindeutig umkehrbar genauw dann, wenn

die Jakobi-Funktionaldeterminante ggﬁg; im Punkt

(ug,vo) von 0 verschieden ist.

Beispiel. Polarkoordinaten:

cosp —rsing
sing rcosp

=rcos’p+4rsin®p=r.

Geometrische Interpretation: Flichenverzerrungs-
verhéltnis.

7.3 Kugelkoordinaten

Kugelkoordinaten (also rédumliche Polarkoordina-
ten) berechnen sich folgendermafen:

S
0: Projektion von r auf (x,y)-Ebene
o=2L(x",0),0<p<2r (,geogr. Linge*)
9=/t r),0<9 <7 (,Poldistanz*)
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In die andere Richtung:
T = QCcosy = 1 cos@sind

y = psinp = rsingsind

z =rcost

Koordinatenflichen:
r = const. Kugel
(p = const. Halbebene
¥ = const. Kegel

Betrachte Jakobi-Funktionaldeterminante:

cospsiny  rcospcost?d —rsingsind
J = |sinpsiny rsingsind  rcospsind
cosv —rsin?d 0
=r?.sind.

J ist also genau dann 0, wenn r = 0 oder ¥ =
0,7, 2m,... (z-Achse).

Eine geometrische Interpretation der Jakobi-
Funktionaldeterminante wére das Volumsverzer-
rungsverhéltnis.

Bemerkung. Allgemeiner Flichenbegriff: Vektor-
funktion

7 = #(u,v) € R

fiir (u,v) € Bx C R2.

7.4 Interpretation von Abbildungen

Funktion | Interpretation

R! — R! | kartesische Funktion
R' — R? | Kurve

R! - R3 | Kurve

R2 — R! | kartesische Funktion
R2 — R? | ebenes Vektorfeld

R? — R? | Fliche

R?® — R! | kartesische Funktion
R?® — R? | rdumliches Vektorfeld

7.5 Satz von Taylor im R?
Sei z = f(x,y). Definiere Hilfsfunktion
F(t) = f(zo + th,yo + tk),

kann also fiir F' den Taylor-Satz in einer Variablen
t anwenden, ty = 0:

F'(0),  F"(0
F(t) = F(0) + 1(')t+ 25 )t2+~~
F(0) FUD@e)
+
n! (n+1)!

21

Es gilt

F(0) = f(wo,y0)
F/(O) = %(anyO) : h+ %i(x07y0) -k

und mittels Kettenregel und Satz von Schwarz

2

F”(O)

L (20,y0)h? +2

= o2

82
+ Tyé(xo,yo)kz-

2
aagca'fy (z0,Y0)hk

Fiir das Differential 2. Stufe heifit das

)
i~

die Hesse-Matrix ist.

Das fiihrt zum Taylorpolynom der Ordnung n:

h
2 _
d f|(w0’y0)(hak) - (hvk)H(k
wobei

fa:y(x07 yO)
Fyy(Z0, v0)

faa(T0,Y0)
fyx(x07 yO)

1 n
ad f|(9007y0)

R+ R f o, o)

Lo
n!

(0)

92

ox

Allgemein mit Entwicklungspunkt Z#; und h

(hl7 . .,hk):
z = f(Z)
df|, (h) = 2E(Fo ) + -+ + 2L (Fo)hu,
= grad f(%)h
) oo
d*f|,, = gh'Hh
mit der quadratischen Form
fmlzl fz1wg fxla:n
H _ f.’Lz.L] f.’L'z.’L'z
fa:"wl fx"z"

(symmetrische Matrix der partiellen Ableitungen).
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7.6 Globale und lokale Extrema 7.6.1 Hinreichende Bedingung

Definition. Wir nennen ein £y € D ein globales Ma- Betrachte Hesse-Matrix
Tmum, wenn

Vi e D: f(Z) < f(i) fye Fyy
und globales Minimum, wenn (nach Satz von Schwarz symmetrisch).
Vi e D: f(Z) > f(Zo) o H positiv semidefinit (Vz : H(z) > 0): lokales
. - ' Minimum
Satz 7.2 (Bolzano-Weierstrafl). Sei f stetig auf D, o H positiv definit (Vz # 0 : H(z) > 0): lokales

D kompakt (abgeschlossen und beschrinkt). Dann Minimum im eigentlichen Sinne
nimmt f auf D ein Minimum und Maximum an.
e H negativ semidefinit (Vo : H(z) < 0): lokales

Definition. f besitzt im Punkt Zy € D ein lokales Maximum

Minimum, falls eine -Umgebung U von &y existiert
mit e H negativ definit (Vz # 0 : H(z) < 0): lokales
Maximum im eigentlichen Sinne
VZeUND: f(Z) > f(Zo).
e H indefinit: kein Extremum, Sattelpunkt
f besitzt im Punkt &y € D ein lokales Maximum,

falls eine 6-Umgebung U von &y existiert mit Gleichwertige Bedingungen iiber Determinante:
Ve UND: f(&) < f(Zo). _(A B
H B )

Minimum/Maximum 4m eigentlichen Sinne: >

bzw. <. e det H > 0 und det A > 0: lokales Minimum

o det H > 0 und det A > 0: lokales Minimum

Satz 7.3 (notwendige Bedingung). Angenommen e ]
im eigtl. Sinne

f besitzt in einem Punkt £y € D ein lokales FEz-
tremum und f ist partiell differenzierbar in einer o det H > 0 und det A < 0: lokales Maximum
Umgebung von Ty. Dann folgt - -

e det H > 0 und det A < 0: lokales Maximum

o = ) .

grad f(Zp) = 0 < aT{i(xO) =0vi=1,2,.... im eigtl. Sinne
Falls f differenzierbar ist, gilt df’g?0 =0. e det H < 0: Sattelpunkt

Beweis. Betrachte einzelne ,,Koordinatenfunktio- Allgemein:

nen*; die jeweilige Ableitung muss 0 sein, somit 0% 02 f 9 f

grad f(Zy) = 0. Falls f differenzierbar ist, gilt oz? dz10z2 ' Oz10x,

S NT = S q H= : :
df‘fo = grad f(l‘o) o = fi(.’lj‘o) —+ fy(l'()) azf 82f 32]"
—0. 0 0,011 O, 0o e ox2

Hauptminorenkriterium:
Globale Extrema:

s . .. hit ... hi
1. Berechne kritische Punkte (Kandidaten fiir } }
lokale Extrema im Inneren von D) D=1 " e
hkl - hkk
2. Entscheide, ob Kandidaten Extrema sind oder
nicht e H positiv definit < Dy > 0 Vk.
3. Untersuche Rand des Definitionsbereichs e H negativ definit < (—1)*Dy > 0 Vk.
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7.7 Extremwertaufgaben mit
Nebenbedingungen

Satz 7.4. Seien f,g stetig differenzierbar, f besitze
im Punkt £y € D ein Extremum unter der Neben-

bedingung g(Z) = 0, g,(Zo) # 0. Dann existiert ein
A € R (Lagrange-Multiplikator) mit

Praktische Vorgangsweise:

L F(z,y,A) = f(z,y) + Ag(2,y)

2. F,=0,F,=0,F\=0

3. Das heif3t
Fpo=fe+Xga=0
Fy=fy,+Xgy,=0
Fx=g(z,y) =0.

Allgemein:

1. F(z1,...,Zn, A, Am) = flz1,..0,20) +
Mgz, xn) F o A Gm (T, T)

2. Lose grad F' = 0
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8 Differenzierbarkeit noch einmal

8.1 Differenzierbarkeit

Definition. Sei U C R™ offen. Eine Funktion f: U — R™ heifit (total) differenzierbar in &y, € U, wenn
es eine lineare Abbildung A : R™ — R" gibt, sodass

—

(@) = f(@0) + A& — Zo) + |7 — &l - 7(&)
mit limg_z, 7(Z) = 0 gibt.
Lemma. Wenn A existiert, dann ist A eindeutig bestimmdt.
Beweis. Seien Ap, Ay zwei Losungen. Durch Subtrahieren der beiden Definitionsbedingungen erhélt man
0= (A1 — A2)(¥ = @) + [|[& — Zo - (7"(T) — 72(7))-
Setze nun ¥ = Zp + ¢ - ¥, wobei 4 € R™ und ¢ € R\ {0}. Dann folgt nach Division durch ¢
0= (A1 — A2) -y +sgn(t) - |71 - (ML(Zo + ) — r2(To + 7).
Der Grenzwert dieses Ausdrucks fiir ¢ — 0 ist aber
0= (A1 — A2)y,
somit A; = As. O

Schreibweise:

Wir wissen bereits: Wenn alle partiellen Ableitungen von allen Koordinatenfunktionen von ]? stetig in
Zo sind, dann ist f differenzierbar in Z.
Lemma (Kettenregel). Seien U C R™, V C R™, fiU—=V,g:V —RP. Setze ijo = f(®0). Sei weiters f
differenzierbar in £y und g differenzierbar in yy. Dann ist go f differenzierbar in .

Beweis. Setze Differentiationsdefintion von f in die von ¢ ein und erhalte so

§(f(@) =3(f(70)) + D §(Go) - D f(70) (& — Zo)

— —

+ 17 = Zoll D §(dio)r(F) + | D (@)@ — Fo) + 1 = Foll - 14(@)| - o (F12)
R
Es gilt
IRI| < 117 = &oll - 1D#(@)|- Iy @)+ |P 7o) | 17 = Foll-||ra (7@ + 1 = Foll s @)1 o (Fl2)

und somit

lim i =0.

i~z || — Zo
Damit ist go f in &y differenzierbar und es gilt

D(g o f)(#o) = D G(f(F)) - D f(). m
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8.2 Implizite Funktionen

Lemma. Sei f : B(Zo,r) — RY auf B(Zo,r) stetig differenzierbar und gelte ’J?'(E)H < M fir alle

Z € B(Zy,r). Dann gilt fir alle Z,5 € B(Zg,r)

—

|F@ - F@)|| < M1z -7

Beweis. Es gilt
1 1
fo - fo = | farig-aya= [ -F@rig-a) G-
0 0

und somit

—

f@) - f

—@)||- 17 -7 ae < M-z g1, O

Satz 8.1 (Hauptsatz iiber implizite Funktionen). Seien U C R? und V C RY offen, F:UxV —R? auf
U x V stetig differenzierbar und o € U, yy € V' mit

F(Zo,5,) =0 und d—ﬁ(xo,yo) invertierbar.

Dann gibt es ein e > 0 und 6 > 0 und eine stetige Funktion f : B(%y,d) — B(Yo,e) mit

F(@, f(@) =0

—

fiir alle Z € B(Z,0). § = f(Z) ist die einzige Lésung der Gleichung F(Z,7) = 0 in B({o, ).

—

Beweis. Idee: Formuliere F(Z, f(#)) = 0 als Fixpunktproblem, d.h.

—

f(@) - BT'F(Z, f(7)) = (@),

wobei B := 5z (J:O, Jo) 1t. Voraussetzung invertierbar ist.
Definiere die Abbildung A als

A:§— G- B'F(Z,§(7)).
Unter den Voraussetzungen des Satzes existieren ¢ > 0 und § > 0, sodass fiir ||Z— & < ¢ und

17— ol <e

JAl = ||1 - B %59

oy

<4 wd [BAER)| <5

N[

gilt. Betrachte die Menge
M = {g € C(B(Zo,0),R?) | §(&o) = o und VZ € B(&,9) : [|g(Z) — goll < 5}

1. M ist als abgeschlossene Teilmenge des vollstdndigen metrischen Raumes der stetigen Funktionen
ebenfalls ein vollstdndiger metrischer Raum mit der Supremumsnorm

[g] = sup |[g(@)].
FEB(0,0)
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2. A bildet M in sich ab: Sei g € M. Dann gilt

| AG — ol < ||AG — Aol + | Ao — oll < 5,

Ly
<5 15-7oll <

NI

denn
| Ao — Goll < ||B~"F(Z, %0)|| < &
Weiters ist

(A9)(Zo) = G(zo) —B~'F(&o, §(%0)) = o,

somit Age M.

3. A ist eine Kontraktion auf M: Sei ¥ € B(Zy, d) fest. Dann gilt

fiir ||& — Zo|| < 0 und ||¥ — o] < e.
Nach dem Lemma gilt daher

<s3ly-7,
also
|4y — AGell < 5 || — G2l -

Nach dem Banachschen Fixpunktsatz gibt es daher genau einen Fixpunkt f € M mit A f = f, also

f(& - BT'F(&, f(#) = f(2)
& F(Z, f(2)) = 0. O

Satz 8.2 (Differenzierbarkeit impliziter Funktionen). Seien U C RP,V C R? oﬁen 13 UxV — RY stetig
differenzierbar (eigtl. reicht differenzierbar in (%o, o)) auf U X V, F(i" jo) =0, & 55 (xo, Yo) invertierbar.
Sei weiters f : B(Zy,0) — B(ijo,€) eine stetige Funktion mit F(Z, f(Z)) = 0 fiir ¥ € B(Zy,4). Dann ist f
in Ty differenzierbar und es gilt mit o == f(Zo)

9 a Fro o
ai( )_ (Tg(x07y0)) ! %(m()vyO)‘

Ol

Beweis. O.B.d.A. seien Ty = 0 und o = 0. Setze By := ‘ME((—)’7 6) und B; = %—5(6
zierbar in (6, 0) ist, heifit

). Dass F' differen-

F(Z,§) = 0+ B\ + Boif + ||(Z, )| - 7(&, §)
7) = 0.

mit lim, ~ - .0) ™(Z,9) =
DI = 1]l + |]]. Dann gilt

@5)— Y
Wiéhle die Norm ||(Z,

— — —

0= F@ fl2) = B+ Baf(@) + (1) + | 7@)

) - 7@ (@)
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und somit

—

& fl@) =B B+ (1@ + | fl@)

) - By Y (E, f(@)). (1)

Zu zeigen ist also

|21+ | 7@ e F) = G
1um — z, [ (7)) =
o 7l ?
Es gilt
lim By '#(Z, f(%)) =0,
£—0

[F@]]

weil f stetig ist. Es geniigt also zu zeigen, dass il und somit auch

beschrankt bleibt.

Es gibt &1 < & und 07 < 9§, sodass fiir ||Z]| < §; auch Hf(a_s’) < g1 und
1
I7Z DI < S75=
2,7
gilt. Es gilt dann fiir ||Z] < 01
- 1
7@ f(@)| < s
2(|B; |
Setzt man das in (1) ein, erhélt man
- - 1
B N L N —
Daraus folgt
7@ < (1B Bl + 1) 131+ 3 || f@)| < 2[1B2Bal| + 1) 17
und somit
7@ 3
TR 2||By By + 1. O

Bemerkung. Unter der Voraussetzung von Satz 8.1 gibt es eine Umgebung von 7y, auf der f stetig
differenzierbar ist.

Beweis. Nach dem Hauptsatz existiert auf einer Umgebung von %y eine stetige Funktion f mit
F(Z, f(Z)) = 0.

9F - s OF (= o\ sy . s, OF .
7 Ist nach Voraussetzung stetig. 6—?7(3007 Jo) ist invertierbar, und damit ist 55 auf einer Umgebung von

R
(Zo,Yo) invertierbar (denke an Formel fiir Inverse: (%) ist stetig auf einer Umgebung von (Zo, %o)).

—

Nach Satz 8.2 ist f in jedem Punkt mit %—5(:2", f(Z)) invertierbar differenzierbar. Daher ist
5 = - -1 = -
fo)=- (L@ F@) %@ @)

stetig und f ist daher auf einer Umgebung von &y stetig differenzierbar. O
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Satz 8.3 (Lagrange). Sei U eine offene Teilmenge des R? und seien f : U — R und N:u—RP mitp < q
stetig dzﬁerenzzerbare Funktionen. Wenn in £y € U eine Extremstelle von f unter den Nebenbedingungen
N( ) = 0 vorliegt, dann gibt es Ay, .. ,A\p € R, sodass

P
6z7 Z)\] Ham )=0 firi=1,.

Jj=1

Satz 8.4 (Inverse Funktionen). Sei U C RP offen, f: U — RP stetig differenzierbar. Fir ¥y € U sei
ﬁ(fo) invertierbar. Dann gibt es eine offene Umgebung V wvon Zy und eine offene Umgebung W wvon
f(fo), sodass die Funktion f: V — W bijektiv ist.

Die Umkehrabbildung g : W — V st differenzierbar und es gilt

—

7 (f(@)) = (f'(#))~".

8.3 Mehrdimensionale Polarkoordinaten
f =7Tr: fd((p,ﬁl, R ,19(1,2).
Betrachte die Jacobi-Matrix
J, = (@ o7 ok @)
d = \8¢r1991 "1 09q_2°0r )"

Es gilt

|Jg] = %71 sin )y (sin )2 (sin ¥3)> - - - (sindg_o)? 2.

8.4 Kalkiil der alternierenden Differentialformen
8.4.1 Definitionen
Bisher hatten wir zwei Typen von Integralen:

e Bereichsintegrale der Form

/ /f (x1,...,2q) dzq -+ - dg,

e Kurven- und Oberfldchenintegrale der Form

/de+Qdy+Rdzbzw. / P dydz + @ dzdzx + R dxdy.

Idee: Betrachte alles hinter dem Integral als Integranden, also
w= f(x1,...,2q) dxy - - - day.

Definition (Dach-Produkt). Sei V ein n-dimensionaler R-Vektorraum mit Addition und skalarer Multi-
plikation. Definiere

k
/\ Vi=span{ty ATy A AT | B, Tk € V]
mit den Regeln

U1 N\ Uy = —Us AUy (somit TAU = 0)
NGy ATy = By A ATy = (@ A )
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Bemerkung. Eine Basis von /\]C V ist
(@ =& Ao NGy | H = {in,. i} € {1,...n), [H] = ).
Die Summe aller /\k V ergibt den Vektorraum
Ak
AV=BAV
k=0
mit einem Produkt A (eine Grafimann-Algebra), wobei
dim /\ V = 2".
Bemerkung. df ist eine lineare Abbildung, also df € (R™)* (Menge der Kovektoren).
Beispiel. P dz Ady + Q dz Adz + R dz Ady € A\*(R™)*
Definition. Bezeichne mit F*(U) die k-Formen auf U. Setze degw := k fiir w € F¥(U).
Definition (AuBere Ableitung). Fiir die dufere Ableitung d : F*(U) — FFY(U) gilt
1. d(w+n) = dw + dn,
2. d(wAn) =dwAn+ (—1)devw Adny,

3. d(dw) =0,
4. df = ZLdey + -+ 2L da,.
Fiir
w:ZaH dzy € F*(U)
H
gilt

dw = Zd(adeH) = Z(dle Ndzg + (=D ayd(dzy)) = ZdaH ANdzg.
H H H

Definition. Sei U C R" offen, W =R", & : W — U, g: U — R € C}(U). Definiere ®* : F¥(U) — F*(W)
durch

d*g=god.
Lemma. FEs gilt
d(@° f) = 2*(d).
Beweis. Sei
D (ury .y um) — (21,00, 20).

Es gilt aufgrund der Kettenregel

A(@ ) =d(fo )= 2L (%du1+.-.+ g,f;”dum)+~--+% (g%;du1+-~-+g%;dum)

dzq dz,

= o*(df). O
Definition. Das Integral einer k-Form w iiber einer Mannigfaltigkeit M = ®(W), W C R¥, ist definiert

als
/ w = /<I>*w.

(W)=M w

(,,Ziehen alles nach W runter und dort kennen wir uns aus.“)
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8.4.2 Satz von Stokes

Satz 8.5 (Stokes). Sei M eine (k + 1)-dimensionale orientierte Teilmannigfaltigkeit von U C R™. Der
Rand OM von M sei eine k-dimensionale Teilmannigfaltigkeit von U. Fiir w € F*(U) gilt dann

/dw:/ w.
M oM

Beweis. Sei 0.B.d.A. W ein (k + 1)-Simplex mit M = ®(WW) (ansonsten aufteilen), d.h.
W= {(u1,...,up1) € RFTY Jug, o upyr > 0,0y + -+ +upyq < 1}

Sei auBerdem 1 = ®*w 0.B.d.A. ein Monom (ansonsten aufsummieren), d.h.
P*w=n=Adu; A--- Adug.

Dann gilt fiir die Ableitung aufgrund des Lemmas

0% (dw) = d(®*w) = dny = (g—;“ldul 4ot af—ilduw) dug A~ A duy,

k_0A
= (—1) Dt i1 d’LLl VARERIAN duk+1.

Somit ist das Integral dariiber

/dw:/ @*(dw):(—l)k/ 524~ dug A -+ Aduggs
M w W k+1

1*2?:1 Ui
= k - 0A
=(-1) / duy -+ - duy / Bur dug11 2)
;i >0,37F  u;<1 0

= (—1)* / (A(uty -y ug, 1-8  wi) — A(ug, ..., ug, 0)) dug - - - dug.
uiZO,Zle ’U.igl

Das ist also ein Integral {iber einem k-Simplex.
Betrachte nun den Rand 0W. Seine Eckpunkte seien

Ry =0
Ry = (1,0,...,0)

Rji41=1(0,...,0,1).
Dann gilt

OW = (Ry,...,Ris1) + (=1)*Y(Ro, Ry,..., Rx11) + andere Fliichen, wo n = 0,
da dort eines der uyq, ..., u; konstant ist. Das heif3t

/8M v /3W Y= (_1)k+1 / T+ / T

(Ro,..-,Ri) (Rise s Ri41)

Das erste Integral ist das Integral von 7 iiber einem k-Simplex, also genau der zweite Term in (2). Das
zweite Integral wird ,,in die Grundebene projiziert*:

/ n= / A(ugy oy ug, 1-28 w) dug -+ - duy,

= (—1)* / Aur, .oy Uk, 1-% ) dug - - - dug.
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Das entspricht genau dem ersten Term in (2). O

Korollar (Integralsatz von Gaufl, Green). Sei V' C R™ kompakt mit abschnittsweise glattem Rand (S).

Der Rand sei orientiert durch ein dufSeres Normalen-Einheitsfeld 7i. Sei ferner F ein stetig differenzier-
bares Vektorfeld auf einer offenen Umgebung von V. Dann gilt

/ divF dV = ¢ F.dS
14 ()
mit der Abkiirzung dS =7 ds.

Definition (Rotation). Die Rotation eines dreidimensionalen Vektorfeldes F ist wieder ein dreidimensio-
nales Vektorfeld und ist definiert als

o P or. _ OF,

o 8826 z 8};/ 0z

rot = |45 | x [F, | =] %= -2&
ég 4 xr

- FZ aFy _ aFa:

0z ox oy

Bemerkung. Interpretiert man das Feld als Stromungsfeld, so gibt die Rotation fiir jeden Ort an, wie
schnell und um welche Achse ein mitschwimmender Koérper rotieren wiirde.

Korollar. Sei M eine zweidimensionale Untermannigfaltigkeit des R und OM ihr Rand (2.B. eine
Fliche und die sie umschliefende Kurve). Dann gilt fir ein Vektorfeld F

/ / (rot F)dA = ¢ Fdr.
M oM
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