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Aufgabe 6
Zeigen Sie fiir beliebige endliche Mengen:

|AUB| = |A| + |B| — |[AN B
Leiten Sie daraus eine entsprechende Formel fiir |[AU B U C| her.

Losung:
Fiir endliche Mengen D,E mit DN E = () gilt |D U E| = |D| + |E| damit erhélt man:

|AUB| =AU (B\(AN B))| = [A[ + [B\(AN B)|

Danun ANB C Bygilt B=(ANB)U(B\(ANB)) und (ANB)N(B\(ANB)) =10
und damit auch:

|B|=|ANB|+|B(ANB)| = |B(ANB)|=|B|—|ANDB|
Somit erhalt man:
|AUB| = [A| + |B| - [AN B|
Die Anzahl der Elemente von |A U B U C| kann man nun wie folgt berechnen:

|JAUBUC|=]AU(BUC)|=|A|+|BUC|—|ANn(BUC)|

=|A|+ |B|+|C|—|BNC|-|[(ANB)U(ANC)|
=|Al+|B|+|C|—=|BNC|—=|ANB|—|ANC| = (-|[(ANnB)N(ANC)|)
=|A|+|B|+|C|—|BNC|—|AnB|—|ANnC|+|ANBNC|

Aufgabe 7
Zeigen Sie fir alle n € N:

n

Z(—l)k‘lk = }1(1 + (=)™ 12n + 1))

k=1

Losung:

1. Induktionsbeginn: n = 1:

Z(_l)k—lkzlz;1*422(1—(2*14—1))

1
k=1
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2. Induktionsvoraussetzung:

n

k—1 1 n—1
> (-1) k=14 ()" 2n+1)

k=1

3. Induktionsbehauptung:

4. Induktionsschritt:

:Zj;( 1)k 1k = i(_1)” s4n+1)+ -1+ (=1)"'(2n+1))
:iu—¢4w@n+2—m+«4v*«n+w)

Aufgabe 8 Beweisen Sie fiir die durch:
1

An—1

a0:2,an+1:2—

rekursiv definierte Folge (ag, ay, ...) die folgende explizite Darstellung:

n+2
ay, =
n+1
Losung:
1. Induktionsbeginn: n = 0:
5 2 042
an = = - = —
’ 1 0+1
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2. Induktionsvoraussetzung:

3. Induktionsbehauptung:

4. Induktionsschritt:

1 1 1
an+1:2__:2—n—+2:2—n+
Ay, 7Z_+1 n+2
2n+2)—(n+1) (n+1)+2
n+2 C (n+1)+1

Aufgabe 9
Beweisen Sie die folgenden Ungleichungen:

(a) 4" <n!firn>9
(b) 4™ > n* fiir n > 4

Losung:

(a)

1. Induktionsbeginn: n = 9:

9! _9*8*7*6*5*4*3*2*1_9*7*3*5*3*2*43

49 49 49
9*7*5*3*3:9*9*7*5:2835>1
45 % 2 2 % 45 2048 —
— 9! >4°

2. Induktionsvoraussetzung:

3. Induktionsbehauptung:

4" < (n+1)!
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4. Induktionsschritt:

n!>4" = (n+1)n!>n+1)4" = (n+ 1! > (n+1)4" > 44" = 4"

(b)

1. Induktionsbeginn: n = 4:

2. Induktionsvoraussetzung:

3. Induktionsbehauptung:

4n+1 Z (TL—}- 1)4

4. Induktionsschritt:

4 >pt = 4x4" > 4xnt = 4" > 4p?

Falls nun 4n* > (n + 1) gilt, ist man fertig. Fiir n > 4 kann man dies zeigen: Es gilt
fur n > 4:

2 3 4
(n+1)4:n4+4n3+6n2+4n—|—1<n4—|—42n3+6n—n2+4n—n+n—
- 4 42 43 44

6 4 1 1 1
4 4 _Ad
n (1+1+E+E+4_4)§n (2+1+§—|—§)—4n

Also erhalt man:

4n+1 2 (n+ 1)4

Aufgabe 10

Grundaufgabe der klassischen Statistik: Auf n Zellen sollen k unterscheidbare Teilchen
so verteilt werden, dass in der Zelle i genau k; Teilchen liegen, ki 4+ ko + ... +k,, = k Eine
Anordnung innerhalb einer Zelle werde nicht berticksichtigt.

Zeigen Sie: Es gibt genau

k!
kilko!... k!
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verschiedene Verteilungen.
Losung:

Wir flihren nun eine Induktion iiber n und zeigen in jedem Schritt, dass die Aussage fiir
alle ]{?1, ]{?2, N k’n gultlg

1. Induktionsbeginn n = 1:
Es gibt nur eine mogliche Anordnung und kk—l', =1

2. Induktionsvoraussetzung:
Fir alle &y, ko, ..., k, € N gilt, gibt es

k!
kylko!l.. k!
mogliche Anordnungen.
3. Induktionsbehauptung:
Fir alle ky, ks, ..., ko1 € N gilt, gibt es
k!
kqlkol. k!

mogliche Anordnungen.

4. Induktionsschritt:

Seien kq, ko, ...k, 1 € Nund k = ki + ko + ... + k41, dann fixiert man nun die Teilchen,
welche in der Zelle n + 1 sind, bleiben noch genau k — k£, 1 Teilchen tibrig, welche man
in den anderen Zellen verteilt. Nach Induktionsannahme gibt es hierfiir

(k = kns)!
kilko!.. k)

viele Moglichkeiten und um fiir die Zelle n+1, &, viele Teilchen aus k Teilchen auszuwahlen,
gibt es

( k )_ k!
kn+1 (k - kn+1)!kn+1!

viele Moglichkeiten. Insgesamt hat man also

(k — kpyr)! k! B !
Tetkolo o) (k — k) honea!  Fenkal oy

Viele Moglichkeiten.



