Musterlosung Blatt 5

Aufgabe 19

Fiir die nachstehende Funktionen ist zu jedem & > 0 ein §. > 0 so zu bestimmen, dass aus |z — xg| < 6.
die Beziehung | f(z) — f(zo)| < € folgt.

fla) =2, D(f) = |f(z) = f(zo)| < R.

Losung: Sei § <1 oBdA.
Es gilt
O<|z—20|<d<1 =|z|=|z—20+ 20| <|2—20| + |T0| <1+ |20

und daher:
|f(z) = fzo)| = |2° — x| = [(x — m0) - (2% + 2 - w0 + 27|
<o — ol (|2> + |2 - |zo| + [ol?)
<o — 2ol - (14 [xol)® + (1 + |zol) - [zo| + |z0]*)
= |z — x| - (3|zo|® + 3|z + 1).

Somit erhalten wir mit dem Ansatz |z — x| < §. = min {m, 1}:
| — 0| - (3|zo|* + 3|zo| +1) < 8. - (3[aro|* + 3Jaro| + 1)

3
3|3’J0|2 + 3‘10‘ +1

[f (@) = f(zo)]

IN

IN

- (3lzo|® + 3lzo + 1) =&.

Aufgabe 20

Finden Sie die Losung der Gleichung 22 — 322 4 22 — 5 = 0 durch Intervallhalbierung wie beim Beweis
des Nullstellensatzes auf zwei Nachkommastellen genau.

Lésung: Man finde a < b € R: f(a) < 0OA f(b) > 0, zum Beispiel a = 2 und b = 3. Dann definiere man
sich Folge (n,)nen und (yn)nen wie beim Beweis vom Nullstellensatz und berechnet sich die ersten
Folgenglieder:

n | Tn Yn
0|2 3
1125 3
21275 3
3| 2.875 3
4| 2.875 2.9375
5 | 2.875 2.90625
6 | 2.890625 2.90625
7 | 2.8984375 2.90625
8 | 2.90234375 | 2.90625

Fiir n = 8 erhilt man |z, — y,| < 0.01 und somit, dass man den Grenzwert auf 2 Nachkommastellen
genau berechnet hat. Das Polynom hat also eine Nullstelle bei x ~ 2.9.



Aufgabe 21

Beweisen Sie: Ist f: [a,b] — [a,b] stetig, so gibt es ein £ € [a,b] mit f(§) = £ Der Punkt & heifit
Fixpunkt der Funktion f. (Hinweis: betrachten Sie die Funktion g(z) = f(z) — x)

Lésung: Man betrachte die Funktion g(z) vom Hinweis. Es gilt f([a, b]) C [a, b] (da das Bild von f per
Definition in [a, b] liegt) und somit

gla) = fla) —a>0Ag(b) = f(b) —b<0.

Nun wende man den Nullstellensatz fiir g an und erhélt: Vy € [g(b),g(a)]: Tz € [a,b]: g(z) = y.
Insbesondere gilt dies fiir y = 0 und somit gilt:

3 € [a,b]: g(§) =0 = f(§) =¢.

Aufgabe 22

Driicken Sie cos(5z) nur durch cos(x) aus. Hinweis: beniitzen Sie dazu e®® = cos(z) + 1 - sin(z) und die
Formel von de Moivre.

Lésung:
cos(5x) = N(cos(5x) + i - sin(5z)) = RN(e”*) = R((€™)®) = R((cos(x) + i - sin(x)))
= R(cos(x)® 44 - 5 cos(x)* sin(x) — 10 cos(x)?® sin(x)* — i - 10 cos(z)? sin(z)® + 5 cos(x) sin(x)* 44 - 5sin(x)®)
= cos(z)® — 10 cos(z)? sin(x)? + 5 cos(z) sin(x)*
= cos(z)® — 10cos(z)? - (1 — cos(x)?) + 5cos(x) - (1 — cos(x)?)?
= 16cos(z)’ — 20 cos(z)? + 5 cos(z).

Aufgabe 23

Gegeben sei die Folge 1 = 0, 2,11 = /2 + x,,. Zeigen Sie

lim 2"v/2 — x,, = .

n—oQ

Hinweis: verwenden Sie die Halbwinkelsitze (0 < x < )

cos (x) /14 cos(x) i (f) /1 —cos(x)
2 ’ 2 2 ’
um einen einfachen Ausdruck fiir z,, und /2 — x,, zu finden.

Losung: Um einen Ansatz zu entwickeln, forme man x3 um:

2
1+ V2 1+ cos <arccos (—)) 5
T3 = 2+\f2:\/4- 5 2 :2~$ 5 2 = 2-cos | arccos g = 2-cos (;—3)

Man beweise nun also x,, = 2 - cos (2%) :

° IA:$1:0:2-cos(g).

o IV: xn:2-cos(l).

on

o IS: xn+1:\/2+mn:,/2+2-005(%):\/4-1+L2(2L"):2-cos(2n’%).



Daraus folgt direkt:

i

.1—005(271) :2-Sin(

VneN:v2—x,=1/4 5

Und somit gilt: lim 2"/2 — x,, = lim 2""!sin (2,7%) .
n— 00 n—r00

sin(z)

™
2n+1) :

Nun muss nur noch ausgeniitzt werden, dass lir% —,— =1, was in der Vorlesung gelernt wurde:
r—
: T 3 s
. . . SIN |\ 53T . SN\ 5757
hm2”+1sm( l)zhmﬂ-#:ﬂ'-hmyzﬂ-lzﬂz
n—00 on+ n—00 SrFT n—oo iy

Aufgabe 24

Bestimmen Sie den Grenzwert

limn(%—l).

n—oo

Losung: Fiir a = 0 divergiert die Folge bestimmt gegen —oo, fiir a < 0 ist sie nicht wohldefiniert. Also
gelte a > 0. Da /a = e und lir% ezx—_l =1, was in der Vorlesung gelernt wurde, gilt dann:
T—

lim n ({/a —1) = lim In(a) - er -1 In(a) - lim ;)1 =1In(a) -1 = In(a).

n— 00 n—o00 In(a) n— o0 n(a




