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0 Logik und Mengenlehre

0.1 Logik

Definition 0.1.1. Eine Aussage ist ein Satz, der entweder wahr oder falsch sein kann.

Beispiel 1. p: , Die Hauptstadt von Osterreich ist Wien®

q: ,,Zwei ist eine ungerade Zahl®

r: ,Ist zwei eine ungerade Zahl?*

s: ,,Jede gerade natiirliche Zahl n # 2 ist als Summe zweier Primzahlen darstellbar*

Die Aussage p ist wahr, ¢ ist falsch, r ist keine Aussage und iiber s weifl man nicht genau. Das
ist die Goldbachsche Vermutung und Goldbach vermutete im 18. Jahrhundert, dass s wahr
sei.

Definition 0.1.2. Eine Aussageform ist eine Aussage, die Variablen enthélt.

Beispiel 2. p(z): ,z ist eine gerade Zahl* ;

0.1.1 Verkniipfungen

Aussagen konnen untereinander verkniipft werden mit:

Konjunktion ,,A und B“, ,A A B*
ist nur wahr, wenn beide Variablen wahr sind.

A|B|AAB
W | W W
W | F F
W F
F|F F

Disjunktion ,A oder B, AV B¢
ist nur falsch, wenn beide Variablen falsch sind.

AV B

={lve

Sls=tb=ll=

= = = =

F
W
F

Negation, nicht*: |- A“

A -A
W | F
F| W
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Subjunktion , Wenn A, dann B“: A — B*

B kann man als (—A) V B umschreiben. Dass die Aussageformen dquivalent sind,

A|B|A—B
W | W W
W | F F
F W AW
F | F W

A —

beweist die Wahrheitstafel:
A|B|A—-B|(-mA)VB
W | W W W
W | F F F
F | W W W
F | F W W

Bijunktion ,,B genau dann, wenn A“: A <> B
ist dann wahr, wenn beide Variablen den gleichen Wahrheitswert haben.

A|B|A< B
W | W W
W| F F
F | W F
F | F W

Definition 0.1.3. Eine Tautologie ist eine Aussageform, die unabhéngig vom Wahrheitswert
der Variablen immer wahr ist.

Beispiel 3.

1. AV (—A) ist immer wahr.

2. (A— B) <> ((nA)) V B) ist immer wahr.

Wenn es sich bei einer Subjunktion um eine Tautologie handelt, schreibt man ,,=* und man
sagt ,aus A folgt B*.

Wenn es sich bei einer Bijunktion um eine Tautologie handelt, schreibt man ,,<“, und man
sagt , A dquivalent zu B*.

Folgendes gilt aufgrund der Definition:

1. A VB BV A

2. ANB& BAA

3. (AANB)AC & AN(BAQ)

Rechenregeln:

1. AV(mA) &« W

2. AN(RA) e F

3. ANW & A

4. AVIW & W



5 ANF & F
6. AVF < A

7. Die Gesetze von De Morgan:

e ~(AAB) & ((=4) V(=B))

0.1 Logik

A | B |AAB|=(AAB)|-A|-B | (-A)V (-B)
WIiwW| W F F F F
W| F F \)\% F | W \)\%
F | W F \)\% W | F \)\%
F | F F \%\% W | W \%\%

* 2(AVB) & ((2A4) A (-B))

A | B |AVB|~(AVB)|-A|-B | (-A)A(-B)
Wiw| W F F F F
W F W F F | W F
FIW| W F W | F F
F | F F \)\% W | W \)\%

8. Die Distributivgesetze:

e AV(BANC)< (AVB)A(AVCO)
A|B|C|BAC|AV(BANC)| AVB|AVC |(AVB)A(AVCO)
Wi W W W \%\% W W \)\%
W W|F F \%\% W W \)\%
Wl F W F \%\% W W \)\%
WI| F | F F \)\% W W \)\%
FIW| W W \%\% W W \)\%
F|W|F F F W F F
F|F | W F F F W F
F|F|F F F F F F

e AN(BVC)& (AANB)V(ANC
A|B|C|BVC|AANBVC)|ANB|ANC | (AANB)V(ANC)
Wi W W W \%\% W W \)\%
W W|F W \%\% W F \)\%
Wl F W W \%% F W \)\%
WI| F | F F F F F F
FIW| W W F F F F
F|W|F W F F F F
F|F|W W F F F F
F|F|F F F F F F

Wir kénnen die Subjunktion auch mit Hilfe der Disjunktion umschreiben:

Die Bijunktion kann man mit Hilfe der Konjunktion und Disjunktion umschreiben:

A— B ((-A)V B)

A< B& (A— B)AN(B— A)
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und das kann man wie oben weiter umschreiben:
(A= B)A(B— A) & ((mA)VB)A((=B)V A)

Bemerkung 1. Jede Aussageform kann durch —, A, V ausgedriickt werden.

0.1.2 Die Normalformen

Wir wollen eine vorgegebene Wahrheitstafel durch —, A, V erzeugen, (logische Schaltung mit
vorgegebenen Ausgang).

Beispiel 4. Wir haben drei Leitungen A, B, C' (die auch gleichzeitig unsere Variablen sind)
und als Ausgang haben wir G. Es ist bekannt, was fiir Wahrheitswerte G haben kann. Ge-
sucht wird die Aussageform, die die Variablen verbindet, um den gewiinschten Ausgang G zu
erhalten.

Sl = =l b=l =
= S | S = w
SISl B=le!
=B bl b= Ko

Erstmal schauen wir, wann GG wahr ist. Dann sehen wir, welche Wahrheitswerte die Variablen
in diesen Féllen haben. Jetzt miissen wir iiberlegen, wie wir sie miteinander verkniipfen, um
eine wahre Aussageform zu erhalten.

Wir sehen uns den ersten Fall an: A ist wahr, B ist wahr und C' ist falsch, d. h. um wahr
als Endergebnis zu erhalten, miissen wir sie so verkniipfen:

ANBA(—C).
Im 2. Fall ist A falsch, B und C wahr
(mA)ANBAC.

Der 3. Fall:
(mA)A (-B)AC.

Und im 4. Fall:
(=A) A (=B) A (=C).

Nachdem wir das fiir alle vier Félle betrachtet haben, werden diese Aussagenformen mit
,oder“ verkniipft.

G& (ANBA(RC)V((FA)ABAC)V ((RA) A (=B)ANC)V ((A) A (=B) A (=C))

Auf die letzten 2 Aussageformen konnen wir gleich das Distributivgesetz anwenden und erhal-
ten dann:

(AANBA(=C))V () ABAC)V (mA) A (=B)) A (CV (=C)).



0.2 Mengenlehre

(C'V (—C)) ist immer wahr und kann daher weggelassen werden.
Dadurch ergibt sich

G& (ANBA(-C)V ((mFA)ABAC)V ((A) A (—B)).

Dasselbe kann man auch erreichen, wenn man sich an dem Ergebnis , Falsch“ orientiert. Dann
muss man nur die verschiedenen Félle mit einem A verkniipfen.
Das wiirde dann so aussehen:

Ge (FAV(EB)V(EC)A((RA)VBY (-C)AN((mA)VBVYC)AN(AV (-B) Vv CO)
Bemerkung 2. Jede Aussageform kann man mit 2 Normalformen ausdriicken:

e konjunktive Normalform: Dy ADy AD3A---AD,; Dy, D,,...sind Disjunktionen der
Variablen und ihrer Negationen.

e disjunktive Normalform: K; V Ky, V K3V ---V K,,; Ky, K,,... sind Konjunktionen

der Variablen und ihrer Negationen.

0.1.3 Schlussregeln

Ableitungsregel:
AN(A— B)=1B

Widerlegungsregel:
(-B)AN(A— B)=-A

Kettenschlussregel:
(A= B)AN(B—=C)=(A—C)

Beweis durch Fallunterscheidung:

(AVB)A(A=-C)N(B—C)=C

0.1.4 Oft benutzte Symbole und Bezeichnungen
A= B :,A st eine hinreichende Bedingung fiir B

B = A : A ist eine notwendige Bedingung fiir B*

d ., es existiert*

v . fiir alle®

0.2 Mengenlehre

Definition 0.2.1 (G. CANTOR:). ,,Eine Menge ist eine Zusammenfassung von wohlunter-
scheidbaren Objekten unseres Denkens oder unserer Anschauung zu einem Ganzen.“
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0.2.1 Symbole und Begriffe

Fiir eine Menge schreiben wir:
{alu A, Az, . .. ,CLn}

Die leere Menge ,,(0“ hat keine Elemente.
a ist Element von A: a € A.

acheF
Seien A und B Mengen, dann schreiben wir
ACB:sYVYaceA:a€e B

und sagen: ,, A ist Teilmenge von B*
Zwei Mengen, A und B, sind genau dann gleich, wenn

acAsacB.
Wir schreiben dann A = B, also
A=B< (ACB)A(BCA)
Sei A eine Menge und f eine Aussageform mit einer Variablen a mit Werten in A, dann ist
B={ac A| f(a)} (die Menge aller Elemente von A fiir die f wahr ist)
eine Menge. Es gilt: B C A.

0.2.2 Operationen mit Mengen
Vereinigung: Seien A und B Mengen, dann ist AU B auch eine Menge (Vereinigungsmenge).

ac AUB&acAVacB.

Durchschnitt: Seien A und B Mengen, dann ist ANB auch eine Menge (Durchschnittsmenge).
ac ANB&acANac€B.
Wenn AN B = (), dann heiflen A und B disjunkt oder elementfremd.

Differenz: Seien A und B Mengen, dann ist A\ B auch eine Menge (Differenzmenge), und
zZwar

ac A\B&ac AN—(a € B)
Es gilt:A\ B=A\ (AN B)

Beweis.

ac A\(ANB)sac AN(-(a€e ANa € B))
sSacAN(~(a€eA)V(-(aeB)) < (ac AN=(ac A)V((ae A)A(~(a € B)))
sacAN(-(aeB)<acA\B

0



Das kartesische Produkt: Seien A und B Mengen, dann ist
Ax B={(a,b)|ac Abe B}

0.3 Abbildungen

auch eine Menge (die Menge der geordneten Paare (a,b) mit a aus A und b aus B)

Beispiel 5.
A=1{1,2,3,4} B={a,b}

Ax B=1{(1,a),(2,a),(3,a),(4,a),(1,b),(2,b), (3,0), (4,b)}

A?=Ax A

A*=Ax Ax A die Elemente der Menge heifien Tripel

A*'=Ax Ax Ax A die Elemente der Menge heifien Quadrupel

A"=Ax---x A die Elemente der Menge heiflen n-Tupel.
—_—

n-mal

0.3 Abbildungen

Definition 0.3.1. Seien A und B zwei Mengen. Eine Zuordnungsvorschrift f, die jedem a € A
eindeutig ein b € B zuordnet, heifit eine Abbildung oder Funktion. Wir schreiben in diesem

Fall b = f(a). Die Funktion wird als
f:A—B
o f(a)
geschrieben.
e A heifit die Definitionsmenge
e B heifit die Bildmenge
Wenn M C A, dann heifit

J(M) = {f(a)|ac M} ={be B|3acA:f(a)=b}

das Bild von M wunter f. Wenn N C B, dann heifit
fEVN) ={a€ Al f(a) € N}
das Urbild von N unter f.
Definition 0.3.2 (Verkniipfungen von Abbildungen). Seien
f:tA—=B undg:B —C.
Dann heifit die Abbildung

gof:A—=C
a— g(f(a))

die Verkniipfung der Abbildungen g und f. (,,¢ verkniipft mit f*)
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Abbildung 0.1: Verkniipfung zweier Abbildungen

Definition 0.3.3. Eine Abbildung f : A — B heifit injektiv (eineindeutig), wenn
Vay, g € At f(x1) = f(x) & 1 = 9. (0.1)
Die Beziehung (0.2) ist dquivalent zu

V.Tl,l’z cA: 1 7£ To < f(.’lfl) 7£ f(.l’z) (02)

A B

Abbildung 0.2: Eine injektive Abbildung

Definition 0.3.4. Eine Abbildung f : A — B heifit surjektiv, wenn
Vye B:dx e A: f(x) =y, (0.3)

d.h f(A) = B.

Definition 0.3.5. Eine Abbildung heifit bijektiv, wenn sie injektiv und surjektiv ist.

Bemerkung 3. Die Injektivitéit, Surjektivitat bzw. Bijektivitiat einer Abbildung hingt sowohl
von der Abbildungsvorschrift als auch von der Bild- und Urbildmenge der Abbildung ab.



0.3 Abbildungen

Abbildung 0.4: Eine bijektive Abbildung

Bemerkung 4. Zwei Abbildungen f: A — B und g : C'— D sind genau dann gleich, wenn:
A=CAB=DAVaecA: f(a) =g(a).

Satz 0.3.6. Sei f: A — B eine Abbildung. Dann gilt:

f surjektiv < 391 : B—>A: Yy e B: fogi(y)=y (0.4)
f injektiv < 3go: B> A: Yz € A:go0 f(x) =1 (0.5)
[ bijektiv < 3g: B— A:Vr € A:go f(x)=xAVy e B: fog(y) =v. (0.6)
Beweis. 1. Wir wollen beweisen, dass f surjektiv ist, wenn es eine Abbildung ¢; gibt. Nach

Definition von g; ist = ¢;(y) eine Losung der Gleichung f(x) = y. Damit ist f surjektiv.

Sei umgekehrt f surjektiv. Dann ist fCY(N) # (), wenn ) # N C B. Wir definieren
dann
g - B— A

y — ein Element aus f~'({y})
2. Wir wollen beweisen, dass f injektiv ist, wenn es eine Abbildung gs gibt.

f(x1) = f(x2) = 21 = g2(f(21)) = g2(f(22)) = 22

f ist also injektiv.

Sei umgekehrt f injektiv.

Vo, w0 € At f(x1) = f(22) & 11 = 9
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Dann hat fiir y € B die Menge f~'({y}) hochstens ein Element. Wir definieren fiir ein

a€ A
ga : B— A

x, wenn {z} = [~ ({y})
v { wenn [~ ({y}) =

Y
go (f(x)) = g2(y) = x, weil f(z) =y und f~1({f(2)}) = {z}. Die zweite Alternative
der Definition wird nie verwendet.

3. Die dritte Aussage folgt aus der Verkniipfung der ersten beiden.

0

Definition 0.3.7. Wenn f eine bijektive Abbildung ist, dann heiit die Abbildung g aus (0.6)
die Umkehrabbildung von f; g = f~1.

Definition 0.3.8. Sei f : A — B eine Abbildung. Dann heifit die Menge

{(a, f(a))Jac Ay C AXB

der Graph von f .

10



1 Die natiirlichen Zahlen

Definition 1.0.1. Die natiirlichen Zahlen sind durch
N={1,2,3,...}

bzw. die Forderung
1eN,VvneN:n+1€N

gegeben.

1.1 Das Prinzip der vollstandigen Induktion

Satz 1.1.1. Wenn wir fiir jedes n € N eine Aussage A(n) haben, und wir
1. wissen, dass A(1) wahr ist, und

2. wissen, dass A(n) = A(n+ 1) fir jedes n € N gilt,

dann gilt A(n) fir alle n € N.

Beispiel 6. Die Summe der ersten n natiirlichen Zahlen. Mittels Induktion ist Folgendes zu

beweisen: .
S:1+2+~-~+n:%

Offenbar stimmt die Gleichung fiir n = 1, 2, 3.
Fiir einen Beweis mit vollstdndiger Induktion gehen wir immer nach folgendem Schema vor:

1. Induktionsbasis: A(1)

2. Induktionsvoraussetzung: A(n)

1
1—1—2—0—-'-—1-712@

3. Induktionsbehauptung: A(n + 1). Zu zeigen ist

(n+1)(n+2)
2

I+2+--4+n+(n+1)=

4. Induktionsschritt: A(n) = A(n + 1): Wir gehen von der Induktionsvoraussetzung
I+2+4+---+n= w aus und addieren auf beiden Seiten n + 1:

M—F(H—H) = nTH~(n—|—2) _ (ot 1)2(n+2)

1424 -+n+(n+1) = & A(n+1)

11



1 Die natiirlichen Zahlen

Beispiel 7. Sei g # 1. Fiir alle n € N gilt

n L ) 1 — qn+1
b =1tqt i+t =——
l—gq
k=0
1. Induktionsbasis: n = 1: Auf der rechten Seite haben wir lf_q: = (1+‘f)_(;_q) = 1+4¢q, wie
behauptet.
2. Induktionsvoraussetzung:
n 1 n+1
Sp = qk - 1 d
k=0 4
3. Induktionsbehauptung:
n+1
1 — qn+2
_ k_
Sntl = Z q 1—gq
k=0
4. Induktionsschritt:
1 — qn+1 1 — qn+1 + qn+1(1 _ q> 1 — qn+2
Sn-i—l Sn+q 1_q +(] 1_q 1_q

Beispiel 8. Mittels Induktion ist Folgendes zu beweisen:
VneN:2">n

1. Induktionsbasis:
n=1: 21=2>1

2. Induktionsvoraussetzung:
2" >n

3. Induktionsbehauptung:
2" > (n 4 1)

4. Induktionsschritt: Wir schreiben die Induktionsvoraussetzung,
2" > n,
und multiplizieren die Ungleichung mit 2:
2"t > 2n

Auf der linken Seite ist genau das, was wir fiir die Induktionsbehauptung brauchen. Wir
schitzen weiter ab:
2" > o =m+1)+(n—-1)>n+1,

weil n — 1 > 0 ist.

12



1.1 Das Prinzip der vollstiandigen Induktion

Beispiel 9. Zeige 2" > n? fiir n > 5. Offenbar ist die Ungleichung fiir n = 2, 3, 4 falsch. Daher
miussen wir unsere Induktionsbasis diesmal mit n = 5 annehmen.

1. Induktionsbasis:
n=>5:2">5

2. Induktionsvoraussetzung:

VneN,n>5:2">n?

3. Induktionsbehauptung:

VneN,n>5:2"" > (n+1)>

4. Induktionsschritt: Wir schreiben die Induktionsvoraussetzung,
VneN,n>5:2">n?
multiplizieren die Ungleichung mit 2,
2"+l > on?,
und schétzen weiter ab

2" s o= +2n+ 1)+ (P -2n—1)>(n+1)*+GBGn—2n-1)> (n+1)%

Bemerkung 5.

Achtung:

Es reicht weder aus, dass nur der Induktionsschritt richtig ist, noch reicht es, dass nur
die Induktionsbasis richtig ist. Fiir einen korrekten Beweis miissen beide Aussagen
nachgewiesen werden.

Wir stellen uns jetzt 2 Aufgaben (Fragen), die wir mit Hilfe der Induktion beantworten
wollen:

Beispiel 10. Auf wie viele Arten kann man n verschiedene Objekte anordnen? (Anzahl der
Permutationen von n Elementen) Sehen wir uns die Frage fiir n = 3 an: Es gibt folgende
mogliche Anordnungen:

123,132,213, 231, 312,321

Es gibt also sechs Moglichkeiten, drei Objekte anzuordnen.
Wir schreiben:

a(n) = # der Anordungen von n Objekten # (= die Anzahl)

Jede Anordnung von n+ 1 Objekten entsteht, indem wir zu einer Anordnung von n Objekten
das (n + 1)-te Objekt dazugeben.
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1 Die natiirlichen Zahlen

Wenn wir 2 1 3 schon haben und noch ein Element dazu geben méchten, haben wir genau

4 Moglichkeiten: | 2 | 1] 3 |.
Dadurch ergibt sich

Das ergibt:
n | a(n)
111
2 12=12
316=12-3
4124 =1234
51120 =1-2-3:4-5
6 | 720 = 1-2-3-4-5-6

Definition 1.1.2. n! = 1...n und wir sagen: ,n Faktorielle“ oder ,n Fakultat®.

Jetzt konnen wir auch eine Antwort auf unsere Frage geben: Wir konnen n verschiedene

Objekten auf n! verschiedenen Arten anordnen.

Definition 1.1.3. Das Summenzeichen:
daj=artart+a,
j=1

J wird Summationsindex oder auch Laufindex genannt.
Das Produktzeichen:

Bemerkung 6. Konventionen:
Die leere Summe:

ZCL]':O

J=1

0
HCL]' =1
j=1

Das leere Produkt:

Bemerkung 7.
n+1

n
E a; = E CLj+an+1
j=1 j=1
n+1 n
Jj=1 Jj=1

Diese 2 Gleichungen verstecken eine Induktion.

Achtung!
(H%) N# (-0 = <H%’> A"

J=1 J=1

14



1.1 Das Prinzip der vollstiandigen Induktion

Beispiel 11. Auf wie viele Arten kann man aus n verschiedene Objekten k verschiedene
Objekte auswihlen? Diese Abzdhlaufgabe kann man auf zwei verschiedene Arten betrachten:

e Mit Beriicksichtigung der Reihenfolge der k£ ausgew&hlten Objekte.

Die Anzahl der Moglichkeiten kann man so bestimmen:
Fiir das erste Objekt hat man n Moglichkeiten, fiir das zweite Objekt hat man n — 1
Moglichkeiten, fiir das k-te Objekt hat man n — k + 1 Moglichkeiten, d. h.:

#=n-n—1)----- (n—k+1):H(n—j+1):H(n—j)

Man nennt dies auch Variationen von n Elementen zur k-ten Klasse und schreibt dann:

Ohne Berticksichtigung der Reihenfolge der £ ausgewéhlten Objekte. Wir erhalten die
gesuchte Anzahl, indem wir die Anzahl der Variationen durch die Anzahl der Permuta-
tionen der k ausgewéhlten Elemente dividieren:

(Z) liest man ,,n iiber k“; (Z) heif3t auch Binomialkoeffizient.

Es ist nach Definition oder Vereinbarung (7)) =1, (") =0, (?) =1, (nil) = 0.

Die Moglichkeiten, aus n Objekten k ohne Berticksichtigung der Reihenfolge auszuwéhlen,
werden auch Kombinationen von n Elementen zur k-ten Klasse genannt: C7'

1.1.1 Der Binomische Lehrsatz

Wir suchen einen alternativen Ausdruck fiir

(= +y)"
Fiir kleine Werte von n ergibt sich
n (x+y)"
1 T+y
2 22 + 2zy + y?
3| 3+ 32%y + 3xy? + ¢°

Satz 1.1.4 (Binomischer Lehrsatz). Firn € N gilt
n __ - n k n—k
(x+y) —Z (k>x Yy
k=0
Jetzt wird uns auch klar, wo der Name Binomialkoeffizient herkommt.

Beweis. Beweis durch vollstandige Induktion

15



1 Die natiirlichen Zahlen
1. Induktionsbasis:
1 0. 1 I\ 10
n=1: z+4+y= 0 Ty + 1xy:1~1-y+1-x~1:;1:—|—y
2. Induktionsvoraussetzung:
n - n n—
(z+y)" = (k)xky *

3. Induktionsbehauptung:

n+1 n+ 1

n+1l . k . n+1—k

e DI G FEY
k=0

4. Induktionsschritt: Wie immer schreiben wir die Induktionsvoraussetzung:

(z+y)" = i (Z) eyt h

k=0

und multiplizieren mit (z + y)

(z+y)"-(z+y) =

\E

(Z) 2ty (z 4 y) =

k

n _ il
(z+y)" ™ = <k3) R T AR T
=0

[e=]

S |l

Eod

Jetzt bearbeiten wir noch die rechte Seite:

n n

n n— n+1— n n— - n n+1—
Z(k)'(xkﬂ'y k+xk_y+1 k): (k)xk-i-l_y kg (k)xky +1-k
k=0

k=0 k=0

Fiir die erste Summe machen wir die Substitution & + 1 = ¢ und fiir die zweite k = ¢
und erhalten

n+1 n
(z+y)"*! = Z <€il 1) gyl Z (Z) gyt
=1 =0

In der ersten Summe fehlt uns das Glied mit ¢ = 0 und in der zweiten das Glied mit
¢ =n+ 1. Wir sehen, dass sich fiir diese Werte von ¢ folgendes ergibt £ = 0 : (_"1) =0
d. h. es beeinflusst die Summe nicht.

n+1 n n+1 n
1 n+l1—4 __ ¢ n+1—+4
()= () o

/=1 /=0

l=n+1: (nil) = 0 d. h. hier wird der Wert auch nicht beeinflusst:

n n+1
L A LC A O
(f) vy ‘Z@ v

/= =0

16



1.1 Das Prinzip der vollstiandigen Induktion

o3[ (]

=0
Wir wollen die eckige Klammer umschreiben:

Kﬁﬁl)+(7m - (n—£+1n)!!-(e—1)!W!-(Z!—e)! -

B n! 1 I
_<n—6)!<e_1)!'Ln—eﬂ)ﬁ]_
B n! C+n—L+1
T n=0l((=1)! Un—t+1)
(1) 1
_E!(n—€+1)!_< i )

Jetzt ist unser Beweis vollsténdig:
n+1
1
(z+y)"! = Z <nz ) gt yntit
=0

Dass auf einer Seite £ und auf der anderen ¢ steht, stort uns nicht, denn wir kénnen
¢ = k setzen und erhalten dann:

n+1
(z +y)™+ = Z (n ‘]: 1) T

k=0

Beispiel 12. Beweis des Binomischen Lehrsatzes unter Verwendung der Abzéhlaufgaben
(z+y)" =@+y)-(@+y) - (z+y) =

n n

(Z) ist die Anzahl der Moglichkeiten, die k Stellen, an denen y dazumultipliziert wird, aus den

n Stellen auszuwéahlen.

Beispiel 13. Wir wollen jetzt

n+1\ n n n
k S \k—1 k
als Abzéhlaufgabe beweisen.

(";’1) = # der Auswahlen von k Stiicken aus (n + 1) Stiicken

Das kann man aufteilen in:

1. # der Auswahlen von k Stiicken aus n + 1 Stiicken, bei denen das (n + 1)-te Stiick

gewahlt wird:
n
E—1

17



1 Die natiirlichen Zahlen

2. # der Auswahlen von k Stiicken aus n+ 1 Stiicken, bei denen das (n + 1)-te Stiick nicht

gewahlt wird:
n
k

Und wenn wir beide addieren, kommen wir genau auf das, was wir gesucht haben:

(0)=G2) ()

18



2 Das Zahlensystem

2.1 Die natiurlichen Zahlen

Wir haben bereits die natiirlichen Zahlen definiert. Wir setzen

No={0,1,...} =NuU{0}.

2.1.1 Operationen auf N

Die Operationen auf N werden durch Induktion definiert:

e Addition: n + 1 ist durch die Nachfolger-Operation auf N definiert.

Sei n + k bereits definiert, dann setzen wir n + (k + 1) := (n + k) + 1 (wieder unter
Verwendung der Nachfolgenden-Operation)

e Multiplikation: n-1=mn

Sei n - k bereits definiert, dann setzen wir n - (k + 1) = n - k + n unter Verwendung
der vorher definierten Addition. Alle Rechenregeln fiir Additionen und Multiplikationen
lassen sich durch Induktion nachweisen.

Wir wollen folgende Gleichungen 16sen:
r+a=0b; abeN
Solange b > a gilt, konnen wir die Lésung x = b—a in N bestimmen. Wenn wir aber x+10 = 3
16sen wollen, stellen wir fest, dass fiir kein z € Ny die Gleichung stimmt.
2.2 Die ganzen Zahlen
Definition 2.2.1. Die ganzen Zahlen werden als
Z=NuU{0}U{—n|neN}

definiert. Z= = {—n | n € N} heifit Menge der negativen ganzen Zahlen.

Jetzt kénnen wir die obige Gleichung l6sen:

r+10=3=2=-7 10+ (-7) =3

19



2 Das Zahlensystem

2.2.1 Operationen auf Z

e Addition
n+ m, n,m € N,
n— (—m), neNgAmeZ,
n+m=
m — (—n), meNAneZ,

—((=m) 4+ (=n)), n,meZ .

e Subtraktion

n—m, n>m,
n—m=

—(m—n), n<m.

n—m=mn+ (—m)
D. h. wir kénnen die Subtraktion auf die Addition zuriickfithren und die gleichen Regeln
anwenden.
e Multiplikation
n-m, n,m e N,
—n-(—m), neNAmMmEeZ,
—(—=n)-m, meNAneZ,
(—=m)-(—n), n,meZ .

2.2.2 Rechenregeln
Aj: 0 ist neutrales Element beziiglich der Addition

YneZ: n+0=n (2.1)
At Assoziativgesetz der Addition
Ve dnelZ: (k+0)+n=k+ ({+n) (2.2)
Az Kommutativgesetz der Addition
YnmeZ: n+m=m-+n (2.3)

Ayt Das inverse Element beziiglich der Addition

VneZ3I(—n): n+(—n)=0 (2.4)
M;i: 1 ist neutrales Element beziiglich der Multiplikation

YneZ: n-1=n (2.5)

My: Assoziativgesetz der Multiplikation

Vi dneZ: (k-£)-n=k-({-n) (2.6)

20



2.3 Die rationalen Zahlen

M;: Kommutativgesetz der Multiplikation

VYnm€e€Z: n-m=m-n (2.7)

D: Das Distributivgesetz der Multiplikation beziiglich der Addition

Ve dneZ: k-(U+n)=k-l+k-n (2.8)

Definition 2.2.2. Eine Menge R mit den Operationen ,+*“ und ,,-“ (wir schreiben das: (R, +, -
)), die die Eigenschaften (2.1) bis (2.4), (2.6) und (2.8) besitzt, heifit ein Ring. Wenn zusétzlich
die Eigenschaft (2.5) erfiillt ist, heifit R ein Ring mit Eins. Wenn zusétzlich die Eigenschaft
(2.7) erfiillt ist, heiBt R ein kommutativer Ring.

Bemerkung 8. (Z,+, ) ist also ein (kommutativer) Ring (mit Eins).
Wir merken, dass es weitere Gleichungen gibt, die wir nicht 16sen kénnen, wie z. B.:

a-xr=>5b, a,beZ,a#0
r ="
3r=9=x=3

Was aber machen wir, wenn wir

3r =8
16sen sollen? Es gibt kein x € Z, dass die Gleichung erfiillt. Aber wir sehen, dass

8 2
[L‘:—:Q—

3 3

eine Losung ist.

2.3 Die rationalen Zahlen

Definition 2.3.1. Die rationalen Zahlen sind durch
b
o-f2eraer]

gegeben.
p nennt man den Zdhler und ¢ nennt man den Nenner von g. g heif3t gekiirzter Bruch, wenn

geT(p,q) = 1.

2.3.1 Operationen auf Q

o Addition
22+22:p1'Q2+p2'Q1
q1 q2 q1 g2
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2 Das Zahlensystem

Die Menge Q mit der Addition und Multiplikation hat folgende Eigenschaften:

e Multiplikation
Pr P2 _ piD2

qgi G2 q1- Q2
Zu jedem Bruch g # 0 gibt es einen Bruch £, sodass:
p
q

r
=1
s

Und es gilt:
r=2+qAs==p

Aq: 0% ist das neutrale Element beziiglich der Addition
VreQ: r+0=r (2.9)
As: Das inverse Element beziiglich der Addition
VreQ: r+(-r)=0, (2.10)
—r ist das inverse Element beziiglich der Addition.
Asz: Assoziativgesetz der Addition
Vrs,teQ: (r+s)+t=r+(s+t) (2.11)
Ay Kommutativgesetz der Addition
VrseQ: r+s=s+r (2.12)
My: 1% ist neutrales Element beziiglich der Multiplikation
VreQ: r-1=r (2.13)
Ms: Das inverse Element beziiglich der Multiplikation
VreQ\{0} I eQ: r-r=1 (2.14)
(r') ist das inverse Element beziiglich der Multiplikation.
Wir schreiben auch:
r=rl= !
,
Mj3: Assoziativgesetz der Multiplikation
VrsteQ: (r-s)-t=r-(s-t) (2.15)
M,: Kommutativgesetz der Multiplikation
VrseQ: r-s=s-r (2.16)
D: Das Distributivgesetz der Multiplikation beziiglich der Addition
Vros,t€Z:r-(s+t)=r-s+r-t (2.17)
Definition 2.3.2. Eine Menge K mit den Operationen ,,+ “und ,,- “, die die Eigenschaften

(2.9) bis (2.17) haben, heifit Koérper; wir schreiben (K, +, ).
Bemerkung 9. Q ist ein Korper: (Q, +, ).
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2.4 Ordnungsrelationen auf 7Z und Q

2.4 Ordnungsrelationen auf Z und Q
Auf N gibt es eine Ordnung ,,<“, die wie folgt gegeben ist:
m<n<dk eNg: n=m+k

wir wollen , <“ auf Z und dann auf Q hinaufziehen.

2.4.1 Ordnungsrelationen auf 7Z
Firm, neZglt: m<n<sdieNy:n=m+ken—meNyesn—m>0

Damit gilt:
Vm<n AVkeZ: m+k<n+k

Wir wollen nun sehen, wie sich die Ordnung mit der Multiplikation vertrigt: Kann die folgende
Aussage gelten?

Vm<nAVkeZ: m-k<n-k ?

Wir formen die Ungleichung um:
n-k—m-k>0

k(n—m)>0

Wir wissen, dass n > m, d. h. dass n —m > 0.
Weiters gilt:

e wenn k£ € Ny, dann ist die Ungleichung richtig.
e wenn k € Z~, dann ist die Ungleichung falsch.

D. h. wir konnen sagen, dass fiir n > m:

Lo [ Zhem ke N
"\ <k-m kezZ-

Achtung!
Bei der Multiplikation mit einer negativen Zahl wird die Ungleichungsrichtung umgedreht.

Satz 2.4.1. Jedes Quadrat ist > 0.
YmeZ: m>>0
Beweis. Wir teilen den Beweis in zwei Teile auf:
em>0 |- m=m-m>m-0=m?>>0

em<0 | m=m-m>m-0=m?>>0
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2 Das Zahlensystem

2.4.2 Ordnungsrelationen auf Q
r<s&es—r>0

e Zx0sp>0
q q

(Der Nenner ist immer positiv)
Dann gilt wieder:

Vros,tcQ, r>s=r+t>s+t
Vrs,t€eQ, r>s, t>0=r-t>s-t
Vros,tcQ, r>s, t<0=r-t<s-t

Bemerkung:
Ein Koérper mit einer Ordnung ,,<“, der die obigen Eigenschaften erfiillt, heifit angeordneter
Korper. (Q, +, -, <) ist ein angeordneter Korper.

2.5 Die reellen Zahlen

Wir kénnen nun viele Gleichungen 16sen, aber es finden sich immer noch Zahlen, die in keiner
der bereits definierten Mengen auftauchen.

Ein Beispiel wire: Wir haben ein gleichschenkeliges, rechtwinkeliges Dreieck mit der Ka-
thetenléinge 1. Unsere Aufgabe ist, die Lange der Hypotenuse zu bestimmen. Wir stellen die

1

Abbildung 2.1: Ein gleichschenkeliges rechtwinkeliges Dreieck.

Gleichung auf:
¢* = 1? + 1* = 2 nach Pythagoras

Wie wollen zuerst beweisen, dass ¢ nicht aus Q ist.

Beweis. Beweis durch Widerspruch Annahme: ¢ € Q

Also ¢ = £ mit geT(p,q) =1
q
2

Dann gilt also ¢ = p_2 =p* =24
q
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2.5 Die reellen Zahlen

d. h. 2 teilt die rechte Seite und 2 teilt auch die linke Seite.

2p* = 2p=>p=2p

(2p/)2 — 2q2 = 4p/2 — 2q2 = 2p/2 — q2

2|¢* = 2|q
2lq A2|p = 2|ggT(p, q) = ggT(p,q) # 1
und das ist ein Widerspruch. Die Annahme ist also falsch, d. h. ¢ ist nicht aus Q. O

Eine Idee, wie wir ¢ bestimmen konnen, wire eine Nédherung zu finden, die fiir unseren
Zweck gut ist.
Beispiel
Wir fangen mit ¢y = 1 an. Das ist eine schlechte Naherung.
F=2=c= g
c
Nachdem ¢y eine Naherung ist, hoffen wir, dass % auch eine Nédherung ist, aber sie ist genau
so schlecht. Eine ist zu klein die andere zu grof3.
Wir haben also zwei schlechte Naherungen. Eine bessere werden wir vielleicht bekommen,
wenn wir den Mittelwert der beiden bilden.

2\ 1
00:1,(—> :4,0329:2—

Co

Wir merken, dass wir immer ndher an unsere Losung kommen.
Also definieren wir, durch Induktion:

1 . 2
Cn =5 \Cn —_
LR Cn,

Wenn wir ¢y ausrechnen, sehen wir, dass wir immer néher zu unserer Losung kommen. ¢, =

5 2 1
15/\02—2m
c€eEQ=VneN: ¢,€Q

Wir verschaffen uns einige Eigenschaften von ¢,, durch Induktion (1 < ¢, < 2):

Beweis. Wir fithren den Beweis mit Induktion durch:

1. Induktionsbasis:
n=0 ¢c=1 1<¢<2

2. Induktionsvoraussetzung:
1<¢, <2

3. Induktionsbehauptung:
1 S Cn+1 S 2
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2 Das Zahlensystem

4. Induktionsschritt:

Wir schreiben die Voraussetzung an:
1<e, <2 (1)

Jetzt wollen wir auf = kommen. Wir dividieren 2 durch jeden Teil der Ungleichung (die

Richtung der Unglelchung wird umgedreht!) und erhalten:

2 2 _ 2
- > > -
1 2
und das ist gleich mit:
2
1<—<2 (2)
Cn

Jetzt addieren wir die 2 Ungleichungen ((1)und(2)) und erhalten

2 1

Cn
1 2
2 C,
1 2
Cp+1 = 5 len+ a
Damit haben wir bewiesen:
1 S Cn+1 S 2
O

Wir hoffen, dass das eine Folge von Zahlen ist, die immer niher an den Wert /2 kommt
Jetzt wollen wir sehen, wie das (n + 1)-te Folgenglied im Vergleich zu dem n-ten ist. Um das

zu tiberpriifen, sehen wir uns die Differenz ¢, — 2 an

1 2\ >
n+1 —2= 5 Cn_'_a —2=

n

Also gilt Vn > 1: 2 > 2

Weiters sehen wir:
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2.5 Die reellen Zahlen

Und daraus folgt:

ciH—QS%(ci—Q)

(2 —2) ist der Fehler, den wir bei der Bestimmung haben. Und dieser wird mit jeder weiteren
Néherung mindestens um einen Faktor 2 kleiner. Das kann man auch so schreiben:

n n+2
da-2sy@-9sgg@-)ss () @-n-(3)

Fiir jede vorgegebene Schranke ¢ > 0 gibt es ein N, sodass fiir jedes n > N : (%)HJr2 <e€
und damit ¢2_; — 2 < . (e ist die Fehlerschranke. )

Wenn die Rechnung eine bestimmte Genauigkeit haben muss, kann man sehen, wie viele
Folgenglieder man rechnen muss, um diese Bedingung zu erfiillen. Je mehr Folgenglieder wir
ausrechnen, desto nédher sind wir an unserer gesuchten Zahl.

Wir haben also jetzt keine Losung (im bisherigen Sinne) gefunden, aber wir haben ein
»,Rezept”, mit dem wir beliebig nahe an unsere gesuchte Zahl kommen kénnen, je nachdem,
welche Genauigkeit verlangt wird. Wir verwenden die Zahlen ¢y, cq,...... um die Losung
darzustellen.

Definition 2.5.1. Sei r € Q, dann schreiben wir |r| und sagen Betrag oder Absolutbetrag

wenn:
Ir| = r, r>0
]l —r, <0

Nach dieser Definition ist klar, dass |r| > 0.

Die Dreiecksungleichung
Ir+s| < |r|+|s| (2.18)

Beweis. Das kann man beweisen, indem man alle méglichen Vorzeichenkombinationen einsetzt
und den Betrag anschaut:

1. 7s > 0 (r und s haben dasselbe Vorzeichen): dann gilt |r+s| = |r| + |s|, die Ungleichung
ist also richtig.

2. rs < 0 (r und s haben verschiedene Vorzeichen): dann gilt |r 4+ s| = £(|r| — |s|) und
|7+ [s] = £(|r] = |s]).

O

[Ir| = Is]] < [r —s]
Diese Ungleichung ist dquivalent zur Dreiecksungleichung.

Beweis. Die 2-te Moglichkeit, die Ungleichung zu schreiben, folgt aus der ersten, indem wir 2
Substitutionen vornehmen:
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2 Das Zahlensystem

Jetzt konnen wir die 2 Substitutionen einsetzen (in der ersten Ungleichung) und erhalten:

lz—y+yl < |z —y|l+ |yl
7| < |z —y| + |y
2] = |y| <]z —y]

Wenn wir nun x und y vertauschen, ist die Ungleichung immer noch wahr:
yl = |z <y — |

|x —y| = |y — x|, nur |z| — |y| und |y| — |=| haben immer ein umgekehrtes Vorzeichen, aber wir
brauchen eine Bedingung, die stéirker ist als diese 2 zusammen bzw. diese beiden beinhaltet.
Und das ist der Betrag der Betrige, d. h. wir haben:

| = Jyll < [z =y

Und damit ist der Beweis vollstandig. O

2.6 Folgen

Definition 2.6.1. Eine Abbildung a: Ny — Q heifit eine Folge von rationalen Zahlen. Jeder
natiirlichen Zahl n wird ein a,, € Q zugeordnet. Wie schreiben (a,), .y, fiir solche Folgen.

Als Beispiel haben wir die Folge von vorhin: (¢,),,cx
(fn) = (2 — 2),en, ist die Folge der , Fehler”. Wir haben schon gezeigt, dass:

neNg n
1 n+2

D. h. | f,,| wird kleiner als jede gegebene Schranke, wenn nur n grofl genug ist.

Definition 2.6.2. Eine Folge (a,),cy, heiBt konvergent gegen a; a heifit Grenzwert, wenn
(Ve>0) (AN eN) (Yn>N): |a,—a| <e

Wir schreiben dann

lim a, = a.
n—oo

Definition 2.6.3. Eine Folge (a,)
(an)pen, gegen a konvergiert.

nen, DeiBt konvergent, wenn es ein a gibt, sodass die Folge

Definition 2.6.4. Eine Folge (a,)
keinen Grenzwert besitzt.

nen, DeiBt divergent, wenn sie nicht konvergent ist, also

Definition 2.6.5. Die Menge der reellen Zahlen ist durch

R = {lim a, | (an),cy, sind konvergente Folgen rationaler Zahlen}
n—oo

gegeben.

Definition 2.6.6. Fiir jedes x € R gibt es ein n € Z, sodass n < x < n + 1. Fiir dieses n
schreiben wir [z] und sagen ,,Ganzteil von z“.

28



2.6 Folgen

2.6.1 Bemerkungen zu konvergenten Folgen

Satz 2.6.7. Fine Folge (a,) hat héchstens einen Grenzwert.

n€eNp

Beweis. Beweis durch Widerspruch: Annahme: Eine Folge hat 2 Grenzwerte: a, b.

Ve>03N, eNVn>Ny:la—a,| <e (2.19)
Ve>03N, e NVn > Ny:|b—a,| <e (2.20)

Aus (2.19) und (2.20) folgt

Ve >0 AN(=max(Ny,Ny)) e NV > N: |a—a,| <eAlb—a,| <¢
Ve>03INeNVn>N:la—b=la—a,+a,—b <|a—a,|+1|b—a,| <2
=Ve >0 |a—0b| <2¢
=la—bl=0&a=0.

D. h. unsere Annahme war falsch. Es gibt nur einen Grenzwert. O
Unsere Definition einer konvergenten Folge setzt die Kenntnis des Grenzwertes voraus.
Jetzt wollen wir nach Kriterien fiir Konvergenz suchen, die ohne die Kenntnis des Grenz-

wertes auskommen.

Satz 2.6.8 (Cauchy). Eine Folge (a,),cy, st genau dann konvergent, wenn

(Ve >0) (3N eN) (Yn,m > N): |ay, —a,| <€ (2.21)

Jetzt vergleichen wir paarweise Folgenglieder, und wenn deren Differenz kleiner als ¢ ist,
dann ist die Folge konvergent.

Beweis, einfacher Teil. Sei (an), ¢y, konvergent mit dem Grenzwert a. D. h.:

Ve>0:3N: Vn>N: |ap—a| <<

2

Ve>0:3N: ¥m>N: |am—a|<%
e €
| — an| = [(an, —a) + (a — a,)| < |ay, —al + |a, —a] < = 4+ =

2 2
0

Definition 2.6.9. Eine Folge, die (2.21) erfiillt, heiBt Cauchy-Folge; diese Eigenschaft heifit
Cauchy’sche Eigenschaft.

Erst jetzt konnen wir eine ,saubere” Definition der reellen Zahlen geben.

Definition 2.6.10. Die Menge der reellen Zahlen ist so definiert:

R:={z |z = lim a,, (as),cy, ist eine Cauchy-Folge rationaler Zahlen}.
n—oo
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2 Das Zahlensystem

Definition 2.6.11. Auf den reellen Zahlen wird durch a < b :<»> de > 03dN :Vn > Na, +€ <
b,(a =lima,,b = limb,) eine Ordung definiert, die von der Ordung auf Q kommt und diesel-
ben Eigenschaften hat.

Teilmengen von R, die durch die Ordnung definiert sind, heiflen Intervalle

(a,b) := {z € R|a < x < b} heift offenes Intervall
[

a,b) :={z € Rla <z < b} heilt halboffenes Intervall
(a,b] :=={z € Rla < z < b} heiit halboffenes Intervall
[a,b] := {z € R|a < z < b} heifit geschlossenes Intervall

Beispiel 14. Kehren wir noch einmal zu unserem ersten Beispiel zuriick:

1 2
COZ]-Cn-l—l:é Cn+c_

0<c?2—2<2"?2 1<¢, <2

L(o .2 -1,
Cn —Chp = = | Cp — —Cp=—"0Cp _
1 2 C 2

Cn
B 2 -2
2.¢,
2 2 2—n—3
|Cn+1 Cn| _ ‘Cn | S 2—n—3

Achtung!

muss < € sein.

|cni1 — ¢n| < € ist zu wenig fiir die Konvergenz. Der Abstand von 2 beliebigen Folgengliedern

|Cn+k - Cn‘ <ég, k>1

|Cn+k - Cn‘ = ‘(CnJrk: - CnJrk:fl) + (CnJrkfl - Cn+kf2) + o+ (CnJrl - Cn)‘ <
|(Cntre = Cnpr—1)| + [(Cnpr—1 = cnsn—2)| + - + [(Cnyr — cn)| <

S 27n7k72 4 27n7k71 I 27n73 —

1 1
27n73(1 + 5 + Z R 271€+1) S 271173 .9 S 271172

Es gilt also
|Cn+k - Cn| < 27”72 Vk > 07

woraus wir

Ve >03IN:Vn>NVkeN: e, —cn| <e

folgern. (¢, )nen ist also eine Cauchy-Folge und daher konvergent.

Definition 2.6.12. Sei (a,),,cy, eine Folge, dann heiit z € R Hiufungswert bzw. Héaufungspunkt
der Folge (a,)

neNge Wenn

Ve>0VN eNIn>N:|a, — x| <e.

Fiir jedes € > 0 gilt also |a, — x| < ¢ fiir unendlich viele n € N.
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2.6 Folgen

Definition 2.6.13. Die Menge U.(z) = {y € R| |x — y| < €} heiit die e-Umgebung von x.

Wir konnen Grenzwerte und Haufungspunkte folgendermaflen charakterisieren: x ist ein
Grenzwert: Fiir ¢ > 0 liegen in der e-Umgebung von z alle Folgenglieder bis auf endlich viele.

x ist ein Haufungswert: Fiir ¢ > 0 liegen in der e-Umgebung von = unendlich viele Folgen-
glieder.

Definition 2.6.14. Sei (a,), oy, eine Folge und (ny), oy, eine streng monoton wachsende Folge

von natiirlichen Zahlen (d.h. njy1 > ng), dann heift (a,, ), oy, eine Teilfolge von (an),, oy, -

Bemerkung 10. 1. Sei (ay),cy, €ine Folge und x ein Hiufungswert von (a,) dann

gibt es eine Teilfolge (ay, ) die gegen x konvergiert.

n€Ng?
keNp?

2. Sei (an, ) ey, eine Teilfolge von (a,), oy, mit Grenzwert z, dann ist z ein Haufungswert
von (@n),en, -

Definition 2.6.15. Sei (a,),, oy, eine Folge, fiir die es ein M € R gibt, sodass Vn € Ny : |a,| <
M, dann heifit die Folge beschrinkt.

Satz 2.6.16. (Bolzano-Weierstrafi) Sei (ay), oy, eine beschrinkte Folge, dann besitzt
(an)pen, €ine konvergente Teilfolge (und damit auch einen Hdiufungswert).

Beweis. Die Idee ist, dass unendlich viele Dinge auf endlich viel Platz sich irgendwo héufen
miissen.

Wir nehmen das Intervall [—M, M] und teilen es in 2 Hélften auf. In einer Hélfte miissen
unendlich viele Folgenglieder liegen. Dieses Teilintervall I teilen wir wieder in 2 Hélften.
Wieder liegen in einem der beiden Intervalle unendlich viele Folgenglieder. Dieses nennen wir
I5. Diesen Vorgang konnen wir beliebig wiederholen. Im n-ten Schritt haben wir ein Intervall
der Liange 27""'M, in dem unendlich viele Folgenglieder liegen. Es gilt dann

M, M| >LDI---.

Weiters gibt es genau ein € R, das in allen Intervallen [, liegt, also

oo
T € ﬂ I,.
n=1

Sei nun € > 0, dann gibt es ein n, sodass die Lénge von I,, kleiner ist als ¢ (27""'M < ¢).
Weil z € I, liegt, gilt |z — y| < ¢ fiir alle y € I,,. Weil weiters [,, unendlich viele Folgenglieder
enthélt, enthdlt auch U, (z) unendlich viele Folgenglieder. x ist daher ein Haufungspunkt der
Folge (an)nen- O

Definition 2.6.17. Eine Folge heifit:
e monoton wachsend, wenn Vn € N: a,.1 > a,
e monoton fallend, wenn Vn € N: a,,; < a,
e streng monoton wachsend, wenn Vn € N: a,.1 > a,

e streng monoton fallend, wenn Vn € N: a,; < a,
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2 Das Zahlensystem

e monoton, wenn sie entweder wachsend oder fallend ist
Satz 2.6.18. Fine monotone und beschrinkte Folge ist konvergent.

Beweis. Sei die Folge ohne Beschrankung der Allgemeinheit monoton wachsend. Wenn eine
Folge (an),cn, Peschrinkt ist, gibt es nach Satz 2.6.16 eine konvergente Teilfolge (an, ) cy,
mit x = limg_,00 ap,. Weil (a,)nen auerdem monoton wachsend ist, kénnen wir Folgendes
schliefen:

Ve>03dK:Vk>K:x—a, <c¢
Ve >0dN :Vn > N:x —a, <c (wihle N = ng).

0

Wir haben beim Cauchy Konvergenzkriterium nur eine Richtung bewiesen. Jetzt wollen wir
die andere auch beweisen.

Beweis von Satz 2.6.8, schwieriger Teil. Eine Folge (an)neN0 ist genau dann konvergent, wenn
Ve >0an e NVn,m > N :|a, —a,| <¢

Wir wollen beweisen, dass eine Folge (ay,) die Ve > 0dn e NVn,m > N : |a, —a,| < ¢
erfiillt, konvergent ist.

Wir zeigen zuerst, dass eine Folge, die die Cauchy Eigenschaft hat, beschréankt ist.

Wir wihlen € = 1. Dann 3N Vm,m > N : |a,, — a,| < 1. Daher Vn > N : |a, —an1] < 1

und damit

neNg?

Vn > N : |(ln| = |an — aN4+1 +G,N+1| < |(ln — (IN+1| + |(IN+1| < |(1,N+1| + 1.

Also gilt Vn > N : |a,| < |any1| + 1.
Jetzt bleiben endlich viel Glieder iibrig. Fiir M = max(|a4[, |as], - .., |ax], Jax| +1) gilt dann

VneN:la,| <M

Die Folge ist also beschréinkt. Nach 2.6.16 besitzt (a,), oy, eine konvergente Teilfolge. (ng), k € Ny
ist eine monoton wachsende Folge natiirlicher Zahlen und a € R, sodass limy_,« a,, = a. Idee:
wir wollen die restlichen Folgeglieder an dieser Folge ,anhidngen®. Dazu verwenden wir die
Cauchy-FEigenschaft.

‘V’E>O:E|K:Vk;>K:|ank—a|<g

VE>0:E|N1:Vn,m>N1:|am—an|<§

Wir setzen N = max(N;+ 1, ng), wihlen m = n;, > N (womit & > K gilt) und erhalten somit
c
2

€

Ve>0:3K :3N:Vk> K :Yn> N :a,, —a| < 5

A lan, — an| <
Aus den beiden letzten Zeilen folgt:

lay, —a| = |an, — an, + an, —al = |a, — an, | + |an, —al <e.

32



2.6 Folgen

2.6.2 Rechnen mit Grenzwerten

Satz 2.6.19. Seien (an),cy, Und (bn),en, konvergente Folgen mit den Grenzwerten a bzw. b,

dann gilt:

a+b= lim (a, + b,) (2.22)
n—o0

a—>b= lim (a, — by,) (2.23)
n—o0

a-b= lim (a, - b,) (2.24)

n—oo
VneNb, Z0AD#0= © = lim =2 (2.25)
b n—oocob

Beweis. Wir fangen mit (2.22) und (2.23) an. Die Beweise sind fast gleich, deshalb werden
wir uns nur (2.22) ansehen.

Ve > 0,dN; : Vn > Ny : |an—a|<%
Ve>0,3Ny: V> Ny |bn—b|<%

Wir setzen N = max(Ny, N2) und erhalten fir n > N

e €
|(an + by) — (a+0)] <lan, —a|l+ |b, — ] < gt =¢
Damit haben wir (2.22) bewiesen.
Jetzt wenden wir uns (2.24) zu:
(an)pen, Und (bn),cy, sind beschrinkt. Es gibt also ein M, sodass
Vn e N:la,| < M A b, <M
Weiters sind beide Folgen konvergent:
£
Ve > 04Ny :Vn > Ny : a, —al <
€ 1:Vn 10 |an —al 1
€
Ve > 04Ny : Vn > Ny : ‘bn—b| <m
Damit erhalten wir fiir n > max(Ny, Ns)
| -b—a-b| = |an-bp—an-b+an-b—a-b| < |an||bn—b|+ [bl|an —a| < M-ﬁﬂbyﬁ <e.
U

Beispiel 15.
n?>+5m+17
ay = —————
3n?2+8n—3
Trick: wir dividieren durch n? und erhalten:
1+2+5
“Sid

Qn
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2 Das Zahlensystem

lim a, = - Fa— 5
n—o0 3+ 1limy oo o — limy, o0 5
Es gilt limn_mo% = lim, o # = 0. Nach den Rechenregeln fiir Grenzwerte folgt damit

lim,, oo ap, = =

Um zu beweisen, dass lim,,_,o, 1/n = 0 gilt, miissen wir fiir jedes € > 0 ein N finden, sodass
fir alle n > N gilt, dass |1/n| = 1/n < e. Letzteres ist dquivalent zu 1/¢ < n. Und das ist
wiederum Aquivalent zu n > [1/¢]. Fiir ¢ > 0 wéhlen wir daher N = [1/e]. Mit diesem N
gilt somit

e n

1
Ve : Vn > L—J:

Y
——0| <e.
Wir zeigen nun direkt, dass a,, gegen 1/3 konvergiert. Es gilt

n?+8n—-3 3
3n* 4+ 15n+21 — (3n® +8n —3)| n + 24
3(3n% +8n — 3) ‘ 3(3n% +8n — 3)
n + 24
~ 3(3n?2+5n+3(n—1))
st
~9n?  9n

Ay —

1
3

n>+bm+17 1‘

Wir benotigen

31 e 31
9In 9.¢’

12

1
Vn>N:\an—§\<5.

daher wahlen wir

Dann gilt ndmlich

Nach Definition konvergiert daher a, gegen é

Beispiel 16.

1+=z,

.1'0:]_ xn+1:2+xn
2 5

.leg .T2:§

Nach Satz 2.6.18 miissen wir die Folge erstmal auf Beschréanktheit untersuchen. 0 < z,, <1
und das miissen wir durch Induktion beweisen.

1. Induktionsbasis: n=00<1<1

2. Induktionsvoraussetzung: 0 < z,, <1
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2.6 Folgen

3. Induktionsbehauptung: 0 < z,,; <1

4. Induktionsschritt:
0<z,<1=2>14+z,>1

0<z2,<1=2<242x,<3

Und jetzt dividieren wir die beiden Ungleichungen:

T Itz 2 4
37 24z, 2
1
0§§§$n+1<1:>
ngn+1<1

D. h., dass die Folge z,, beschrénkt ist. Jetzt konnten wir versuchen, das Cauchy-Kriterium
anzuwenden.

T o ‘ _ 1 + Tntk—1 . 1 + Tn—1 (2 + xn—l)(l + xn—l—k—l) - (1 + xn—l)(z + xn—l—k—l)
mh " 24 Tngp-1 2+ Tp 2+ 2ngk-1) - 2+ 25-1)
2+2- Tptk—1 T Tn—1 + Tpyk—1" Tn-1 — 2— Tptk—1 — 2 Tp1— Tp_1- Tntk-1

2-2

S ’

_ |xn+k—1 - :L‘n—1|

4

Indem wir nun
|xn+k—1 - xn—1|
4

|xn+k - $n| <

wiederholt anwenden, erhalten wir

o |

11 1\" 1\"
|Tnir — Tn| < = |Tpgk—1 — Tpoa] < 1 ZIIMH —Tpo| < ... (Z) |z, — o] < (Z)

D.h.Ve > 0,aN ¥n> N A Vk € N: |z, — 2, < € und laut Satz 2.6.8 konvergiert diese
rekursiv definierte Folge x,,. Wir nehmen an, dass der Grenzwert x ist und setzen es in unsere
Folgendefinition ein.
1+
24z

r= lim x, = lim x,,, =
n—oo n—oo

Wir haben jetzt eine Gleichung die wir problemlos l6sen kénnen.
l+z . —1+5

xr = mit r19 =
2+ x 1,2 2

Weil wir wissen, dass die Folge zwischen 0 und 1 liegt, kann nur eine der beiden Losungen in
Frage kommen. D. h. die Folge konvergiert gegen x = @
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2 Das Zahlensystem

Wir kénnen dies allgemein zusammenfassen:
Wir haben eine Folge, die durch das erste Folgenglied gegeben ist, und das (n + 1)-ste Folgen-
glied ist eine Funktion des n-ten Folgenglieds. Also:

ro=a Tpy = f(x,)
Wenn es gelingt, durch Induktion zu zeigen, dass fiir ein festes @ < 1
|Tnir — 2] S @ |Tnyr—1 — Tpa|
gilt, dann konnen wir auf dieselbe Art wie im vorherigen Beispiel zeigen, dass:
|Tnik — xn| < a"|xg — x| < @™(b—a),

wenn wir vorher die Beschrénktheit der Folge (z,,) mit Vn : a < x,, < b bewiesen haben.

Jetzt haben wir die Konvergenz der Folge bewiesen und kénnen eine Gleichung fiir den
Grenzwert aufstellen: x = f(z). D. h. das vorherige Beispiel gibt eine Methode an, die Existenz
eines Grenzwertes zu beweisen und anschlieSend den Grenzwert zu bestimmen.

Beispiel 17. Wir zeigen nun die Konvergenz fiir das gleiche Beispiel unter Verwendung von
Satz 2.6.18.

ro=1 41 = Lt
24 x,

2 D
l‘l—g I‘Q—é

Dieses mal wollen wir beweisen, dass die Folge beschrinkt ist (das haben wir schon) und dass
die Folge monoton ist. Aus den beiden folgt dann laut Satz 2.6.18, dass die Folge konvergiert.
Die Monotonie muss man durch Induktion zeigen.

1. Induktionsbasis: x¢y > 3
2. Induktionsvoraussetzung: r,, > .
3. Induktionsbehauptung: z,,.1 > .

4. Induktionsschritt:
Ty > Tnt1 = xn+2>x’n+1+2
Wir bilden den Reziprokwert (Der Reziprokwert von x ist <).

1 1
< =1 >l—-—— =
24w, 24 x5 2+ zy 2+

1+z,  14+mh
= >
24w, 24 xp4

D. h. die Folge ist monoton fallend und beschrinkt, d. h. sie ist konvergent und den Grenzwert
bestimmt man genau wie in Beispiel 16.

= Tnil > Tny2
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2.6 Folgen

Beispiel 18. Wir nehmen das gleiche Beispiel.

] 1+z,
Ty = Tpy1l =
0 +1 2+,
9 5
r1 = — To = — ...
73 7%

Wir sehen uns die Beschréanktheit an, aber diesmal nehmen wir als untere Schranke den ver-
muteten Limes. Jetzt werden wir das mittels Induktion beweisen.

1. Induktionbasis:

<1<1
5 =413
2. Induktionsvoraussetzung:
V51 <z,<1
5 STn S
3. Induktionsbehauptung:
5 _
\/_ S Tnt1 S 1
2
4. Induktionsschritt:
5—1
V5 <z,<1 |+ 2

Wir bilden den Reziprokwert.
2 1

>
VE+3 Tz +2
Wir ziehen jeden Teil der Ungleichung von 1 ab.

1
> _
-3

\/5—1<:cn+1<g;$
2 “x,+2 73

V5 —1
2

S Tn+1 S 1
Als Zweites wollen wir die Monotonie beweisen.

Tn+41 S L,

W1
It <z, & 1+ 7, <1,(2+ 20)
T, + 2

T4 x,—1>0
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Wenn wir jetzt den Grenzwert anstelle von z,, einsetzen, bekommen wir als Losung 19 =
—% + 4 /i +1= %\/g Nachdem man eine quadratische Gleichung a - 2% + b -z + ¢ = 0 auch

als a(z — x1)(x — x2), (212 sind die Losungen der Gleichung) umschreiben kann, ist

0>x,2+rx,—1<0> (xn— <_1%\/5>> . <xn—<_1+\/g>>

Wir wissen, dass z,, > @, d. h. die erste Klammer ist grofler Null, die zweite auch, und
somit ist die Ungleichung wahr. D. h. die Annahme z,,; < z, ist auch wahr, und die Folge
ist monoton fallend. Hier sehen wir, dass es beim Beweis der Monotonie notig war, als untere
Schranke den Limes zu wéhlen, denn sonst wére die Ungleichung nicht mehr richtig gewesen.

Satz 2.6.20 (Einzwicksatz). Seien (an),cn: (On)pens (Cn)pen Folgen reeller Zahlen mit lim,, o a,, =
lim, .o ¢, = und Vn € N gelte a, < b, < ¢,. Dann ist auch (bn)neN gegen x konvergent.

Bewezs.
Ve>0: dANy: Vn> Ny o, —z|<esr—c<a,<xr+e¢

Ve>0: ANy: Vn>No e, —x|<eorx—c<c,<z+e

Wenn wir die erste Hélfte der ersten Ungleichung und die zweite Hélfte der zweiten Ungleichung
nehmen, dann n so wihlen, dass n > max(Ny, Ny) = N, haben wir:

r—ce<a, <b,<c,<rx+e=zr—c<b,<x+c¢

S, —x|<es limb, =z
T—00

2.7 Reihen

Definition 2.7.1. Sei (a,),y, €ine unendliche Folge reeller Zahlen. Dann heifit die (unend-
liche) Folge der (endlichen) Summen

n
Spn = § ag,
k=0

also

3

(Sn = ak)nENO
0

i

unendliche Reihe. Diese wird auch als

WK
£

i
o

geschrieben.
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Definition 2.7.2. Sei (a,),y, €ine Folge, dann heift

n
Sp = E Qe
k=0

die n-te Partialsumme der Reihe )77, ax.

Definition 2.7.3. Eine Reihe konvergiert genau dann, wenn die Folge ihrer Partialsummen

konvergiert.
Wenn

s = lim s,,
n—oo

oo
S = E Ay, -
n=0

dann schreiben wir

Beispiel 19.
i L S S S
Son(n+1) 1-2 5 2-3 3.4 7

Wir beweisen durch Induktion, dass

k(k+1) n+1

i
I

1. Induktionsbasis: s; = 1

2. Induktionsvoraussetzung: s, = =

ntl
3. Induktionsbehauptung: s,,; = Z—E
4. Induktionsschritt:
n+1
1 1 n 1
Sn g _— = Sn —'— —= —'—
i ;k(mn n+1)(n+2) n+l (n+1)(n+2)

n?+2n+1 n+1)? a4+l

n+D(n+2) m+1)n+2) n+2

Jetzt wollen wir wissen, ob (s,), oy konvergiert.

[e.e]

n 1 1 1
Sp = = = lims,=—————=1d.h. 1= - -
n+1 1+% n—00 1+limn_,00% ;n(n+1)

Die Folge der Partialsummen konvergiert, d. h., dass die Reihe konvergiert.
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2 Das Zahlensystem

Bemerkung 11. Es ist ein gliicklicher Zufall, dass wir so leicht ein Bildungsgesetz fiir s,
gefunden haben, meistens ist das aber nicht der Fall.

Beispiel 20.

geR, |¢<1 s=) ¢
n=0

Was kénnen wir {iber s sagen?

Wir nehmen an, dass s existiert.
o oo
q-8=Zq"-q=Zq”=8—1
n=0 n=1

1
g-s=s—1=>s5=——

L—gq
Wann konvergiert (s,), .y’
‘8 1 ‘ B |q|n+1
"l-q  [1-q|
Fiir ¢ = 1 gilt
n+1
Sp = Z l=n+1,
k=0
das konvergiert sicher nicht.
Fiir ¢ = —1 gilt X
n+
Sy = % =1 oder 0

und das ist auch keine konvergente Folge.
lg| > 1= |¢g|"™" ist unbeschriinkt = s, ist auch unbeschrinkt, d. h.n € Nist nicht konvergent.

Bemerkung 12. Die Reihe (,,geometrische Reihe*)
> 4"
n=0

konvergiert genau dann, wenn |¢q| < 1. Der Wert der Reihe ist dann —

1—q°

2.8 Konvergenzkriterien

Das Cauchy-Kriterium fiir Folgen besagt:
Die Folge (sy),,cy konvergiert genau dann, wenn

Ve>03dN: Vn> NV EN: |s,— s, <e

n-+4 n n+¢
Sn+Z_SnIE ak_g ap = E ag
k=0 k=0 k=n+1

Damit erhalten wir das Cauchy-Kriterium fiir Reihen:
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Satz 2.8.1. Die Reihe Y, a, konvergiert genau dann, wenn:

n+¢

>

k=n-+1

Ve >03dN :Vn > NV e N : <e€

Beispiel 21. Wir wollen die harmonische Reihe Y -, % untersuchen.

Nehmen wir an, die Reihe konvergiert. Sei ¢ > 0. Dann muss nach dem Cauchy-Kriterium
fiir jedes hinreichend grofie n und fiir jedes ¢ der Reihenrest

)
k
k=n+1
kleiner als € sein. Wihlen wir ¢ = n, so erhalten wir
2n 2n
1 1 1
> i
> 52 2 373
k=n+1 k=n+1
Das ist ein Widerspruch, somit divergiert die Reihe.

Satz 2.8.2. Sei EZO:O a, eine konvergente Reihe, dann gilt lim,, . a, = 0.

‘Achtung! Die Umkehrung ist falsch.

Beweis. Aus Satz 2.8.1 folgt:

Zan konvergiert < Ve >0 3dN :Vn> N Vk € Ny : |a, + apy1 + Qoo+ 4+ anak| < €

n=1

Wenn es fiir alle k gilt, gilt es auch fiir £ =0, d. h:
V5>OEINVn>N:|an|<5:>nli_>n;oan:0
]
Definition 2.8.3. Eine Folge, fiir die lim,, ., a, = 0 gilt, heifit Nullfolge.

Bemerkung 13. Die Folge der Partialsummen s,, = ) ,_ ay ist genau dann monoton wach-
send, wenn Vn € N a,, > 0. Wir konnen dann Satz 2.6.18 fiir Reihen umformulieren.

Satz 2.8.4. Seien a, > 0. Die dazugehirige Reihe s, = >~ a, konvergiert genau dann,
wenn die Folge der Partialsummen beschrinkt ist.

Wir wollen die Reihe )" % untersuchen. Wegen % > 0 konnen wir den Satz anwenden.

n 1 n 1 n 1 k—1
k=0 k=2 k=2

Dabei wurde
EHl=1-2-3-4-5..... E=kl>1-2.-2..... 9 — 9k—1

"1 > /1) 11

Die Partialsummen sind durch 3 beschréinkt und nach Satz 2.8.4 konvergiert die Reihe.

verwendet.
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2 Das Zahlensystem

Definition 2.8.5. Der Wert der Reihe

1
Y —=e (2.26)
n!
n=0
heiit Eulersche Zahl.
Es gilt
2 < e< 3.

Wir sehen uns die Folge z,, = (1+ 1)" an:
Kontinuierliche Verzinsung;:

e 1. Bank zahlt 1 mal im Jahr Zinsen: 1 — 2 (100% Zinsen)

e 2. Bank zahlt 2 mal im Jahr Zinsen: 1 — (1 + %)2

3. Bank zahlt 3 mal im Jahr Zinsen: 1 — (1 + %)3

e 1. Bank zahlt n mal im Jahr Zinsen: 1 — (1 + l)n

n

Wir stellen uns jetzt die Frage, ob der lim,, ., x, existiert und wenn ja, was fiir einen Wert
er hat.

(3 = (O (1) (- (-5

Alle Klammern sind kleiner 1, d. h:

i
o
|-
IA
]

Wir haben oben benutzt:

Cﬁ nn—1)n-2)n—3)...(n—k+1)

k) !

Behauptung:(wird spéter bewiesen)

H(l +x) > 1+ sz wenn V0 : —1 <2, <0 oderV¢:z,>0 (2.27)
=1 =1

Daraus ergibt sich

1 2 k—1 =y 1 k(k—1)
l——= ) {1==)-- 1— >1-— —=1-— =1-—-".
( n) ( n) ( n )_ ;n néz 2n
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2.8 Konvergenzkriterien

Daher gilt:

B 02 ()R
1

ISR Y (LR VIR I U o S S
N k! 2n K k! 2n A k! 2n’
k=0 k=0 k=0 =0 k=0
Wir haben gezeigt:
—~1 e (14! "
kKl 2n — n) =°
k=0
Damit gilt nach Satz 2.6.20:
1 n
lim (1 + —) =e
n—o00 n
Wir wollen jetzt beweisen, dass e keine rationale Zahl ist: e ¢ Q
Beweis. Annahme: e € Q : d.h. e = o mit p,g € N
Das ergibt
00 1 q
By = >
n=0 n=0 n=q+1
und nach Multiplikation mit ¢! erhalten wir
q! q!
plg = 1)t Z T Z o
=0 n=q+1
Da p((¢ —1)!) € N und fiir 0 < n < g auch % € N gilt, folgt Y7 & € N und damit auch
Z;o:qﬂ g—!! € N. Allerdings gilt
= ¢ = 1 > 1
ey oy <y
| <
Lot A g+ )(g+2) . on T A= (g (gD (g + 1)
= 1 1 1 1
< =-<1=
:1(q—|—1) q+1 1—q+—1
0< Z < 1 und Z —eN
n= q+1 n= q+1 ’
Das ist ein Widerspruch, d. h. e ¢ Q. O

Jetzt wollen wir die Behauptung (2.27) durch Induktion beweisen.
Beweis. Mit Hilfe von Induktion:

1. Induktionsbasis: n=1:1+x2; > 1+ 2
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2 Das Zahlensystem

2. Induktionsvoraussetzung:

=1 =1
3. Induktionsbehauptung:

n+1 n+1

=1 =1

4. Induktionsschritt:

n+1 n
H(l + ) > (1 + Z l‘g) (1 4+ 2p41), denn es gilt(1 + x,41) > 0in beiden Fallen.

/=1 =1
n+1 n n
H(1+l‘g <1+Zl‘g> 1+1‘n+1):1+2$g+l‘n+1+1‘n+1Zl‘g
/=1 (=1 /=1
n+1

E Ty + Tp1 = g Ty
/=1 /=1

Falls —1<[L‘g§0:>2l’g§0 undxg+1§0:>xn+1-2x420
(=1 (=1

FallsngO:>ngZO undxg+120:>xn+1-2xg20

/=1 /=1
n+1 n+1
= [[a+z)>14>
/=1 /=1

0

Wir haben bei dem Konvergenzbeweis der Reihe "> % eine Idee verwendet, die wir noch

naher untersuchen wollen: wir haben eine unbekannte Reihe mit einer bekannten Reihe ver-
glichen, um die Konvergenz zu beweisen.

1 "1 =1
Do STHLEY <24 o
n=0 k=2 k=2

Satz 2.8.6 (Majorantenkriterium). Seiy  °  a, eine konvergente Reihe mit positiven Gliedern
und es gelte Vn : 0 < b, < a,, dann konvergiert die Reihe Y by.

Beweis. Weil Y >° b, eine Reihe mit positiven Gliedern ist, geniigt es, die Beschrénktheit der
Partialsummen nachzuweisen.

n n 00
Zbk S Zak S Zak =M
k=0 k=0 k=0

Die Folge der Partialsummen ist beschréankt, die Glieder der Reihe sind positiv, d. h. die Reihe
ist konvergent. O

44



2.8 Konvergenzkriterien

Bemerkung 14. Die Reihe > a, heifit Majorante.
Belsplel 22. Wir wollen wissen, ob die Reihe ) > 15 L konvergiert. Es gilt

2 < aD <:>n+1<2n<:>n> 1.
Wir wissen, dass > -, n(n 1) eine konvergente Reihe ist, daher ist die Reihe >~ | =5 < konver-
gent.
Beispiel 23.
— 1
23
n=1
Es gilt
1 1
E S ﬁ und

wir wissen, dass Y~ | & konvergent ist, d. h. 7 | 2 ist auch konvergent.

Bemerkung 15.

[e.e]

1

E — ist konvergent Vk € N, k > 2
n

n=1

Satz 2.8.7. Minorantenkriterium Sei a, > 0 und es divergiere die Reihe Y .~ a,. Sei
weiters b, > a,, dann divergiert auch ZZOZO by,

Dieser Satz ist die Umkehrung des Majorantenkriteriums.

Beweis. Angenommen Y ° b, konvergiert, dann konvergiert nach dem Majorantenkriterium
auch >~ a,. Widerspruch! O

Bemerkung 16. Die Reihe Y 7  a, heifit Minorante.
Beispiel 24.

il
n:l\/ﬁ
1<vn=+yn<n= L1
< Vn n<n N
\/_

Die Reihe Y7 | & divergiert, daher divergiert auch » - | \/_

Satz 2.8.8. (Verdzcht'u,ngssatz) Sei (ay), oy monoton fallend und positiv. Dann konvergiert
>0 o an genau dann, wenn Y o 2% - age konvergiert.

Beweis. Sei Y p- ;2% - ay konvergent. Sei n € N und 2¥ > n. Dann gilt

D ar <> ar=(ag) + (a1) + (a2 + as) + (as + as + ag + az) + -+ + (g1 + -+ + aze_y)
as+az3<2-as,a4+as+ag+a;<4-a, usw.

Zag§a0+1-a1+2-a2+4-a4+---+2k_1-an_l §a0+22k-a2k
=0 k=0

Man benutzt die Monotonie, um aufeinanderfolgende Glieder abzuschétzen. Die umgekehrte
Richtung geht analog. O
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2 Das Zahlensystem

Beispiel 25. Wir wollen sehen, ob die Reihe y 7 % konvergiert

1 1

>
n n+1

und nach Satz 2.8.8 folgt

o0 1 o0
Z ok . 5 = Z 1= divergent.
k=0 k=0

Bemerkung 17. Der Verdichtungssatz macht konvergente Reihen stédrker konvergent und
divergente Reihen stérker divergent.

Beispiel 26. Wir wollen sehen, ob die Reihe y 7 ﬁ konvergiert

1 1
i Dyl

und nach Satz 2.8.8 folgt

0 o0 00 k
T SR
k=1 k=1 k=1
Weil % = q < 1 gilt, konvergiert die Reihe.
Definition 2.8.9. Eine Menge A C R heif3t beschrdnkt, wenn
In,MeR:VreA:-m<z<M
m hei3t dann untere Schranke, M obere Schranke.
Definition 2.8.10. Sei A C R, A beschrankt. Dann bezeichnen wir mit:
e inf A Infimum von A“ die grofite untere Schranke
e sup A ,Supremum von A“ die kleinste obere Schranke
Bemerkung 18. Sei A C R, A beschrankt und m = inf A und M = sup A. Dann gilt
Vee A:m<xz<M

und
Ve>0de e A:x>M —¢

Ve>0dr e A:xz<m+e.
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2.8 Konvergenzkriterien

2.8.1 Verfeinerung der Vergleichskriterien

Definition 2.8.11. Sei (ay), oy eine beschrénkte Folge reeller Zahlen und seien:

limsup a, :=  grofter Haufungswert von (ay), .y  »Limes superior*
n—oo
liminfa, :=  kleinster Haufungswert von (an), oy  »Limes inferior*

n—oo

Wenn (a,,),,cy nach oben unbeschréinkt ist,
VM >0:3dn:a, > M,

dann setzen wir

lim sup a,, = oo.
n—oo

Wenn (a,,),,cy nach unten unbeschrénkt ist,
VM >0:9dn:a, < —M

dann setzen wir
liminf a,, = —o0.

n—o0

Bemerkung 19. limsup und lim inf existieren fiir jede Folge.

Bemerkung 20. Sei (a,), _y beschrinkt und M = limsup,,_, . a, Dann gilt

neN

Ve>0:{n¢€ N’an > M — e} hat unendlich viele Elemente.

Die Menge
{n € Nla, > M +¢}

ist endlich, denn sonst wiirden wir ja einen grofleren Haufungswert finden.
Genauso gilt fiir m = liminf,,_, a,, dass

Ve > 0:{n€N|a, <M +e} unendlich viele Elemente hat.

Die Menge
{n € N|a, <m —¢}

ist endlich, denn sonst wiirden wir ja einen kleineren Haufungswert finden.
Bemerkung 21. Sei (a,),,oy mit

limsup a, = liminfa, = A= A = lim qa,,
n—oo n—oo n—oo

d.h. die Folge hat den Grenzwert A.

Satz 2.8.12. Sei > 7 a, mit a, > 0 konvergent, b, > 0 und lim supn_m)Z—z = M. Wenn

M < oo, dann konvergiert auch "~ by.
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2 Das Zahlensystem

Beweis. Wir setzen € = 1 in der Bemerkung 20 und erhalten

bn
H < M+ 1 stimmt fiir alle n, mit Ausnahme von endlich vielen: n > .
an
Wir setzen
bn, n < A%
Cn =
(M+1)-a,, n>N.
Die Reihe
o) No—1
e Sy Y
n=0 n=Np

konvergiert dann. Daher gilt nach dem Majorantenkriterium
o
b, <c, = Z b, konvergiert.

Damit konvergiert auch ) ° b, nach Satz 2.8.6. O
Umgekehrt konnen wir das Minorantenkriterium verwenden, um Folgendes zu sehen.

Satz 2.8.13. Sei EZOZO a, mit a, > 0 divergent, b, > 0 und liminf,,_, . Z—Z

dann diwergiert auch ) ", b,

=m. Wennm > 0,

Bemerkung 22. Besonders einfach sind die beiden Sétze 2.8.12 und 2.8.13, wenn

by,
0< lim — < o0

n—00 Qp,
existiert.
Beispiel 27. Wir wollen jetzt > | -~ L mit Y07 o n+1) vergleichen.
1 1
. o2 . n+1 N e
lim —*— = lim = L =1<o00
n%u}E@:ﬁ- n—oo N n—00

Wir haben bis jetzt nur mit Reihen gearbeitet, die positive a,, haben. Aber was passiert,
wenn wir auch negative a,, zulassen?

Definition 2.8.14. Eine Reihe )  a, heiBit absolut konvergent, wenn: > > |a,| konver-
giert. Eine konvergente Reihe, die nicht absolut konvergiert, heifit bedingt konvergent.

Satz 2.8.15. Sei die Reihe Y, a, absolut konvergent, dann ist sie auch konvergent.

Beweis. Weil Y~ |a,| konvergiert, gilt

n+k n+k n+k
Ve>03ANVn>NVEEN: ) o <e= | al <) |af<e.
{=n l=n {=n
Damit konvergiert >~ a, nach Satz 2.8.1. U
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2.8 Konvergenzkriterien

Beispiel 28.

Z (1) = Z (—) mit ‘5‘ < 1= die Reihe ist absolut konvergent

n=0 n=0

Bemerkung 23. Sei ) a, eine absolut konvergente Reihe, dann hat jede Umordnung von
> o an denselben Wert (unendliches Kommutativgesetz). Wenn Y °  a,, bedingt konvergent
ist, kann man durch Umordnen der Reihenglieder jeden beliebigen Wert als Summe bekommen.

Satz 2.8.16 (Leibniz-Kriterium). Sei (a,), oy €ine monoton fallende Nullfolge, dann konver-
giert Y2 (=1)" - ay,.

Beweis.
Sp=ag—a;+ay—az+---+(=1)"-a,

Sop = Qg — A1 + Ay — A3 + -+ + Qop—2 — Qo1 + G2y = Sop—2 — (A2p—1 — A2p)
Qop—1 — Q2 > 0 = S99 > Sop
Die Folge (525),,cy ist monoton fallend.
Sop41 = Qg — Q1 + -+ Aop_1 + G2p — Q241 = S2p—1 + A2 — A2pg1 = Sop—1
Die Folge (S2141),,cy ist monoton wachsend.
Son = (ag —ay) + (ag — as) + -+ + (a2p—2 — A2p—1) + a9, > 0,

weil ag — a1 >0, ap —az >0, azp—2 — agn—1 > 0.
(52n),en ist nach unten beschriankt. Zusammen mit der Monotonie ergibt das die Konvergenz.
Somit existiert

s = lim sg,
n—oo

Sop+1 = Ao + (—ay + ag) + - -+ + (—agn—1 + G2,) — a2n,-1 < ay,

weil —a; + ag <0, —agn—1 + ag, < 0.
(52n+1)n€N ist nach oben beschrénkt. Zusammen mit der Monotonie ergibt das die Konvergenz.

AL, St = JHL (820 = toncn) = 1D 82 = LD G = o
Dann gilt s = lim,,_, s, und die Reihe ) ,(=1)" - a, konvergiert daher. O
Bemerkung 24. Der Beweis des Leibniz-Kriteriums zeigt, dass

Son_1 < 8 < Sap
fiir alle n gilt. Daraus erhalten wir

|5 - Sn| S Apt1-

Die n-te Partialsumme unterscheidet sich also von der Summe der Reihe um weniger als das
erste nicht beriicksichtigte Reihenglied, der ,, Abschneidefehler® geht also gegen 0.
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2 Das Zahlensystem

Beispiel 29. Wir sehen uns die Reihe ) 7, (_:L)n an. a, = % ist eine monoton fallende
Nullfolge, daher konvergiert die Reihe.

Bemerkung 25.

1 1 1 1 1
so=-l+g—z+7 =5+

1
— < —= .
|S 810| =11 0,0909
Um %k Nachkommastellen von s zu berechnen, braucht man 10**! Summanden.

Beispiel 30.

= (—1)" 1
Z (=1 konvergiert, weil — eine monoton fallende Nullfolge ist.

< Vi

n=

Satz 2.8.17. Sei Y~ a, eine konvergente Reihe mit positiven Gliedern und gelte ¥n : |b,| <
an, dann konvergiert die Reihe Y~ by. (absolut)

Satz 2.8.18. Quotientenkriterium: Sei (b,), oy eine Folge reeller Zahlen, dann gilt:

by, - _
lim inf | |b+|1‘ >1= Z b, divergent (2.28)
n—o0
n n=0
by, -
lim sup | |b+|1| <l= Z b,  konvergent (2.29)
n—oo n n=0
Wenn q = lim,,_, lbIZZ\I‘ existiert, dann konvergiert Y -, b,, wenn q < 1 und divergiert, wenn

q > 1. Beiq =1 ist keine Aussage maglich.

Beweis. Wir beginnen mit (2.28). Nach Definition des liminf sind nur endliche viele Werte
kleiner als der liminf, also

by, bn
liminf 1221l S =3N:¥n>N: b1 > 1= bugt| > |ba] = 0 < |by] < o]

n—00 |bn| |bn|

Damit gilt nicht lim,, , b, = 0 und die Reihe divergiert.

Wir machen weiter mit (2.29) und setzen ¢ = limsup,,_, ‘b"g:ﬂ < 1. Dann sind nach Defi-

nition des lim sup nur endlich viele Werte grofler als r = % <1

bn,
3N:Vn>N:“b+‘1| <.

= by | 7 |bp| S 7% by < - <N by

D. h. fir n > N gilt |b,] < r" V. |by]
S oo o N |by| ist eine geometrische konvergente Reihe, daher ist Y 2 |b,| auch konvergent.
U

Die dritte Aussage folgt aus (2.28) und (2.29).
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Beispiel 31. Wir sehen uns die folgende Reihe an:

i 1 1 1 G n 1
-, an = —, = = = .
= nl n!”  a, = nlln+1) n+1
. 1 . o
= lim =0< 1= die Reihe ist konvergent
n—oo M 1

Beispiel 32. Sei

2%, n gerade

ay =
3%, n ungerade
=~ 1 1 1 1
n=0
1
- 3’;1 , n gerade
=y 1
On 22t p ungerade.
Sn
Damit gilt
liminf — =0 < lim sup =
n—oo  Qp n—00 ap,

Wir konnen also keine Aussage iiber die Konvergenz der Reihe machen.

Beispiel 33.

0o 1 k
Z 1 S I appn GrpF M

k? n - K - 1 — L
—~n n an o (n+1)

Dieser Audruck geht fiir wachsendes n gegen 1, d.h. lim,,_, o, 2+

mit dem Quotientenkriterium moglich.

=1, und es ist keine Aussage

Satz 2.8.19. Wurzelkriterium: Sei (ay), oy €ine Folge reeller Zahlen, dann gilt:

Wenn limsup /|a,| > 1, dann divergiert die Reihe (2.30)
n—oo
Wenn limsup /|a,| < 1, dann konvergiert die Reihe (2.31)
n—oo

Wenn q = lim,,_,, {/a, existiert, so konvergiert die Reihe, wenn q < 1, und divergiert, wenn
qg> 1. Im Fall g =1 ist keine Aussage maglich.

Beweis. Wir fangen mit (2.30) an:

limsup v/|a,| > 1 = es gibt unendlich viele n, sodass {/|a,| > 1.

n—oo

= |a,| > 1 unendlich oft, daher divergiert Zan.

n=0
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Wir machen weiter mit (2.31):

1
¢ = limsup {/Jan] < 1= 3N :¥n > N : /Jan] < —4

n—o0 2

1 8 .
= |a,| < <$) die konvergente geometrische Reihe =- Z a, konvergiert
n=0

Die dritte Aussage folgt aus den beiden ersten. O

Beispiel 34. Wir wollen bestimmen, ob folgende Reihe konvergent oder divergent ist:
SO (LAY (LY
2 n "\2 n

' 11 1 /1 1\" '
JL%O,/QHZJLHQO§+E:§<1:>;(§+5) konvergiert.

Beispiel 35. Sei Y~ a, eine Reihe mit:

2%, n gerade
an =194
37, N ungerade
. %, n gerade
a, =
%, n ungerade
1

o
limsup /a, == < 1= Z a, konvergiert.

Beispiel 36.
ac€R,a>0,lim {/a=?

n—oo

a>1

C/E:1+xn,xn>02>a:(1+xn)":1+(T)-xn+<g)~xn2+~-~>1+n-xn

1
0<a, <™= = limz,=0= lim {a=1

n n—o0 n—o00
a<l1
lim { ! ! 1
im \/—=—F——F==1.
n—oo | @ lim,, oo {l/a
a=1
= lim a=1
n—oo
lim (a=1. (2.32)
n—oo

Daraus folgt, zum Beispiel, dass die offensichtliche Divergenz der Reihe

[e.e]

2

n=0

DO —

mit diesem Kriterium nicht bewiesen werden kann.
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Beispiel 37.
n€N,n>1, lim {/n ="

n—o0
-1
Yn=1+x,(n>1,2,>0)=>n=(1+m,)" = 1+(T) X+ <Z) Ty > 1+%-xn2
s n—1 2 2
=>1,<—=—=>0<2x, <\/—
n(nQ—l) n n
2
——= 0=z, = 0=
n
lim /n=1. (2.33)

n—oo

Daraus folgt, zum Beispiel, dass die Divergenz der Reihe
!
n
n=0
mit diesem Kriterium nicht bewiesen werden kann.

Bemerkung 26. Sei (a,), .y eine Folge reeller Zahlen mit limsup,, ., {/|a,| < 1. Dann sind
nach dem Wurzelkriterium auch >"°7  a, und > °°  n* - a, konvergent.

Bemerkung 27. Frage: Unter welchen Bedingungen an die Reihen gilt:

i(an—l—bn) = ia”+ib"
n=0 n=0 n=0

Bemerkung 28. Wenn eine Reihe nach dem Quotientenkriterium oder nach dem Wurzelkri-
terium konvergiert, konvergiert sie absolut.

Satz 2.8.20 (Cauchy-Produkt). Seien >~ ja, und Y " b, absolut konvergent. Dann gilt

(Z an> . (Z bn> = Z Cn, (2.34)
mit

n
Cp = E Qg - bn—k-
k=0

2.9 Die komplexen Zahlen

NCZCQCR

Wir konnen schon sehr viele Gleichungen 16sen, aber wir finden immer noch welche, fiir die
wir keine Losung haben, wie z. B: 22 + 1 = 0.

Wir definieren i als die Losung dieser Gleichung, setzen also 2 = —1, und erweitern unser

Zahlsystem um diese neue ,imaginédre” Zahl unter Verwendung der bisherigen Rechenregeln.

Definition 2.9.1. Wir definieren die Menge der komplexen Zahlen als
C = {a + bila,b € R}.

23



2 Das Zahlensystem

2.9.1 Die quadratische Gleichung

a-22+b-x+c=0 abc€R a#0 gesuchtistz

b c b c
P4+ -r+-=0 —-=p —-=q pqg<ER
a a a a
2 2 9 2
x2+px+q:0:>x2+px+p——p—+q:0:>(SL’+]—?) :p__q
4 4 9 4
1. Fall:
p? p p? p p?
P >0 L £ — L4 2
g 1=V =atg V7 47173 R
2. Fall: ;
p
Y _¢<o0
T4

dann gibt es keine reelle Losung. Wir verschaffen uns eine, indem wir das

Zahlensystem durch 2 = —1 erweitern und erhalten als Losung:
p>2 p P o P . P P . P
Ll - _r g4 _ 2 - 24y, _ 2
(az—|—2 z(q 4):>:c—|—2 1/ q 4:>a: 2 l q 1

Die Gleichung besitzt im 2. Fall keine reelle Losung, aber eine komplexe Losung.

2.9.2 Rechnen in C

(a1 + bll) + (CLQ + bzl) =a; +as+ (bl + bz)l
(a1 + b13) - (ag + bai) = ayag + arbyi + agbyi + bibyi® = (ayag — biby) + (a1by + aghy )i
Bemerkung 29. Sei z = a + bi € C, dann heifit:

a = R(z), oder auch Re z, Realteil von z und
b = (z) oder auch Im z, Imaginérteil von z.

Definition 2.9.2. Sei z € C, 2z = a + bi. Dann ist Z = a — bt die zu z konjugiert komplexe
Zahl oder die Konjugierte.

Es gilt:
° zlztzz:z_lj:z_z

® 2129 = 21" 29

e FirzeR: z2=7%.

Beweis: a+bic R=b=0=a+bi=a=a—-bi=2=72

e 2 - Z2=%2-Z=z-Z€R

Beweis: Sei z =a +bi, z=a — bi. z-Z = a®> — abi + bai — V* - i* = a® + b°.
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2.9 Die komplexen Zahlen

Wir wollen ein multiplikatives Inverses ermitteln:
2 Z=a’+b, 2#0,z2=a+bi

z 1 z a—bi a b .
z-——==1 d. h —-= = = — i
a? + b? z  a?+b a4+ a?+b? a?+ b
Es gibt also zu jedem z € C, z # 0, ein Element w € C, sodass z - w = 1,
_ z
a? +b?’

Bemerkung 30. Die Operationen +,- erfiillen also A; — Ay, M; — M, und D, C ist also ein
Korper.

Definition 2.9.3. Sei z € C, dann definieren wir |z| = vz -2 = /R(2)* + (2)

| - | erfiillt die Dreiecksungleichung: |z + w| < |z| + |w|
Jetzt wollen wir die Wurzel aus einer komplexen Zahl ziehen:
Wir suchen also ein w € C mit w? = z = a + bi.
Wir setzten w = u + v und das setzen wir oben ein.
Wir erhalten w? = u? + 2iuv — v? = a+ bi. Aus dieser Gleichung komplexer Zahlen bekommen
wir 2 Gleichungen, wenn wir die Koeffizienten von Real- und Imaginérteil vergleichen.
u? —v?P=a
2uv = b
Durch Quadrieren erhalten wir
2

ut — 2u*? vt =a
4utv?® = b
und durch Addition der beiden Gleichungen
ut 1 20?4 ot = (W2 +0?)? = a® + B
Damit haben wir die beiden Gleichungen

u? + 0% = Va2 + b2
w—1’=a
aus denen wir durch Addition bzw. Subtraktion

1
u? = 5(\/a2+b2 +a)

1
v? = 5(\/a2+b2 —a)

erhalten. Es gilt dann

u:j:\/%(\/mjLa)

1
v= j:\/ 5(\/m —a)
Wobei die Vorzeichen so zu wéhlen sind, dass 2uv = b gilt.

Satz 2.9.4 (Fundamentalsatz der Algebra). Jedes Polynom von Grad n (n > 1) hat in C
genau n Nullstellen, (wobei man mehrfache Nullstellen auch entsprechend mehrfach zihlt).

Diesen Satz werden wir in der Vorlesung Analysis T2 beweisen.
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2 Das Zahlensystem

2.10 Folgen und Reihen in C

Sei (zn),cy €ine Folge komplexer Zahlen, dann nennt man z, konvergent in C genau dann,
wenn Ve >0 3IN :Vn > N : |z, — 2| <e.
Wir schreiben dann: z = lim,,_. 2,

Bemerkung 31. (z,),cy = (T + in),,cy ist genau dann konvergent gegen z = x + iy, wenn
(7n) peny und (Yn),cn gegen o bzw gegen y konvergieren.

Alle Sétze iiber Folgen in R bleiben fiir Folgen in C giiltig.

1 1
zn:xn+iyn:<1+ﬁ>+i<1+g>

. 1 , 1 , 1 1
lzn — (14| =1+ +i[1l+—)—1—1
n n
2

Syt
2 o
n > — wir wihlen N = |=| +1

Beispiel 38.

1

n

n

=—-<cec
n

<

n n
e £

Bemerkung 32. Sei (a,)nen eine Folge komplexer Zahlen. Dann konvergiert die Reihe
>
n=1

genau dann, wenn die Folge ihrer Partialsummen als Folge komplexer Zahlen konvergiert.
Durch Anwendung der selben Uberlegungen wie im Abschnitt 2.8.1 erkennen wir, dass das
Quotienten- und das Wurzelkriterium auch fiir Reihen mit komplexen Gliedern ihre Giiltigkeit
behalten.
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3 Funktionen und Stetigkeit

3.1 Funktionen

Beispiel 39.
flx)=2> f R—=Ry"

fla) = fiR\{0} >R\ {0}

Beispiel 40.
f: Rt - R*
x> a2

f(x1) = f(xe) & 12 =19 = (1 + x) (7 — 22) =0 =
I = —l‘g\/l‘l = X9

Da f auf RT definiert ist, kann x; = —x, nicht passieren, d. h. f ist injektiv.

yeER" fla) =y’ =y =r==%y
f ist also surjektiv. D. h. f ist auch bijektiv.

Beispiel 41.
g:R =R g(z) =2”

g(r1) = g(r2) & 12 =19 = (1 + x2) (21 — 19) = 0 &
xr1 = —l‘g\/l‘l = T2

D. h. f ist nicht injektiv. Das kann man auch durch ein Gegenbeispiel beweisen: g(1) =
g(—1) = 1. Die Surjektivitdt beweist man wie oben, aber die Funktion ist nicht bijektiv.

Beispiel 42.
h: R—>R
x — 1?

Der Beweis, dass die Funktion nicht injektiv ist, ist analog zu dem obigen Beispiel.
ye€R h(z)=y< 2> =y hat genau dann eine Losung wenn y > 0,

aber es gibt nicht fiir jedes y € R eine Losung, d. h. A ist nicht surjektiv und daher auch nicht
bijektiv.

Beispiel 43.
f: Rt - R*
T x?
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3 Funktionen und Stetigkeit

A
Abbildung 3.1: Graph einer injektiven Funktion
Wenn f injektiv ist, dann hat der Graph folgende Eigenschaft:

Eine waagerechte (horizontale) Gerade schneidet den Graphen in hochstens einem Punkt (je-
der Wert wird hochstens einmal angenommen).

Wenn f surjektiv ist, dann hat der Graph folgende Eigenschaft:
Jede horizontale Gerade schneidet den Graphen in mindestens einem Punkt.

Abbildung 3.2: Graph einer surjektiven Funktion

Wenn f bijektiv ist, dann hat der Graph folgende Eigenschaft:

Jede horizontale Gerade schneidet den Graphen in genau einen Punkt.

Der Graph der Umkehrfunktion f~! geht durch Spiegelung aus dem Graphen von f hervor.
Eine Abbildung f : I — R heifit reellwertige Funktion.

Definition 3.1.1. Sei f: I — R. Dann heif}t f:
e monoton wachsend, wenn: Vz,y € [ : x <y = f(z) < f(y)
e streng monoton wachsend, wenn: Vo, y € [ : 2 <y = f(z) < f(y)
e monoton fallend, wenn: Vz,y € [ : x <y = f(z) > f(y)

e streng monoton fallend, wenn: Vo, y € [ : x <y = f(z) > f(y)
Definition 3.1.2. Sei f: R — R. Dann heifit f:
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3.2 Stetige Funktionen

e gerade: Vx € R: f(z) = f(—x)
e ungerade: Vo € R: f(z) = —f(—x)

Bemerkung 33. Sei f eine gerade Funktion. Der Funktionsgraph ist symmetrisch beziiglich
der y-Achse.

Sei f eine ungerade Funktion.

f(z) = —f(—z) dann gilt fir x =0: f(0) = —f(—0) = —f(0) = f(0) =0

Der Funktionsgraph ist symmetrisch beziiglich des Ursprungs.

Beispiel 44. f(z) = 2% definiert eine gerade Funktion; f(z) = 2® eine ungerade Funktion.

3.2 Stetige Funktionen

Wir wollen eine Eigenschaft reeller Funktionen besonders studieren: die Stetigkeit: ,, Welche
reellen Funktionen vertragen sich mit der Konvergenz von Folgen?*

Definition 3.2.1. Sei f : I — R eine reelle Funktion und x € I. Dann ist f stetig in x, wenn
fiir jede Folge (,,)nen mit Punkten aus [ und mit z = lim,,_, z,, Folgendes gilt: (f(z,))nen
konvergiert gegen f(x). Die Funktionsauswertung lasst sich mit dem Grenzwertiibergang ver-
tauschen:

f(lim z,) = lim f(z,) (3.1)

n—oo n—oo

Beispiel 45.

Gegeben sei eine Funktion f: Rt — R*, und ein zyp € R
o

Sei (), €ine Folge, die gegen z¢ konvergiert. Dann gilt (x,, - z,,)
konvergent und

neN (:En2)nEN ist ebenfalls

lim f(z,) = hm 2,2 = (lim ,)* = 2% = f(x0).
n—o00 n— n—oo

f ist also in jedem Punkt xy € R stetig.
Beispiel 46.
g: R—>R

1, wennze@Q
T
0, wenn z ¢ Q

Z.B.gilt g(3) =1,9(v2) = 0.
Wir untersuchen die Stetigkeit.

1. Sei o € Q. Wir wéhlen z,, = xo + \/5 ¢ Q. (Andernfalls wire n(z, — xo) = V2 € @ )
Fiir alle n gilt g(z,) = 0 und es gilt a:o = lim,, 0 . Allerdings gilt lim,, ,, g(z,) =
g(zo) = 1, somit ist g in o nicht stetig.

2. Sei zy ¢ Q. Sei x,, = Lnn—moj Das ist dquivalent zun -z, — 1 < n-x9g < n -z, oder
nach Division durch n ist es dquivalent zu z,, — 1/n < zy < x,. Daraus folgt aber
xo < x, < x9 4+ 1/n und damit lim,,_,., x, = zo. Nach Konstruktion ist z,, rational,
somit gilt g(z,) = 1, aber 0 = g(xy) # lim,, 00 g(zy). ¢ ist also in xy ¢ Q nicht stetig.
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3 Funktionen und Stetigkeit

Somit ist g iiberall unstetig.

Bemerkung 34. Diese Definition der Stetigkeit iiber Folgen eignet sich besonders gut, um
die Unstetigkeit von Funktionen zu beweisen.

Definition 3.2.2. Seien f,g: I — R. Dann setzen wir
l. frg: I =R,z f(x)£g(z)
2. f-9g: I >Rz f(z) g(x)

w

. SeiN:{xEI’g(x):O}. Dannsetzei:]\N%R;xH%.

4. Sei A € R. Dann setze - f : I — R; . — X - f(2).

Satz 3.2.3. Seien f,g: 1 — R. Wenn f,g stetig in vy € I, dann sind auch fL£gqg, f-g, N f
stetig in xg. Wenn g(xo) # 0, dann ist auch 5 stetig in xq.

Bewers. Sei x,, eine beliebige Folge, die gegen xy konvergiert. Nach Voraussetzung wissen wir,
dass lim, o f(x,) = f(x0) und lim,,_, g(x,) = g(x). Daher gilt auch

Tim (f+g)(xn) = lim (f(zn) + g(zn)) = lim f(wn)+ lim g(z,) = f(z0)+9(z0) = (f+9)(w0).

Somit ist f 4 g stetig in xg. Der Beweis fiir die Subtraktion und die Multiplikation erhéilt
man durch einfaches Austauschen aller ,,4+“ durch ,—* bzw. ,,-“. Fiir die Division bemerken
wir, dass wegen g(zp) # 0 nach Definition der Konvergenz (wéhle z.B. ¢ = |g(x¢)/2|) es ein
N € N gibt, sodass fiir alle n > N auch g(x,) # 0 gilt. Dann kann obiges Argument wieder
angewendet werden. O

Bemerkung 35. Sei f : [} — R stetig in 2o und g : Iy, — R stetig in f(zg) € I, und sei
f(I;) C I, dann ist go f : [; — R in zq stetig.

Beweis. Sei (xy),,cy eine Folge mit xg = lim,,_,o @y, [ ist stetig = lim, o f(2,) = f(20)
g ist stetig= lim,, o, g(f(2,)) = 9(f(z0)) = lim, . oo(g 0 f)(x,) = g o f(xo)

Satz 3.2.4 (e-0-Kriterium). Sei f : I - R, xg € I. f ist genau dann in xy stetig, wenn:
Ve>0:30>0:Veel:|x—xo <d=|f(z)— f(zo)] <€ (3.2)

Bemerkung 36. Wenn z nahe genug bei z liegt, dann gilt | f(z) — f(zo)| < €. ,Nahe genug*
wird durch ¢ beschrieben.

Beweis. 1. Wir nehmen zunéchst an, dass (3.2) gilt. Sei (z,),cy eine Folge in I mit z, =
lim,, o 2, Wir miissen zeigen, dass dann lim,,_,, f(z,) = f(xo) gilt.

Sei ein € > 0 vorgegeben. Nach (3.2) gibt es dann ein § > 0, sodass fiir alle  mit
|z — 20| < & auch | f(z) — f(xo)| < e gilt. Aufgrund der Konvergenz der Folge gibt es ein
N € N, sodass fiir alle n > N auch |z, — 9| < ¢ gilt. Diese beiden Aussagen zusammen
besagen, dass fiir alle n > N auch |f(x,) — f(z0)| < € gilt. Wir haben also gezeigt, dass

Ve >0:3IN eN:Vn>N:|f(zn) — f(zo)] <e.

Das ist aber genau die Aussage, dass lim,, . f(x,) = f(zo) gilt.
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3.2 Stetige Funktionen

Abbildung 3.3: Zum e—§-Kriterium

2. Wir beweisen jetzt die Umkehrung. Nehmen wir an, f sei in zg stetig, aber (3.2) gelte
nicht. Das heif3t, dass

Je>0:V9>0:3xel:|z—xo <ON|f(x)— f(zo)] > €. (3.3)

Da (3.3) fiir alle positiven reellen § gilt, gilt es insbesondere auch fiir jedes 6 = 1/n mit
n € N. Das z, das fiir § = 1/n nach (3.3) existiert, nennen wir x,,. Dann liest sich (3.3)
als

Je>0:YneN: |z, —xo] <1/nA|f(xn) — f(xo)] > €.

Die Folge z,, konvergiert offensichtlich gegen xy, aber f(x,) konvergiert nicht gegen
f(zo). Das ist ein Widerspruch zur Annahme.
O

Beispiel 47.
f: R=>RzelR

T z?
Sei zg € R. Ist f in xq stetig?
Sei ein € > 0 gegeben. Es gilt
|f(x) = fzo)| = |2° — 2| = |z — wo| - |2 + o]

Wir werden ein ¢ auswéhlen, dass kleiner oder gleich 1 sein wird. Fiir so ein ¢ gilt
|z + zo| = |x — xo + 220| < |x — 20| + 2|T0| < 1+ 2|20| < 2|20| + 1.

Somit gilt
[f (@) = f(xo)| < (2ol +1) - [ — o] < (2lao] + 1) - 0.

Damit |f(z) — f(x)| < € garantiert werden kann, setzen wir 6 = min(e/(2|xo| + 1),1). Somit
ist f stetig in xq
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3 Funktionen und Stetigkeit

Bemerkung 37. Wenn es gelingt, eine Ungleichung | f(z) — f(z0)| < ¢+ |x —zo| fiir |z —z0| <
(fiir zwei Werte ¢, d > 0) zu zeigen, dann ist f an der Stelle z( stetig.

=0l < == 3= |f(x) = flao)| S|z —ao| <=

Definition 3.2.5. Sei [ ein Intervall und f : I — R eine Funktion. Dann ist f stetig auf I,
wenn f stetig in jedem x( € I.

Bemerkung 38. Stetigkeit in einem Punkt xy € I ist eine lokale Eigenschaft; es werden
Funktionswerte in einer kleinen Umgebung von zy betrachtet.
Stetigkeit auf I ist eine globale Eigenschaft.

Satz 3.2.6. Sei f : I — R stetig in xo € I und gelte f(x¢) > 0, dann gibt es ein 6 > 0, sodass

Ve e IN(xg— 0,20 +9): f(z) > 0.

Beweis. Wir setzen € = f(go). Dann gibt es ein 6 > 0, sodass
x
VeelIN(zg—06,z0+0):|f(x)— flzo)| <e= f(20)
gilt. Aus dieser Ungleichung erhalten wir 0 < @ < f(x) fir x € IN(xg — 6§, 20+ 9). O

Satz 3.2.7 (Nullstellensatz). Sei f : [a,b] — R stetig auf [a,b] und gelte f(a) < 0 und
f(b) > 0. Dann gibt es ein & € (a,b) mit f(§) = 0.

Beweis. Wir definieren zwei Folgen (x,,)nen, und (¥, )nen, durch zo = a und yo = b. Wenn z,
und y,, bereits gegeben sind, dann setzen wir

B —x”;y", wenn f(”ﬁ";ry”) <0 B —gﬁ"gy", wenn f(””";y") >0
Tpy1 = 0 Yn+1 =

T, wenn f(m";ry") > Yn, wenn f(m";ry") <0

Wenn f (W) = 0 gilt, dann haben wir den gesuchten Punkt £ bereits gefunden. Die Folgen
(Tn)nen, UNd (Yn)nen, sind Cauchy-Folgen mit demselben Grenzwert.

Weil Vn : f(z,) < 0 gilt, folgt f(£) = lim,,_0 f(x,) < 0.
Ebenso folgt aus Vn : f(y,) > 0f(£) = lim,, 00 f(yn) > 0

also f(€) 2 0

und f(£) <0,
und daher f(§) =0
0
Beispiel 48.
f: 10,2l =R
S )

f(0)=—=2, f(2)=2d. h. I €[0,2], sodass f(£) =0=>¢>—-2=0= & =2.

62



3.2 Stetige Funktionen

Beispiel 49.
f: 00,2 - R
x— a5+ 72t + 323 - 222+ -3
f ist stetig auf [0, 1]
Sei (zn),cy eine Folge mit 2y = lim,,_,o 25, dann gilt nach Satz 3.1:

lim (2% + 72t + 323 — 222 + 2, — 3) = 1”4+ Tag" + 320® — 220> + 29 — 3

n—o0

Weil f(0) = =3 und f(1) =7 gibt es ein £ € (0,1) mit
J=0=8+7¢"+36" -2 +£ -3

Man kann die Idee des Beweises von Satz 3.2.7 verwenden, um die Nullstelle beliebig genau
zu berechnen. Die Methode ist allerdings nicht sehr effizient.

Satz 3.2.8 (Zwischenwertsatz). Sei f : [a

,b] = R, f stetig auf [a,b]. Dann nimmt f auf [a, b]
jeden Funktionswert zwischen f(a) und f(b

an.

Beweis. Wir kénnen annehmen, dass f(a) < f(b). Sei T € (f(a), f(b)). Dann setzen wir
g(x) = f(z) = T; g ist dann stetig. Es gilt g(a) < 0 und g(b) > 0. Damit existiert nach
Satz 3.2.7 ein & mit g(§) =0, also f(§) =T. O

Satz 3.2.9. Sei f : [a,b] — R stetig und streng monoton wachsend, dann ist die Umkehrfunk-
tion f~1 auch stetig und streng monoton wachsend.

Beweis. Sei n € (f(a), f(b)). Wir méchten zeigen, dass dann f~! in 7 stetig ist. Zu zeigen ist
also
Ve>0:30>0:Vy e (f(a), f0):ly—nl <d=|f"y)— )l <e

Sei e > 0 und & = f~1(n), also f(£) = n. Wir kénnen annehmen, dass € so klein ist, dass
(€ —¢e,&+¢) € [a,b]. Dann gilt wegen der Monotonie

f€—e) <[ =n<[f(E+e)

Es gibt nun ein § > 0, sodass

flé—e)<n—d<n<n+d<f(E+e). (3.4)

Wenn n — 6 <y < n+ 6 gilt, dann muss wegen der Monotonie

fm=0) < fHy) < f(n+9)
gelten.
Nach (3.4) gilt f~1(n—08) >&—cund f~H(n+0d) < +e. Damit gilt firn—0 <y <n+94,
dass
E—e<[THy) <E+e

Fiir y mit |y — 7| < ¢ gilt also |f~(y) — f~'(n)| < &, die Umkehrfunktion f~! ist daher
stetig. 0

Definition 3.2.10. Sei S C R. Dann heifit S abgeschlossen, wenn fiir jede konvergente Folge
(Tn)nen € S, auch lim,,_,,, x, € S liegt.
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3 Funktionen und Stetigkeit

Intervalle der Form [a,b] C R sind abgeschlossen.

Satz 3.2.11. Sei f : [a,b] — R stetig auf I = [a,b]. Dann gibt es ein M € R, sodass
Veel:|f(x)|] <M
qilt. f ist also beschrinkt auf I.

Beweis. Angenommen, f wére nicht beschrankt. Dann gibt es fiir jedes n € N einen Punkt
x, € I, sodass |f(z,)| > n gilt. Die Folge (x,)nen ist beschrankt und besitzt daher einen
Héufungspunkt £ (Satz 2.6.16); dieser liegt sogar in I, weil I ein abgeschlossenes Intervall ist.
Es gibt also eine Teilfolge (xy, )keny mit limy o0 2, = & Weil f stetig in € ist, gilt

f(&) = lim f(zy,).

k—o00

Andererseits ist die Folge (f(zy,))ken nach Definition unbeschrénkt und kann daher nicht
konvergent sein. Widerspruch. O

Satz 3.2.12. (Weierstraf3) Sei f : [a,b] — R stetig auf I = [a,b]. Dann gibt €s Tyin, Tmax €
1, sodass

Ve €1 : f(@min) < f(2) < f(@max)-

Beweis. Nach Satz 3.2.11 ist f auf I beschrénkt. Daher ist die Menge f([) eine beschrinkte
Teilmenge von R. Diese besitzt ein Infimum m und ein Supremum M. Wir miissen nur noch
zeigen, dass f die Werte m und M annimmt. Es geniigt, dies fiir M zu zeigen. Nach Definition
des Supremums gibt es fiir jedes n € N ein ,, sodass f(z,) > M — +. Die Folge (2, )nen
besitzt nach Satz 2.6.16 einen Haufungspunkt &. Fiir diesen gilt

f(§) = lim f(zn,) = M.

k—o00
U
3.3 Potenzreihen
Definition 3.3.1. Sei (ay,), .y eine Folge reeller Zahlen, x € R, dann heifit Z Ay - (x —x0)"
n=0

Potenzreihe, xg nennt man Entwicklungspunkt.

Sehen wir uns das Quotientenkriterium fiir diese Art von Reihen an:

an+1.(1:__x0)n+1

ay - (x — x0)"

An1

= |z — 7| -

G,

Wenn lim,, o |2 — x| - }GZ—“} existiert und < 1 ist, dann konvergiert die Reihe.

Oder wenn
1 )
|v — 29| < —————— = lim
n—oo

konvergiert die Reihe

Ant1 an+1

lim,, o0 an
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3.3 Potenzreihen

Beispiel 50.

o xn
S ele)
n=0
1
lim = lim —2— = lim (n + 1) = o
n—00| Ap41 n—00 CES n—o00

Die Reihe konvergiert fiir jedes x € R.

Beispiel 51.

n=0 n=0 n=0
(siehe (2.34)), wobei
n k ynfk 1 n . - n!
o L (n—k)v_akz%‘” YR — k)

k!(n—k)!_<k)z>zx y k!(n—k)!_<“y> == @t y)

= exp(x) - exp(y Z i Z F Z = exp(z + )
n=0 ~  n=0 n=0 n!

Sehen wir uns das Wurzelkriterium fiir Potenzreihen an (siche: Satz 2.8.19)

aal - 1@ = 20)" = /Jaa] - |z — o]

Damit konvergiert die Reihe fiir

|z — o] - limsup {/|a,| <1

n—o0

und divergiert fiir

|z — xo| - limsup {/|a,| > 1.

n—oo

Definition 3.3.2. Sei )" ja,(x — x()" eine Potenzreihe. Die reelle Zahl

1

hm Supn%oo n\/ |a’n|

R:

heift der Konvergenzradius der Reihe.

o
E an - (x — x0)"

n=0

konvergiert fiir |z — z9| < R und divergiert fiir |z — z9| > R. Wenn R = 0, heifit die Reihe
nirgends konvergent, wenn R = 0o, heifit die Reihe bestéindig (oder iiberall) konvergent.
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3 Funktionen und Stetigkeit

Satz 3.3.3. Sei .
f@) =" an(x—x)"
n=0

eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0. Dann ist f : (vg — R, zo + R) — R eine stetige
Funktion.

R.
5

ni;g an(z — 20)" — ag g an(z — xo)”’

00 0o R n—1
<foal- Yl e - al ™ <lo-al - Sll(g )
n=1 n=1

Es gilt dann fiir |z — 20| < £ und

Beweis. Dazu betrachten wir fiir |x — zo| <

[f(x) = f(zo)| =

0 }% n—1
e=3mi(3)

n=1

|f(x) — f(xo)| < c|lx — xp|. Damit ist f stetig in zg.

Sei nun z; € (g — R,xo + R). Um die Stetigkeit von f in z; zu zeigen, schreiben wir die
Potenzreihen in Potenzen von (x — x;) um:

f@) =3 bule —ar)"

fl@) = an((z — 1) + (21 — )"

n=0 k=0
= N (x — xl)ki "a (z1 — 20)" "
k/‘ n
k=0 n=~k
o n o
b, = Zk (k) an(1 — 20)" " = f(x) = nzzobn(ﬂf — )"
Damit folgt wie oben die Stetigkeit von f in x; € (xg — R, xo + R). O

3.4 Elementare Funktionen

3.4.1 Exponentialfunktion
Definition 3.4.1. Die Abbildung

exp: R—=R
z i exp(x) = 3070 Tr
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3.4 FElementare Funktionen

heifit Exponentialfunktion.

Nach Satz 3.3.3 ist exp auf ganz R stetig.
Weitere Eigenschaften

e z>0=exp(r) >exp(0) =1

e Vz € R:exp(x) >0 (wegen exp(—z) = 1/exp(x))

o r <y = exp(r) < exp(y), damit ist exp streng monoton wachsend und daher injektiv.

e exp nimmt jeden positiven reellen Wert an, exp : R — R* ist also bijektiv.

Definition 3.4.2. Die Umkehrfunktion von exp : R — R™ heifit der (natiirliche) Logarithmus,

In: Rt — R mit In(exp(z)) = x.

3.4.2 Die Winkelfunktionen

exp(z) = Yo% £ ist absolut konvergent fiir alle # € R. Mit dem gleichen Beweis konvergiert

n=0 n!
diese Reihe auch fur alle x € C.

o) )n e8] 2n o0 Zt2n+1
t € R :exp(it) :ZO . ZO +ZO ot 1]

Es gilt dann

Damit konnen wir

0o g o0 e
exp(it) ;H) it ZO<—> @t D)
schreiben, oder
Rlexp(it) = 3_(~1)" b wnd Slexp(i) = D (-1 o

Definition 3.4.3. Die Funktionen sin : R — R und cos : R — R sind durch

exp(it) = cos(t) + i - sin(t)

bzw.
Sy i =Sy
cos(t) -1)" ,  sin(t 1"
n=0 (277/)' n=0 (277, + 1)
definiert.

Bemerkung 39. Weiters gilt noch
e exp(—it) = cos(t) — i -sin(t)

o cos(t) = % (exp(it) + exp(—it))
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3 Funktionen und Stetigkeit

e sin(t) = 5- (exp(it) — exp(—it))
e exp(z +y) = exp(x) - exp(y) gilt auch fiir z,y € C (mit demselben Beweis)

(
e exp(is + it) = exp(is) - exp(it)
exp(is + it) = exp(i(s +t)) = cos(s +t) + i - sin(s + ¢)
exp(is) - exp(it) = (cos(s) 4+ i - sin(s)) - (cos(t) 4+ i - sin(t)) =
cos(s) cos(t) — sin(s) sin(t) + i[sin(s) cos(t) + cos(t) - sin(t)]

Daraus folgen die Additionstheoreme fiir Sinus und Cosinus:

Satz 3.4.4.

cos(s + t) = cos(s) - cos(t) — sin(s) - sin(t)
sin(s + t) = sin(s) - cos(t) + cos(s) - sin(t)

Bemerkung 40. e exp(it) - exp(—it) = exp(0) = 1 = (cos(t))* + (sin(t))’
e cos(t +t) = cos(2t) = cos?(t) — sin?(t) = 2cos?(t) — 1 = 1 — 2sin®(t)
e sin(t +t) = sin(2t) = 2sin(t) cos(t)

e cos(0) =1,sin(0) =0

2

e cos: R — R, cos(z) = Efzo(_l)nénr;!
)2n

o0 n(—x [e’s) n xQn
cos(—) = Y0 o (—1)" G = Lo (= 1) gy = cos(x)
= cos(z) = cos(—x)
D. h.: Cosinus ist eine gerade Funktion.

. [e's) n 1.2n+1
b Sll’l(.’lﬂ') = Zn:0<_1) (2n+1)!

. fo%S) n(—z 2n+1 fe%S) n p2ntl .
SIII(—{L‘) = Zn:O(_l) ((2n)+1)! = Zn:O(_l) (2n+1)! - - SIH(ZL‘)
sin(z) = — sin(—x)

D. h.: Sinus ist eine ungerade Funktion.

Wir betrachten cos(1) = Y7, (—1)”@. Das ist eine alternierende Reihe mit a, = ﬁ
und ist monoton fallend. Nach unseren Uberlegungen bei dem Leibniz-Kriterium sind die
Partialsummen abwechselnd gréfer bzw. kleiner als der Grenzwert.

Sei 0 < x < 1 dann ist a, = % monoton fallend.
cos(z) <1, cos(z) > 1 — %2 >0
cos(2) = 3200 (—1)" Gayis 0 = Gy
(10:1,(1,1:2,(1,2:§
(an),en monoton fallend erst ab n > 1
cos(2) <1—-2+2=—3<0,cos(l) >0
Nach dem Zwischenwertsatz gibt es ein £ € (1,2) mit cos(§) = 0.
Wir sind nun in der Lage die Zahl 7 zu definieren. Wir werden erst spéter sehen, dass diese
Definition etwas mit dem Kreisumfang bzw. der Kreisfliche zu tun hat.

Definition 3.4.5. -
5= inf{z € R"|cos(z) = 0}
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3.4 FElementare Funktionen

Nach der obigen Uberlegung gilt: 1 < F<2=2<7m<4

Wir wollen sin (%) berechnen.

Aus der Definition von 7 und den schon bekannten Eigenschaften der Funktionen sin und cos
folgt nun:

cos (g) =0 und cos? (g) + sin? (g) =1 folgt sin? (g) = 1 also auch sin (g) =+1.

sin(x) —%Sfﬁrx>0undx>%3:>6>x2:>x§\/égilt

T)>x
sin(xz) >0 fir 0 <z < V6 und damit sin (g) =1.

Aus der Doppelwinkelformel folgt: cos(m) = 2 - cos? (£) — 1 = —1, sin(7) = 0

w

Aus den Additionstheoremen ergibt sich weiters: cos (7”) = COs (7r + g) = cos(7) - cos (g) —

sin(m) - sin (%) =0
) =-1

sin (27) = sin (7 + Z) = sin(7) - cos (Z) + cos(r) - sin (

e

cos(2m) = 2cos?(m) — 1 =1, sin(27) = 0

Indem wir in die Additionstheoreme einsetzen erhalten wir:
cos(z + 2m) = cos(x) - cos(2m) — sin(x) - sin(27) = cos(x)
sin(z + 27) = sin(z) - cos(27) + cos(z) - sin(27) = sin(x)
Sinus und Cosinus haben also die Periode von 27.

cos (3 —z) = cos (3) - cos(x) + sin (3) - sin(z) = sin(z)
Spéter werden wir sehen, dass cos : [0, 7] — [—1, 1] eine streng monoton fallende Funktion ist.
Somit ist sie bijektiv und besitzt eine Umkehrabbildung, den Arcuscosinus

arccos : [—1,1] — [0, 7]
x — cos (z)

Ebenso ist sin : [-7, 5] — [~1, 1] streng monoton wachsend. Damit ist sie bijektiv und besitzt

eine Umkehrabbildung, den Arcussinus

arcsin : [—-1,1] = [-%, 7]
x> sin~ (1)

Sei y € [—1, 1]. Wir suchen alle Losungen von cos(z) = y?
Wenn xy = arccos y eine Losung ist, dann sind xg 4 2k7 weitere Losungen.
Wegen cos(2m — ) = cos(27) cos(x) + sin(27) sin(z) = cos(z) ist dann 27 — x eine weitere
Losung und damit auch 27 — x 4 2k7w, k € Z.
Dann sind alle Losungen durch
{z € Rlcos(x) =y} = {arccos(y) + 2k:7r’k: € Z} U{—arccos(y) + Zkﬂk‘ €7}

gegeben. Fiir y = 0 ergibt sich wegen arccos(0) = 7:
{z € R|cos(x) = 0} = {5 + 2km|k € Z} U{—3 + 2kn|k € Z} = {5 + kn|k € Z}

Fiir y = 1 erhalten wir: cos(z) = 1,
{z € R|cos(z) = 1} = {+0+ 2kr |k € Z} U{—0+ 2kr|k € Z} = {2kr |k € Z}
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3 Funktionen und Stetigkeit

Fir y = —1 erhalten wir: cos(z) = —1,
{z € R|cos(z) = =1} = {7 + 2kn|k € Z} U {—7 + 2kx|k € Z} = {(2k + 1) |k € Z}

Sei y € [—1, 1], wann gilt sin(z) =y ?

xo = arcsin(y) ist eine Losung; x¢ + 2k7 sind weitere Losungen wegen
sin(m — x) = sin(m) cos(z) — cos(m) sin(x) = sin(zx)

und 7™ — xy + 2k weitere Losungen.

Also gilt {z € R|sin(z) = y} = {arcsin(y) + 2kn |k € Z} U {7 — arcsin(y) + 2k7 |k € Z}

Fiir y = 0 ergibt sich
{z € Rlsin(z) = 0} = {2kx|k € Z} U{(2k + 1)n|k € Z} = {kr|k € Z}

Fiir y = %1 ergibt sich
{z € Rlsin(z) = 1} = {3 + 2knlk € Z}y U {r — I + 2kn|k € Z} = {I + 2kn|k € Z}
{z € Rlsin(z) = =1} = {-Z + 2kn|k € Z} U {m — (%) + 2kn|k € Z} = {-F + 2kr |k € Z}

Beispiel 52. Seien a,b € R und a® + b* = 1. Gibt es ein x € [0, 27|, sodass cos(z) = a und
sin(z) =b7

a € (—1,1) : cos(x) = a = = = arccos(a) oder x = 21 — arccos(a)

a2+ =1=b=+V1-a?

Die Gleichung cos(z) = a hat in [0, 27| 2 Losungen. Die beiden Losungen haben zugehdorige
Werte des sin(x), mit unterschiedlichen Vorzeichen. Einer dieser beiden Werte erfiillt daher
sin(x) = b

Fir a =1 gilt b = 0.

Wegen cos(z) =a=1=2=0=sin(0) =0 = b, und damit z =0

Fiir a = —1 gilt b = 0 und damit z = =

Durch K = {(a,b) € R?|a® + b* = 1} ist ein Kreis mit Radius R = 1 gegeben.

K = {(cos(z), sin(z))|z € [0,27)}

Nach der obrigen Uberlegung ist die Abbildung:

fiol0,2m) = K
t +— (cos(t),sin(t))
bijektiv.

Anwendung

(z,y) € R*\ {(0,0)}
r=+22+y>>0,a=

z h— y
\/x2+y2’ \/x2+y2
a>+ 0> =1= 3t €[0,2m),a = cos(t),b=sin(t),z =r - cos(t),y = r - sin(t)

Wir setzen:
|t t € [0,n]
= —2m, t e (m2m)

cos(p) = cos(t) Asin(p) = sin(t) = ¢ € (-, 7]
Wir kénnen jeden Punkt (z,y) € R*\ {(0,0)} in der Form = = r - cos(p),y = 7 - sin(p) mit
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3.4 FElementare Funktionen

r € R, p € (—m, 7] schreiben.

r = y/x? 4+ y? ist der Abstand vom Ursprung

@ ist der Winkel mit der z-Achse

(r,¢),r € RT, p € (—m, 7] beschreiben alle Punkte der Ebene mit Ausnahme des Ursprungs.
Fiir den Ursprung muss r = 0 sein und ¢ beliebig.

(r, ) nennt man Polarkoordinaten

(r,0) = (r - cos(p), 7 - sin(p)) € R*\ {(0,0)}
Beispiel 53. z € C\ {0},2 =z + 1y

é = \/x§+y2 + \/;iryQ = cos(p) + i -sin(p)] = exp(ip),p € (—m, 7| = z = |z| - exp(ip)
|z| = Betrag von z, Abstand vom Ursprung

¢ = Argument von z, p = Arg(z)

z = |2| - exp(i - Arg(2))

Die Funktionen
tan(z) : R—R

T sin(zx)

cos(x)

und
cot(z): R—R

T cos(x)

sin(x)

heiflen Tangens und Cotangens.

Bemerkung 41. Der Tangens ist nicht definiert, wenn cos(z) =0 (& o =5 +kn,k € Z)
Der Cotangens ist nicht definiert, wenn sin(z) =0 (&« = kr, k € Z).

Dy(tan) = R\ {3 +km, k € Z}

Dy¢(cot) =R\ {km, k € Z}

Bemerkung 42. Der Sinus ist streng monoton wachsend auf [—7, 7] und nimmt alle Werte
aus [—1,1] an.
Der Cosinus ist streng monoton fallend auf [0, 7] und nimmt alle Werte aus [—1, 1] an.

tan(z) = 22;((?) ist streng monoton wachsend auf [0, %) (tan(—z) = — tan(x))
tan : (—g, g) — R ist auch injektiv

Der Tangens ist stetig auf (—57 5)

Sei M € R*, dann gibt es ein § > 0, sodass cos(z) < 51z, wenn z € (3 —6,3) (weil cos(z)
stetig ist)

= M Vx €

Andererseits gilt sin(z) > 3 fir € (3, %). Daher gilt: tan(z) = iféif:; >
(53-05)n(5%).

tan(z) wird also in einer Umgebung von 5 beliebig grofi. Ebenso zeigt man, dass VM >
0:36>0:Ve e (—%,—2+90) : tan(z) < —M.

?‘ o |
= =
=

Sei y € R, dann gibt es 1,25 € (—%, %), sodass tan(z1) < —|y| und tan(zs) > |y|.

Nach dem Zwischenwertsatz gibt es daher ein x € (—g, g), sodass tan(x) = y. Der Tangens
ist also surjektiv. Zusammen mit den obigen Informationen ist tan : (—g, g) — R bijektiv.

Ebenso kann man zeigen, dass cot : (0, 7) — R streng monoton fallend und bijektiv ist.
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3 Funktionen und Stetigkeit

Definition 3.4.6.

heit Arcustangens.
arccot : R — (0,7)
y - cotD(y)

heilt Arcuscotangens.

sin(z+m) _ —sin(z)

Bemerkung 43. tan(z + ) = 508 = — 00
Der Tangens hat eine Periode von 7.
Der Cotangens hat auch eine Periode von 7: cot(z + 7) = cot(z)

= tan(z)

3.4.3 Der natiirliche Logarithmus
Wir haben den Logarithmus bereits als Umkehrfunktion der Exponentialfunktion definiert.

In: Rt - R
x — exp }(z)

Der Logarithmus ist als Umkehrfunktion der stetigen monoton wachsenden Exponentialfunk-
tion nach Satz 3.2.9 stetig.
Wir wissen, dass: exp(z + y) = exp(x) exp(y)
In(exp(z +y)) = In(exp(z) - exp(y)), exp(z) =wu, exp(y)=v
r =In(u), y = In(v)
r+y=In(u)+In(v) =In(u-v)

Bemerkung 44. Yu,v € R : In(u) + In(v) = In(u - v)

Definition 3.4.7. Sei a € Rtz € R, dann definieren wir a* := exp(z - In(a))
Im Besonderen: e* = exp(x)

Bemerkung 45. Die Funktion f: R — R"; z +— a” ist stetig auf ganz R.

Bemerkung 46. o € R, dann ist g : Rt — R*", z +— o” stetig.

3.4.4 Wurzelziehen in C

Fiir gegebenes w € C,w # 0, wollen wir die Gleichung 2" = w nach z auflosen.
Dazu benétigen wir die Polarkoordinatendarstellung z = |z| - exp(iyp)

2 = 2" (explip)” = |2 - exp(ing)

w = |w] - exp(it))

|2|" - exp(ing) = |w] - exp(iy))

1. Losung:

12|" = |w| = |2 = ¥/|w], reelle n-te Wurzel

expling) = exp(iv)

Zur Erinnerung: exp(it) = exp(it) - exp(27i)*¥ weil: exp(27mi) = cos(27) + isin(27) = 1
= exp(iny) = exp(iy)) - exp(27i)k

exp(ing) = exp(iy) + 2kmi) ist auf jeden Fall dann richtig, wenn ny = ¢ + 2k7 gilt.
Alsowz%Jr%T’r,kEZ
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3.4 FElementare Funktionen

z = {/|w|-exp (z (% + 2kT’r)) k € Z sind Losungen der Gleichung 2" = w

f—/{:—l—n 7r:2(k+n)7T:2k7r+2

Wenn man fur k Werte emsetzt die sich um ein Vielfaches von n unterscheiden, dann ergibt
sich derselbe Wert fiir z

z = {/|w|-exp (z (E + 2’”)) k=0,...,n—1sind alle Losungen der Gleichung z" = w

n

Beispiel 54. Gesucht sind alle Losungen der Gleichung: 23 = —4 4+ 3i = w
lw|=+v16+9=5

Gesucht ist 1, sodass: —4 + 3i = 5 - exp(iy)) = 5 - (cos(¢0) + isin(v))

cos(¢) = —3; sin(y) = 2 ;0 < arccos (—3) < m = arccos (—3) ist eine Lésung und die 2
Losung ist — arccos (—%)

2 < Arg(z) < m Wir haben: ¢ = arccos (—3) damit gilt auch sin(¢) > 0 und daher sin() = 2
Die Losungen von 2% = —4 4 3i = w sind:

o 2= V5 exp (4 - arccos (1))
o 21 =/bexp (3 -arccos (—3) + &)
* 2= V5o (5 -arecos (=) 42 57)
Und weiter:
o 2 =5 (cos (L -arccos (—2)) +i-sin (3 -arccos (—1))) = 1.15061... + 1.26495...i
o 21 = /5 (cos (% -arccos (—1) 4+ %) +i-sin (§ - arccos (—2) + &) = —1.67079... +
0.363084...q

e 2 = /5 - (cos(
1.62894...4

- arccos (—%) + %’r) + ¢ -sin (% - arccos (—%) + 4?“)) = 0.520175... —

W=

Beispiel 55. ' = —1, jw| =1
Wir suchen 1, sodass exp(it)) = —1 mit —7 < <7
cos(¢p) = —1Asin(y) =0=¢ =

ozozﬁ-exp(i-ﬁ)

v a = Vienli (1+7))
v o= VT-ew i (5+4))
v = VLo i (+5))
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3 Funktionen und Stetigkeit

cos (ZI) = coSs ( ) =0=2- (cos (%))2 —1= (cos (%))2 = 1= cos (%) = 4¥2
So kann man die anderen Werte ausrechnen.

OZOI%
02’1—_\1/—21—i
02’2—%
023:%

Bemerkung 47. Formel von De Moivre

(cos(p) +isin(p))™ = cos(ng) + isin(ne) (3.5)
Bemerkung 48. Wir haben nebenbei die Gleichung exp(z) = w,w # 0 gelost.
exp(2) = exp(In(jw]) + 7 Arg(w))
= z = In|w| + i Arg(w) ist eine Losung
exp(z) = exp(In(|jw|) + i Arg(w)) - exp(2kmi), k € Z
= exp(z) = exp(Iln|w|) + i Arg(w) + 2kmi)
= z =In|w|+ 7 - Arg(w) + 2kmi, k € Z sind alle Losungen von exp(z) = w.

Bemerkung 49. log(w) = In(w) +i Arg(w) heifit der komplexe Logarithmus. Diese Funktion
wird in der Analysis T2 noch eine wichtige Rolle spielen.

Beispiel 56. exp R—R
exp(—x) = ¢ f(% exp(z), # — exp(z))

Die Exponentialfunktion ist weder gerade noch ungerade.

Bemerkung 50. Sei f : R — R, dann gibt es eine gerade Funktion f; : R — R und eine
ungerade Funktion f, : R — R, sodass:
[ = fg+ fu, [, ist der gerade Anteil von f und f, ist der ungerade Anteil von f.

Beweis. f(z) = fy(z) + fu(z),Vz € R ( )

Ve e R: f(—x) = fy(=2) + fu(=2) = fy(x) = fulz)

(1)+(2) = f(x) + f(—z) =2 fo(z) = fg(x) 3 (f(z) + f(—2))
(1)=(2) = f(2) = f(-2) =2 fulz) = fulz) =5 (f(z) - )
Beispiel 57. f(x) = exp(x)

folx) = exp@)tesp(=r) _. cosh(z) Cosinus hyperbolicus

2
fu(z) = Mg’(p(*ﬂ =: sinh(x) Sinus hyperbolicus

3.4.5 Die Hyperbelfunktionen

Definition 3.4.8. Sinus hyperbolicus:

sinh: R—R
2+ Lexp(z) — exp(—a))

Cosinus hyperbolicus:
cosh: R—R

T %(exp(:p) + exp(—x))
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3.4 FElementare Funktionen

Aus den Potenzreihen fiir exp. ergeben sich die Potenzreihen fiir die Hyperbelfunktionen.

() =2 (T Syt oy
sinh(z) = = — -1)"— | = —
2\~ n! — (2n+1)!
1 0 " 0 nxn 0 72n
wttn =3 (S5 D) S i

Durch Einsetzen der Definition ergibt sich
(cosh(x))? — (sinh(z))* = 1

Bemerkung 51. Additionstheoreme fiir sinh und cosh

cosh(x + y) = cosh(x) cosh(y) + sinh(x) sinh(y)

sinh(z + y) = sinh(x) cosh(y) + cosh(x) sinh(y)
Beispiel 58. Wir wollen die Losungen sinh(z) = y bestimmen.
s(exp(x) — exp(—x)) =y, exp(x) = T und exp(—2x) = 7
ST 1=2Ty, T#0
T2—2Ty—1:0:>T172:yi\/y2—|—1, VYR 1>yl
Ty =y —+/y?+ 1 ergibt T < 0 d. h. sie ist nicht verwendbar
exp(z) =T =y + /y? +
=z =1In(y+y>+1

Definition 3.4.9. Die Umkehrfunktion des sinh
Arsinh: R—R
y—In(y++/y>+1)
heilt Area sinus hyperbolicus.

Beispiel 59. Wir wollen die Losung von cosh(z) = y bestimmen, zuerst bemerken wir, dass

cosh(z) = w > 1 und dass wegen

cosh(z) = cosh(—x) jeder Wert zweimal angenommen wird.
Sei y > 1, dann suchen wir alle Losungen der Gleichung: cosh(z) =y

& exp(z) + exp(—x) = 2y, exp(z) = T, exp(—z) = 7
:>T2—2Ty+1:0:>T1’2:’y:t\/y2—1
= x = %+ In( y+\/y —
(y+vy*—1 y—\/ —) =y —y+1=1
= +1In(y + y/y? — 1) sind alle Losungen der Gleichung: cosh(x) =
Definition 3.4.10. Die Umkehrfunktion des cosh

Arcosh : [1,00) = R{

y = In(y +y?> = 1)

heiit Areacosinus hyperbolicus.
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3 Funktionen und Stetigkeit

Vt € R cosh(t)* — sinh(¢)* = 1
H ={(z,y) € R?|2® —y* = 1,2 > 0} Hyperbel
Sei (z,y) € H, dann gilt x > 1 und cosh(t) = = hat 2 Losungen: ¢ = 4 Arcosh(x).
y = sinh(t)
Wir wihlen das Vorzeichen von t gleich dem Vorzeichen von y. Damit haben wir fiir jeden
Punkt (z,y) € H ein t € R gefunden, sodass (z,y) = (cosh(t), sinh(t)).
Umgekehrt beschreiben die Punkte (cosh(?),sinh(t)),¢ € R einen Hyperbel-Ast.

Definition 3.4.11. Die Abbildung

tanh(z): R—R

sinh(z)
T = cosh(x)

heilt Tangens hyperbolicus. tanh ist auf ganz R stetig.
Die Abbildung
coth(z) : R\ {0} =R
cosh(z)
z = sinh((az)

heiit Cotangens hyperbolicus. coth ist auf R\ {0} stetig.

1 (exp(z)—exp(—x)) exp(2z)—1
— 2 —
tanh(SU) - %(exp(m)#»exp(*l')) T exp(2z)+1
Es gilt dann wegen exp(2z) > 0

exp(2z) — 1

— Y < 1.
exp(2z) + 1

-1<

Der Tangens hyperbolicus nimmt nur Werte aus (—1,1) an.
Sei y € (—1,1) dann suchen wir die Losungen von tanh(z) =y

tanh(x) =y = zggg:,exp@x) =T

y=ta=>yl'+y=T—-1=(y-NT=-y—1

T==H=g=1n (%) =: Artanh(y).

1—y 1
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3.5 Graphen der elementaren Funktionen

3.5 Graphen der elementaren Funktionen

3.5.1 Potenz- und Wurzelfunktionen

Fir a >0 ist f : [0,00) — [0,00), f(x) = z%, eine streng monoton wachsende, bijektive
Funktion; sie ist fiir 0 < a < 1 konkav, fiir o > 1 konvex.

Es gilt f(0) =0 und f(1) = 1.

Die Umkehrfunktion ist £~ : [0, 00) = [0,00), f~(z) = za.

Y
1.6

1.4 | a=1
1.2 |

1 o=
0.8
0.6
04
0.2

W=

0.5 I 1.5 2
Fiir a <0ist f:(0,00) = (0,00), f(x) = z°,

eine streng monoton fallende, bijektive, konvexe Funktion.
Es gilt f(1) = 1. Die Umkehrfunktion ist f~!: (0,00) — (0,00), f~!(z) = z=.

Q-

4

(Fiir a = —1 siehe unten), -4 =

7



3 Funktionen und Stetigkeit

Sonderfille: Der Exponent ist eine ganze Zahl:
Fiir n € N, n ungerade ist f : R = R, f(z) = 2™,
streng monoton wachsend, bijektiv,
auf R~ konkav, auf Rt konvex, und es gilt Bild(f) = R.
)

3

-3

Fiir n € N, n gerade ist f: R — R{, f(z) = 2", konvex,
auf R~ streng monoton fallend und bijektiv,

auf R™ streng monoton wachsend und bijektiv,
und es gilt Bild(f) = R{.

15 -1 -05 05 1 15
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3.5 Graphen der elementaren Funktionen

Fiir n € N, n ungerade ist f : R\{0} — R\{0}, f(z) =27",
auf R~ konkav, streng monoton fallend, injektiv und es gilt Bild(f|g-) =R".
Auf R* ist f konvex, streng monoton fallend, injektiv und es gilt Bild(f|g+) = R*.

LN e s s s s s s s e I
S
l
|
—

| T T T T T €T

0.5 1.0 1.5

Fiir n € N, n gerade ist f: R\{0} — R", f(x) = 27", konvex.
Auf R~ ist f streng monoton wachsend und bijektiv,
auf Rt streng monoton fallend und bijektiv.

T T | T T T ] T T T | N

Es gilt Bild(f) = R*. —6
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3 Funktionen und Stetigkeit

3.5.2 Exponential- und Logarithmusfunktionen
y
8,

y=05"=277%

| | | | | | | | | | | | | | | | | | | | x
-2 -1 0 1 2
Die Funktion f(x) = a” ist
fiir a > 1 streng monoton wachsend und
fiir a < 1 streng monoton fallend.
Es gilt: Bild(f) = f(R) = R*.
Fiir a # 1 ist f(z) = a” bijektiv.
Y Y
2 3
Yy = 1Og3 T 2
1 y=Inx
x x
2 4 6 8 10
-1
-2
-3

Definition

lgz = log,, x (dekadischer Logarithmus),

Inx = log, x (natirlicher Logarithmus); hierbei ist e = 2, 718281828459... die Fulersche Zahl.
(Rechenregeln fiir Logarithmen).

Sei a > 0,b > 0. Dann gilt fiir alle z, 21,2, € RT, c € R:
(a) log, (1 - 2) = log,(21) + log,(w2);
(b) log, () = clog,(x),
(c) log, (%) = log,(x1) — log,(22),
(d) log, x = log, z - log, b.
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3.5 Graphen der elementaren Funktionen

3.5.3 Trigonometrische Funktionen und Arcus-Funktionen
Yy Y
2, 2

15} 15 Yy =CosST

1 Yy =sInx
[ x ‘ ‘ ‘ —
—éﬂ - s -27 - T 27
—0& ¢ v -0.5
“1 -1

-1.5¢ -1.5

-2t -2
Yoy =tanx vy =cotx
6 6
4 4
2 2

=27 - 5 ™ 27TI -2 — T 27

-4
-6
-8

sin und cos haben Periode 27. tan und cot haben Periode 7.
Durch geeignete Restriktionen erhélt man die folgenden bijektiven Funktionen:

sin : { - g, g} — [—1,1] (Sinus) streng monoton wachsend
cos : [0, 7] — [—1,1] (Cosinus) streng monoton fallend
tan : ( - g, g) - R (Tangens) streng monoton wachsend
cot: (0,7) - R (Cotangens) streng monoton fallend
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3 Funktionen und Stetigkeit

82

Daher existieren die Umkehrfunktionen (Arcus-Funktionen):

arcsin : [—1,1] — [

arccos : [—1,1] — [0, 7]

™I
t :R—><——,—>
arctan 59

arccot : R — (0, )

1.5

0.5

g, g} (Arcussinus)
(Arcuscosinus)
(Arcustangens)
(Arcuscotangens)

-0.5

-1.5

15F

Lo

0.5 1

Yy = arcsin x

y = arctanx

streng monoton wachsend

Yy = arccosx 1

0.5

streng monoton fallend

streng monoton wachsend

streng monoton fallend

Yy = arccot x



3.5.4 Hyperbel-Funktionen

Die Hyperbel-Funktionen sind definiert durch

sinh

(Sinus hyperbolicus)

'R — R,

cosh : R — R,

tanh : R — R,

coth : R\{0} — R,

10

75 ¢

25¢

y =sinhx

3.5 Graphen der elementaren Funktionen

et +e”

sinh z e —e®
coshx e*4e®
coshx e*+e*

-25¢

-75¢
—10t

y = tanhz

sinh z er —e %

y = cosh x

-3 -2 -1 1 3
y = cothzx
3
2
1
3 2 -1 1 3
-1
-2
3
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3 Funktionen und Stetigkeit
(Eigenschaften der Hyperbelfunktionen)
(a) sinh, tanh und coth sind ungerade Funktionen, cosh ist eine gerade Funktion.

(b) cosh?z — sinh?z = 1.
(c) sinhx =0 <= z=0; VzreR: coshz>1.
(d) Es gelten die Additionstheoreme

sinh(x + y) = sinh x cosh y + cosh x sinh y
cosh(z + y) = cosh x cosh y + sinh z sinh y.

(e) sinh ist auf R streng monoton wachsend; sinh(R) = R;
cosh ist auf RJ streng monoton wachsend, auf R, streng monoton fallend; cosh(R) =
[1,00).

(f) Ve € R: |tanhz| <1, |cothz| > 1 (z #0).

(g) tanhz ist auf R streng monoton wachsend; tanh(R) = (—1,1); cothx ist auf R~ streng
monoton fallend, auf R™ streng monoton fallend; coth(R\{0}) = R\[-1, 1].

3.5.5 Area-Funktionen

Arsinh : R — R,

Arcosh : [1,00) — [0, 00),
Artanh : (—1,1) — R,
Arcoth : R\[-1, 1] — R\{0}.

y = Arsinh x y = Arcosh x
3 3
2 2.5
1 2
L 15
-10 -5 5 10
1 1
. 0.5
x
-3 2 3 4 5 6
y = Artanh z y = Arcothx
2 3
1.5 5l
1
0.5 o
x
-1 -0.5 0.5 1 = =2 2 4
-0.5 !
-1
15 24
) _3t
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3.6 Grenzwertbegriff fiir Funktionen

3.6 Grenzwertbegriff fiir Funktionen
Wir wollen erklédren, was ,lim, ., f(z)“ ist.

Definition 3.6.1. Sei [ ein Intervall und zyp € [ und f : I\ {x¢} — R. Dann schreiben wir

Yo = lim,_,,, f(x), wenn:
e Ve>0:30>0:Veel\{x}:|r—mx0| <d—|f(x)— 10| <& oder
e Fiir alle Folgen (acn)neN mit z, € I \ {zo} und xy = lim,,_, =, gilt: yo = lim,, . f(z,)

Diese beiden Definitionen sind dquivalent. Der Beweis ist der gleiche wie der fiir das e-d-
Kriterium.

Beispiel 60.

f: R\ {0} =R

T — sm(x)
0 2+l
) =3
sin(z) x*n S
0 =S (1)
70 = HZ%( et TR

Dann gilt fir |z| <1

sin () S " = e 2
— 1= 1" . <
v ‘ ;< Va1 2 Gn 41y = Z ooy Sl <e

Beispiel 61.

Existiert lim,_,qsin (%)7

— 1 — 1
Tn = nn’ 0= hmn—)oo Tn

sin (é) = sin(nn) = 0; lim, o0 f(z,) =0

. ( 1 ) . 1
sin{ — | =sin T =1
Yn ey

Yn = smnrz>
lim, . f(yn) = 1 und 0 # 1, daher existiert lim, .o sm( ) nicht!
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3 Funktionen und Stetigkeit

Definition 3.6.2. Sei I = [a,b], f: I — R. Dann schreiben wir

yo= lim f(x)= lim f(z) = lim f(x),

z—a+0 z—at zla

wenn
Ve>0:30>0:Vz € (a,a+9):|f(x) —yo|l <e

gilt. yo ist der rechtsseitige Grenzwert.

=i A = i F@ =,

wenn
Ve>0:30>0:Vee (b—10,b): |f(x)—w| <e
gilt.

yy ist der linksseitige Grenzwert.

Bemerkung 52. Wenn in einem Punkt yo = lim, .- f(z) = lim, .+ f(z) gilt, dann exis-
tiert lim,_,,, f(x) und ist gleich yo.

Bemerkung 53. Sei f: I\ {z¢} — R und existiere lim, .., f(z) = yo. Dann ist die Funktion

f: I - R

xr =X
{L')—){y(]’ 0

f(.l’), I#.’L‘O

~

stetig in z¢. Die Funktion f heiflt an der Stelle x( stetig ergénzbar. f ist die stetige Fortsetzung
von f in xg.

Beispiel 62.
f: R\{0} =R
T smx(a:)

f ist in 0 ergédnzbar mit f(0) := 1

Definition 3.6.3. Sei f : (a,00) — R eine Funktion. Dann schreiben wir yo = lim,_, 1o, f(z),
wenn Ve > 0: 3M : Vo > M :|f(x) —yo| < e.

lim f(z)=4o0,wenn VM >0 3N :Vz > N: f(z) > M

T—>+00
Sei f:I\{zo} — R.

Dann schreiben wir

lim f(z) = 4oo,wenn VM >0:30 >0: Ve € I \ {zo}: |z —xo| < I = f(x) > M

T—xT0

lim f(z) = —oco,wenn VM >0:30 >0:Ve € I\ {xo}: |z — 2| <d= f(z) < —M

T—x0
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3.6 Grenzwertbegriff fiir Funktionen

Die Differentialrechnung ist durch die folgenden drei Probleme motiviert, die durch sie gelost
werden.

1. Gegeben ist die Bewegung eines Teilchen zum Zeitpunkt ¢. Sei das Teilchen in z(t) € R.
Welche Geschwindigkeit hat das Teilchen zum Zeitpunkt t,?
Momentangeschwindigkeit:

t At) — z(t
lim z(to + At) — x( 0)’
At—0 At

falls der Grenzwert existiert.

2. Tangentenproblem. Sei f: I — R.
G={(x,y) eR’|z € I,y = f()}

ist der Graph von f

Idee: Die Tangente ist eine Gerade, daher ist sie durch eine Gleichung y = kx + d
gegeben. (k,d € R). Diese Gerade soll den Graphen in (xg, f(zo)) beriihren, daher muss
f(zo) = kxo+d gelten. Wenn wir k kennen, konnen wir uns d ausrechnen. Gesucht wird
also k, die Steigung der Tangente.

Y
y

Abbildung 3.4: Graph einer Funktion mit Sekante und Tangente
ks = %ﬁéxa) ist die Steigung der Sekante. Wenn = — z(, dann geht die Sekante in

die Tangente iiber. Die Tangentensteigung ist dann kp = lim,_,,, %ﬁgx“)

Grenzwert existiert. Die Tangente ist dann durch die Gleichung gegeben:

, sofern dieser

y = kp(z — 0) + f(20).

3. Problem der ersten Niherung: f stetig in xo bedeutet: Wenn x ~ x(, dann gilt: f(z) ~

f (o).

Fiir vorgegebenen Fehler e gibt es ein 0, sodass fiir |z — x¢| < 0 fiir (x = x¢) der Fehler
|f(x) — f(x)| hochstens ¢ ist also (f(x) ~ f(z0)).
Die 0-te Naherung f(z) ~ f(x¢) ist oft zu schlecht.

Wir wollen den Fehler f(x) — f(x¢) genauer analysieren: dazu schreiben wir:
)

0)
f(x) = f(zo) + k(z — x0) + R(z) = f(xo) + k(x — z0) + r(x)(x — x0) Dabei beschreibt R(x)
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3 Funktionen und Stetigkeit

den Fehler bei der Nidherung von f(z) durch die Gerade f(xg) + k(z — o).

Nun wollen wir durch geeignte Wahl von k erreichen, dass der Fehler R(x) nicht nur absolut
kleiner wird, also

lim R(x) =0

T—TQ

sondern auch relativ (bezogen auf (x — x¢)) kleiner wird, also gilt

lim _Bl@) = lim r(z) = 0.
T—T0 (;L’ — Jj‘o) T—x0

Dies tritt offenbar genau dann ein, wenn

k= lim M_

T—rx0 T — ,I‘O

Definition 3.6.4. Sei f : [ — R, xg € I. Dann ist f in 2y genau dann differenzierbar, wenn
k= lim, ., %ﬂ)x“) existiert.
Der Wert k heifit die 1. Ableitung von f in x.
Wir schreiben f'(zg) = k.
f heift differenzierbar auf I, wenn f in jedem Punkt xy € I differenzierbar ist.
Die Funktion
fl'e T >R
x> f'(x)
heift dann die 1. Ableitung oder Ableitungsfunktion von f.

Bemerkung 54. Sei f differenzierbar in xy. Dann ist f stetig in xy.

Achtung: Die Umkehrung gilt nicht. Zum Beispiel ist die Funktion f(z) = |z|
iiberall stetig, aber fiir x = 0 existiert der Grenzwert lim,_. f(mx—ESO nicht.

Beweis. | f(x) = f(xo)| = |k(x = o) +r(x)(z — wo)| < (k] + |r(z)])|z — w0l
lim, ., () = 0. Daher gibt es ein D > 0, sodass |r(z)| < 1 fiir |z —z¢| < D. Fiir |z —z¢| < D
gilt dann: |f(x) — f(xo)| < (|k] + 1)|x — xo| = f ist stetig in . O

3.7 Rechenregeln fiir Ableitungen

Sei f,g: 1 — R; f,g differenzierbar in xq €

f+g: I =R
x> f(x) +g(x)
f + g ist differenzierbar in x¢ und (f + g)'(xo) = f'(x0) + ¢'(z0)
U+9)(@)-(+9)(z0) _ flz)=f(wo) | g(@)=g(z0) _

xr—x0 T—T0 T—Zo

Die Summenregel

(f+9)=f+4d (3.6)
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3.7 Rechenregeln fiir Ableitungen

AeER
A IT—-R
x = Af(x)
Dann ist (Af) in z( differenzierbar und es gilt: (A\f)'(z¢) = Af' (o)

f-g: I =R
z = f(x) - g(z)

f(@)-9(@)=f(z0)-g(z0) __ [f(@)-9(x)=F(@)g(0)+f(®)g(z0)—f(w0)-g(x0) _

_ ()9 fw)e(eo) , flo) ENS, (mo)gé@:ﬁ? _
_f( ) (z) 9(960) +g< )f(x) f(xo) ()

T — Xo:

limg, 4, 79(:2:%10) = ¢'(wo)

hmxﬁmo f(xg)c i(mo) = f/<$L’0)

(i) wenn x — xo = f(o) - ¢'(0) + f'(20) - g(w0)
f - g ist daher in z( differenzierbar und es gilt:

Die Produktregel:
(f - 9)'(wo) = ['(w0) - g(xo) + f(0) - ¢'(wo) (3.7)
9(@o) # 0
L. I—R
I (C)]
9(z)

Ist L dlfferen21erbar7

1 1

i@ g _ g@o)—gx) 1 g(x) —g(x)
r—xzo  gl@)g(wo)(x—mz0)  g(x)glze)  (z—x0)
Jim 22 =~ o)

Also: (é) (xg) = —m - g'(z0)
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3 Funktionen und Stetigkeit

Die Quotientenregel:

/ ! /
xo) - g(xo) — fxo) - ¢’ (2
(i) (xo):f<0) 9(zo) J;( 0) - 9'(@o) (3.8)
9 9(xo)
5. f: I =R, g:f(I)—=R

xg € I, f differenzierbar in x,

yo = f(xo), g differenzierbar in yq

Ist g o f in xg differenzierbar?

1. Ndherung:

f(x) = f(xo) + f'(wo)(x — o) + (x — xo)rp(x), mit lim ry(z) =0

T—T0

9() = 9(wo) + 9 (wo) (¥ — wo) + (¥ — yo)ry(y), mit lim 74(y) =0

Yy—Yo

Dann gilt

(g0 () =g(f(z)) = g(f (o)) + g'(f (xa))(f (x) = f(0)) + (f (&) = f(z0))rg(f(x))
9(f (x0)+9'(f (x0)-(f'(z0) (x—0) +(x—0) ¢ () +(f" (o) (x—0) +(x—w0) 74 (x) )r4 (f
9(f (x0)+9'(f (x0))- f' (o) (x—20)+(x—20)- (9 (f (w0)) 75 @)+ 14 (f ()7 ()ry (f(

Daraus erhalten wir

rgor (@) = g'(f(@o)) - rp(@) + 7 rg(f(2)) 4+ 1p(2)re(f(2))
fiir den relativen Fehler. Also gilt:

(go @)= (g0 f)lxo) +g'(f(w0)) - f'(xo)(w = w0) + (¥ = wo)rgor()

und
lim rgop(z) =0

T—IQ

g o f ist also differenzierbar in xy und es gilt:

Die Kettenregel:

(g0 f) (o) = g'(f(x0)) - ['(w0) = g'(%0) - [ (o) (3.9)

9'(f(xp)) heiBt die &uBere Ableitung
f'(xo) heiit die innere Ableitung

6. Sei f in (xg — &, 70 + €) streng monoton. Dann gibt es eine Umkehrfunktion f’

(J 0 (@) =2 = OV (f(a)) - f(we) = 1= FOV (f(x0) = s =

Die Umkehrregel:
1

-1/ —
d (%0) f'(x0)

(3.10)
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3.7 Rechenregeln fiir Ableitungen

Tabelle von Ableitungen:
1. n € N: (z") = na"?

2. exp/(z) = exp(x)

3. In'(z) =1

4. (%) =a- 27!

5. a € RT: (a®) = a® - In(a)

6. sin’(x) = cos(z)

7. cos'(z) = —sin(z)

8. tan'(z) = COS2 o =1t tan?(z)

9. cot'(z) = —Smgl(x) = —(1 + cot?(x))

10. cosh’(z) = sinh(z)
11. sinh’(x) = cosh(z)

12. tanh'(z) = WQ() = 1 — tanh®(x)
13. arcsin’(z) = 11—952

14. arccos/(z) = — 11—3[:2

15. arctan’(z) = ﬁ

16. arccot'(z) = —H%

17. Arsinh'(z) = 11332

18. Arcosh’(z) = —=

19. Artanh’(z) = —L5

20. Arcoth'(z) = 5

3.7.1 Differentiation von Potenzreihen

Sei f(x) durch eine Potenzreihe f(z) = Y 7 a,(x — xo)" mit Konvergenzradius R > 0
gegeben. Dann ist f auf (xg — R, 2o + R) stetig.

f(x) = /(o) = f(@) = ag = _1% Z an(r —x0)" = ay + Zan(x )

T — Zo T — 2o

a; + (x — xg) Zan(:c —20)" 2= lim @) = J(xo) =

T—T0 T — X
n=2
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3 Funktionen und Stetigkeit
Also gilt
f(x0) = ao; f'(x0) = m

Weiters erhalten wir fiir z; € (xg — R, o+ R) (siche Beweis der Stetigkeit von Potenzreihen)
= Zan(x — 1) = an(:p — )"
n=0 n=0
— [k
bn = (n) ak(ﬂfl — l’o)kin

k=n
Damit gilt
. flx) = f(xy) k 1 /
lim ———~2 =p = E — g k — =
ihe oz — X 1 —\l ar (1 — xo)" ag (a1 — o) f'(x1)

Bemerkung 55. Potenzreihen diirfen also gliedweise differenziert werden.

Beispiel 63.

sin(z) = ;(_I)n@z + 1)
in'(z) = ,;(‘”"m 20+ 1)z = %(-1)" (22)!@«2" — cos(z)

3.8 Anwendungen der Differentialrechnung

Definition 3.8.1. Sei f : I — R. Dann heifit 2y € I eine lokale Extremstelle (lokales Maxi-
mum, lokales Minimum), wenn es ein 6 > 0 gibt, sodass Vo € IN(zg—0,20+0) : f(z) < f(z0)
(lokales Maximum) bzw. f(x) > f(x¢) (lokales Minimum).

Wenn Vo € I : f(x) < f(zo) oder f(z) > f(xo), dann heifit zo globales Maximum bzw.
globales Minimum.

Satz 3.8.2. Sei f : I — R eine in xy € I differenzierbare Funktion, (xg — d,z0 + ) C I und
sei f differenzierbar in xo. Wenn f in xq ein lokales Extremum besitzt, dann gilt f'(z) = 0.

Beweis. Sei f differenzierbar in xg, (xg — d,29 — ) C I und f besitze in zy ein lokales Maxi-
mum.

f(z) < f(xg) fiir x € (g — 9,20 + 0)

F(@) = F(zo) + F(@0)(x — 20) + (2 — 20)r(z), limy sy () = 0

f(z) < f(xo) © [f'(x0) + r(z)](x — x) <O fitr x € (xg — J, 20+ 0)

Annahme: f'(z) > 0:
Dann gibt es ein §’ sodass

(o)

Vo € (xg— 0,20+ 0) : |r(z)] < 5

f(xo) +7(x) > f/;O) >0 fir x € (vg— 8,20 +0") =
[f/(x0) + r(x)](x — z0) > 0 fiir & € (2,29 + ') (Widerspruch!)
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3.8 Anwendungen der Differentialrechnung

Annahme: f/'(z) < 0: Dann gilt: |r(z)| < —@ fir v € (xg — 8,20+ ) fl(x) +1r(z) <
+@ <0 fir z € (zg — 0,29 + 0')
[f'(xo) + r(x)](x — o) > 0 fiir x € (xg — &', 29) (Widerspruch!)

Damit muss f'(zg) = 0 gelten. O

Bemerkung 56. Fiir lokale Extremstellen gilt also f'(z) = 0. Die Umkehrung ist nicht
richtig! Eine Stelle zo, an der f’(zq) = 0 gilt, muss keine lokale Extremstelle sein.

Beispiel 64. f(z) =23, f'(x) = x? also gilt
f'(0) = 0. Andererseits gilt fiir z < 0: f(z) < f(0) und fir z > 0f(x) > f(0)
Es liegt also kein Extremum vor.

Satz 3.8.3. Satz von Rolle:
Sei [ differenzierbar auf [a,b], f(a) = f(b). Dann gibt es ein & € (a,b), sodass f'(§) = 0.

Beweis. f besitzt in [a, b] ein Maximum und ein Minimum.

In dem Maximum gilt f'(£) =0, wenn & € (a,b).

Wenn das Maximum a oder b ist, dann betrachten wir das Minimum 7. Wenn 7 € (a,b), dann
gilt f'(n) =0

Wenn 1 = a oder n = b, dann gilt f(a) ist ein Minimum, f(b) ist ein Maximum (oder
umgekehrt) und es gilt f(a) < f(z) < f(b) = f(z) = f(a) = f(b). Die Funktion ist dann
konstant und es gilt Va € [a,b] : f'(x) =0 O

Satz 3.8.4. Mittelwertsatz der Differentialrechnung

Sei [ :[a,b] — R differenzierbar auf |a,b]. Dann gibt es ein & € (a,b) : f'(§) = f(bg):a(“).

Beweis von Satz 3.8.4. Wir definieren eine Hilfsfunktion g(x) = f(x) — W(z’ —a).
g(a) = J(@) —0 = f(0)

g(b) = f(0) = TO=H9 (b — a) = f(a)

Also gilt g(b) = g(a), g ist differenzierbar und nach Satz 3.8.3 = 3¢ € (a,b) : ¢'(¢) = 0.

g/<x) — f/(x) f(b) f(a undg(g) 0= f/<§) _ %. )

Bemerkung 57. Sei f : [a,b] — R differenzierbar und gelte: Vo € [a,b] : f'(x) = 0. Dann gilt
fir alle € [a,b] : f(x) = f(a). Die Funktion ist also konstant.

Beweis. a < x < b Wir wenden Satz 3.8.4 auf f im Intervall [a,z] an: Dann gibt es ein

€ € (a,x), sodass f'(§) =0 = w = f(z) = f(a). O

Satz 3.8.5. Verallgemeinerter Mittelwertsatz
Seien f,g : [a,b] — R differenzierbar und gelte: Yz € [a,b] : ¢'(x) # 0. Dann gibt es ein

fO)—fl@) _ f'(©
f S (CL, b)7 sodass gb)—gla) — g'(¢)

Beweis. g(b) # g(a) (weil fiir g(b) = g(a) der Nenner verschwindet)
Wir betrachten eine Hilfsfunktion: h(z) = f(z) — L= (4(z) — g(a))

9(b)—g(a)
Dann ist h differenzierbar und: f(a) = h(a)
h(b) = f(b) — L3 (g(b) — g(a)) = f(a) und aus Satz 3.8.3 folgt: I¢ € (a,b) : W'(£) =0
f(b)—f(a) (D)= _ ['(€)
B(€) = /(&) = Jag 9'€) = 0= {55 = 719 -
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3 Funktionen und Stetigkeit

3.9 Anwendungen der Mittelwertsaitze

3.9.1 Beweis von Ungleichungen

Wir wollen die Ungleichung: In(1 + z) < x beweisen (fiir x > —1)
Wir betrachten die Funktion:
g(x) =z —In(l+2); g(0)=0—1In(1) =0

1) z>0: L(g)(o)_ g€ firein0 < ¢ <z

g@)=1-17 =15

g(:p)—xm >0d h.z—In(14+2z)>0,2>0< 2> In(l+2)

1) -1 <z <O g(x) = % Dann gibt es ein £ € (z,0), sodass @ =J(& = ng
Also haben wir: g(z )—xl—Jr£ >0=z>Ih(l+2),-1<x<0

Wir haben bewiesen, dass « > In(1+z) fir z > 0und —1 < z < 0. Fiir z = 0 gilt: = In(1+x).

Beispiel 65. Fiir z > 0 gilt arctan(z) < Arsinh(z) < z

1) arctan(x) < Arsinh(z)

g(x) = Arsinh(z) — arctan(z), g(z) > 0 = Arsinh(x) > arctan(x)
egl0) — o) — (6) ¢ € (0,7)

z—0 T

q'(€) = \/11+£2 — ngg =Y >0= g(z) >0

2) Arsinh(z) < x
h(x) = x — Arsinh(z)

MO = M) — p/();m € (0, )
h'(n)=1- > 0= h(z) >0

1—‘,—772

3.9.2 Berechnung von Grenzwerten

Satz 3.9.1 (Regel von Bernoulli-de 'Hospital). Seien f,g : [a,b] — R differenzierbar und
gelte fir xo € (a,b) : f(xo) = g(xg) = 0. Weiters existiere der Grenzwert lim,_,, %. Dann

existiert auch der Grenzwert lim,_,, E y = = lim, ., g/g;

o @) —f(@o) f_ f@ _ f1©
Beweis. o —glwo) = E un)d nach Satz 3.8.5 = OBIG)

)=9
min(zg, r) < £ < ma
Sei § > 0 so, dass \ ( — Al < e fiir |z — 29| < § (und wegen | — xo| < |z — x| < §) =

f (E f@) _
| Al =L (m) A| < e = limgq 50 = A O
Beispiel 66. Es existiert lim,_, 181(11182) = lim,_,o % = lim,, o =@ — 1
1+z

Beispiel 67.

lim cosh(:v). — cos(x)  lim s‘inh(a:) + sin(x) _ ”9“ _

20 x sin(x) z—0 sin(z) + x cos(z) 0

h 2 h(z) —
cosh(x) + cos(x) ' 2 oy &8 (:c) cos(x) .
2—0 cos(z) + cos(z) + x(—sin(z)) 2 20 xsin(zx)

94



3.9 Anwendungen der Mittelwertsétze

Bemerkung 58. Die Regel von de I’'Hospital erméglicht die einfache Bestimmung von Grenz-

werten der Form ,,8“, also lim, ., %, wenn f(xg) = g(z) = 0.
Beispiel 68.

. : x . 1 . x

111’51 zln(z) = hr(I)l — = hrgl —— = hrgl — =

... fithrt zu keinem Ergebnis.

Satz 3.9.2. Seien f,g : [a,b) — R differenzierbar, gelte lim,_,_ f(x) = lim,_,_ g(x) = oo

und existiere der Grenzwert lim,_,;,_ ;Lg = A. Dann existiert lim,_,;,_ % =
Der Beweis ist @dhnlich, aber etwas komplizierter.
1
Beispiel 69. lim, ,o; x - In(z) = lim, o @ =, 2%=lim, o4 = = lim,04(—2) =0
T z2

Bemerkung 59. Die Regel von de L’Hospital kann also zur Berechnung von Grenzwer-

ten der Form ,,%“, »0 - 00", =“verwendet werden. Dabei kann ,,0 - co“entweder in ,,%“oder
» o umgeschrieben werden.
Beispiel 70.
1 1 — si
tim (= L) = i L)
=0 \sin(z) = =0 zsin(zr)
1 —cos(z) sin(x) 0 0
z—0sin(z) + xcos(z) =0 cos(x) + cos(z) + xsin(—x) 2

Bemerkung 60. Die Regel von de 'Hospital gilt auch fiir Grenzwerte lim, 4 %, wenn

lim, 100 f(2) = lim, 1o g(x) = 0 oder oo.

lim f(z) = lim g(x) =0

T—TQ T—TQ
/
0
lim f'(z) = A= lim M =A ,=°
T—T0 g’(l‘) T—T0 g(x) 0
lim f(z) = lim g(z) =00 = lim J(@) =A 77@«
r—x0 r—x0 T—T0 g({L‘) o
lim f(z) =0, lim g(z) =co= lim f(z)-g(z) = ,0-0c0
hmm%xo f(lm) = hmm%xo g(lx)
0« at@) o0 @
»0 ” 50
hmx%mo f(x) = hm:v%mo 9(37) =00 ) )
hmxﬁmO(f(x) B g(:c)) = hmr%l‘o(i - i) =500 — 00“= hmm%xo(@f fl(z)) :77%“
f(z) g(x) g(z) f(x)
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3 Funktionen und Stetigkeit

Beispiel 71. lim,_,o(cos(z))ct@)* = 100 «

— exp(lim,_,o In((cos(z)) (@) Wir nehmen den Logarithmus und machen eine Nebenrech-
nung:

lim, ,o(cot(z))? - In(cos(z)) = lim, 0 % = lim, g 12(;0&()1))2) (cos(x))?

1 .
In(cos(z)) . 1: 2 7. cos@y (osin(@)
Gn(y? " iMano(cos(2))? = limgyo S = =3

Es ist also lim,_,o(cos(x))(©t@)” = exp(lim,_,o In((cos(z))t@)?*) = exp(5) = %

= hm:v~>0

Beispiel 72. lim,_,o4 2% =,0°¢
= exp(lim; 04 = - In(x)) = exp(0) =1

3.9.3 Die Taylorsche Formel
Wir hatten die Ableitung als 1. Ndherung motiviert:

f(x) = f(xo) + f(x0)(x — o) + (x — x0)r(x), mit lim r(x) =0

T—T0

Wir wollen nun héhere Ndherungen studieren:
(@) = f(zo) + f'(xo)(x — o) + az(a — 29)* + -+ + an(z — 20)" + (2 — 20)"r(2)

mit lim, ., 7,(z) = 0. f(x) wird um 2y durch ein Polynom vom Grad n angenihert. Der
Fehler ist grofenordnungsmafig kleiner als (z — x¢)".

Definition 3.9.3. Hohere Ableitungen Sei f : [a,b] — R differenzierbar.

Dann ist durch
f: a0 = R

2 limy,_o f(z+h)—f(z)

h
die erste Ableitungsfunktion definiert.

Wenn f differenzierbar ist, dann definieren wir f” = (f') usw. f+(z) = (f®(x))’, sofern
™ differenzierbar ist.

f heifit n-mal stetig differenzierbar, wenn alle Ableitungen von f bis zur n-ten Ableitung
existieren und f( noch stetig ist.

Wir schreiben

C™([a,b]) = {f : [a,b] = R|f ist n-mal stetig differenzierbar auf [a, b]}
CO([a,b]) = {f : [a,b] — R|f ist stetig auf [a, ]}

Es gilt:

Wir definieren auch
C)([a,b]) = {f : [a,b] = R|f ist beliebig oft differenzierbar}

Wir suchen eine Darstellung von f in der Form:

@) =" ar(e = z0)* + (@ = w)" - ().
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Wir wissen bereits, dass ag = f(z9) und a; = f'(zo) sein miissen (1. Naherung). Wir wihlen
nun die weiteren Koeffizienten as, .. ., a, so, dass die ersten n Ableitungen der linken und der
rechten Seite an der Stelle xg tibereinstimmen. Dadurch erhalten wir

) (z) = znzf(ﬁ —1).. (= k4 Dagle — x20)F + R®(z)
=k

B f(k)(xo)
ap = k}' .
Definition 3.9.4. Das Polynom
n f(k)(xo)
Tn<f,.77,370) = Z k' ('r_x(])k
k=0

heifit das n-te Taylor-Polynom von f an der Stelle z,.

Sei f nun (n + 1)-mal stetig differenzierbar. Dann betrachten wir:

(= x0)"rn(x) = f(2) = Tu(f, x, 20)

Wir wollen zeigen, dass lim, ., 7,(z) = 0, dass also T,,(f, z, ) tatsichlich die Eigenschaften
einer n-ten Naherung hat.

Wir betrachten ein festes = € [a,b] mit x # x5 und setzen
1
K = ———— (f(z) = To(f, 2, 20)) -

(x — )

Wir wollen fiir K einen alternativen Ausdruck finden. Dazu betrachten wir die Hilfsfunktion

g(t) = f(t) = Tu(f,t,20) — K(t —x0)""".
Nach Definition gilt dann g(zg) = g(z) = 0. Daraus schlieBen wir nach Satz 3.8.3, dass es
ein #; € (0,1) geben muss, sodass ¢'(xg + 61(x — xp)) = 0 ist. Weiters erhalten wir aus der
Definition von g, dass ¢'(zo) = 0 gilt. Wieder kénnen wir Satz 3.8.3 anwenden, um die Existenz
von 6y € (0,1) mit g”(xg+ 0102(x — x0)) = 0 zu erhalten. Durch wiederholtes Anwenden dieses
Arguments (g*¥)(z¢) = 0 fiir k = 1,...,n) erhalten wir schlieBlich 65, ...,6, € (0,1) mit

fir kK =1,...,n. Im letzten Schritt (k = n) wenden wir noch einmal Satz 3.8.3 auf die n-te
Ableitung an:
g™ (x0) = g™ (g + 6105 - - - Op(z — 1)) =0

ergibt die Existenz eines 6,1 € (0,1) mit
gD (29 + 010, - Oy (@ — 1)) = 0.
Andererseits konnen wir ¢+ berechnen:
g (t) = fOHD(E) — K(n+ 1)
Daraus erhalten wir, dass

1
K = mf(nJrl)(x(] -+ 9192 s 9n+1<x — ZU(]))

gelten muss. Die Stelle £ = g+ 60105 - - - 0,1 (x — xp) ist einfach eine Stelle zwischen xy und .
Wir fassen zusammen:
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3 Funktionen und Stetigkeit

Satz 3.9.5 (Satz von Taylor). Sei f : [a,b] — R (n + 1)-mal stetig differenzierbar und sei
xo € (a,b). Sei

f(l‘) = Tn(f, IL‘,I‘()) + Rn(faxa xO)'

Dann gibt es fir jedes x € [a,b] ein & € (min(zg, x), max(xg, x)) (£ liegt zwischen xy und x),
sodass fir das Restglied

Rulf2,00) = s FOD(€) (= o)™

(n+1)

gilt. (Diese Darstellung des Restgliedes nennt man ,Restglied nach Lagrange”.)

Bemerkung 61. Wenn f (n + 1)-mal stetig differenzierbar ist, dann folgt aus dem obigen
Satz sofort, dass

1
lim r,(z) = im — =R, (f,z,29) =0
gilt. T,, ist also tatsédchlich die gesuchte n-te Naherung.

Definition 3.9.6. Sei h : [a,b] — R,z € (a,b). Dann schreiben wir
h(z) = O((x — x0)"),
wenn es eine Konstante ¢ und ein € > 0 gibt, sodass
V|z — 9| < e:|h(x)] < clz — x|

gilt.

Weiters schreiben wir
h(x) = o((x — 0)"),
wenn

lim 7h(az)

T—T0 (l‘ — {L‘O)"

=0.

Bemerkung 62. Damit konnen wir Satz 3.9.5 etwas einfacher formulieren:

f(@) = Ta(f,2,20) + O((z — 20)"*) = To(f, 2, 20) + o(x — 20)").
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Beispiel 73.

f(@) = In(1 + ), 20 = 0
£(0) = (1) =0
f@) = =1
F'(@) =~ /0 = 1
@) = + e /0 =2
) = (1
(= 1) ()

= wog (E=1) n! -zt
RSV

n+1

(n+1)(1+ &

A LA
k=1

¢ =0z,0 € (0,1)

3.9.4 Anwendungen des Satzes von Taylor
Extrema

Wir wissen bereits, dass in einer lokalen Extremstelle der Funktion f die erste Ableitung
verschwinden muss, die Umkehrung dieser Aussage aber falsch ist. Mit dem Satz von Taylor
gelingt es nun, ein allgemein brauchbares Kriterium fiir das Vorliegen von Extremstellen zu

finden.

Satz 3.9.7. Sei I ein offenes Intervall, xg € I und f : I — R n-mal stetig differenzierbar und
gelte f'(zo) = 0. Dann liegt bei xy ein lokales Extremum von f vor, wenn f'(z¢) = f"(xo) =
v = fD(20) = 0 und ) (x0) # 0 gilt und n gerade ist. Dieses Extremum ist ein lokales
Maximum, wenn f™(xq) < 0 gilt, bzw. ein lokales Minimum, wenn f™ (xq) > 0 gilt.

Wenn unter der selben Bedingung an die Werte der Ableitungen n ungerade ist, liegt kein
Eztremum vor.

Beweis. Nach dem Satz von Taylor gilt

o 1
F@) = Fao) + 0 0y b (@ ) o)

fiir eine beschriankte Funktion r(x) (alle weiteren Terme verschwinden nach unserer Annahme).
Wenn n nun gerade ist, gilt (z —x¢)™ > 0 und auf einer Umgebung von x¢ nimmt f(z)— f(zo)
nur das Vorzeichen von £ (x,) an. Damit ist x4 ein lokales Extremum von f.

Wenn n ungerade ist, dann nimmt (z — x¢)" beide Vorzeichen an. In jeder Umgebung von
xo nimmt f(x) — f(zo) daher positive und negative Werte an. Es liegt damit kein lokales
Extremum vor. U
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Monotonie

Wir wollen Bedingungen fiir die Monotonie von reellen Funktionen finden. Sei f : [a,b] — R
monoton wachsend, also

Va,y € [a,b] :y > 2= f(y) > f(x).
Dann gilt

fly) = f(z)

Va,y € [a,b] :y # x = >0=Vz € lab]: f'(z) >0.

Sei umgekehrt
Vz € [a,b] : f'(z) > 0.

Dann gilt

f(z2) — f(z1)

x1,T2 € [a,b] : x1 < x5 (nach Satz 3.84) =
To — X1

= f(€) 2 0,= f(z1) < f(x2).

Bemerkung 63. e Wenn Vz € [a,b] : f'(x) > 0 gilt, dann ist f auf [a,b] monoton
wachsend.

e Wenn Vx € [a,b] : f/(x) <0 gilt, dann ist f auf [a, b] monoton fallend.
e Wenn Vx € [a,b] : f'(x) > 0 gilt, dann ist f auf [a, b] streng monoton wachsend.

e Wenn Vx € [a,b] : f'(x) < 0 gilt, dann ist f auf [a, b] streng monoton fallend.

Wendepunkte

Definition 3.9.8. Ein Punkt xy heiit Wendepunkt von f, wenn der Funktionsgraph in z( die
Tangente ,durchdringt*, d.h. wenn f(z) — f(zo) — f'(z0)(z — x¢) in jeder Umgebung von zg
beide Vorzeichen annimmt.

Unter Verwendung von Satz 3.9.5 kénnen wir

F(&) ~ Flan) — Flao)(e —20) = L0 (@ )2 g

f(k) (z0)

k! (:L‘_xO)k +Rk(f7 $kax0)

schreiben. Wir wollen, dass die rechte Seite in xy das Vorzeichen wechselt, dazu muss der erste
nichtverschwindende Term eine ungerade Potenz von x — xq tragen. Also

fx) =0= f"(xg) =---= fE D (xg), [fOx0)#0, ¢ ungerade.
Bemerkung 64. In jedem Wendepunkt verschwindet die 2. Ableitung (f”(z9) = 0). Umge-
kehrt liegt ein Wendepunkt vor, wenn f”(xq) = f"(z¢) = --- = f“ D(xo), fO (o) # 0, ¢

ungerade.
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»
>

Abbildung 3.5: Wendepunkt

Kriimmung

Wir wollen nun das Kriimmungsverhalten des Funktionsgraphen von reellen Funktionen ge-
nauer untersuchen.

Definition 3.9.9. Eine Funktion f : [a,b] — R heifit (strikt) konvex (,links gekriimmt*),
wenn jeder Punkt (z, f(z)), mit a < u < x < w < b (strikt) unterhalb der Verbindungsgeraden
von (u, f(u)) und (w, f(w)) liegt. (Abb. 3.6)

Eine Funktion f : [a,b] — R heifit (strikt) konkav (,rechts gekriimmt®), wenn jeder Punkt
(x, f(z)), mit a <u <z < w < b (strikt) oberhalb der Verbindungsgeraden von (u, f(u)) und
(w, f(w)) liegt. (Abb. 3.7)

Abbildung 3.6: Graph  einer  konvexen Abbildung 3.7: Graph  einer  konkaven
Funktion Funktion

Wir untersuchen im Folgenden konvexe Funktionen genauer. Analoge Ergebnisse kann man
fiir konkave Funktionen durch ,,Umdrehen® aller Ungleichungen erhalten. Aus der Definition
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der Konvexitét folgt fiir u < v < w

J0) < = f(u) + —— f(w)
und daher
f0) = ) ) = f) ) = ()

Die Steigung der Sekante zwischen (u, f(u)) und (v, f(v)) ist kleiner als die Steigung der
Sekante zwischen (u, f(u)) und (w, f(w)). Diese Steigung ist wiederum kleiner als die Steigung
der Sekanten zwischen (v, f(v)) und (w, f(w)).

)
y

Abbildung 3.8: Graph einer Funktion mit drei Sekanten

Wenn f differenzierbar ist, erhalten wir aus Satz 3.8.4

Fw) ~ f(0) | flw) = Fw) _ fo) ~ f()

w—v - w—u - vV—Uu

f(&) = = ['(&)

also
u<&<v<& <w fl(&) < (&)

Wenn f konvex ist, dann ist also f’ monoton wachsend und nach unseren Uberlegungen zur
Monotonie daher f”(z) > 0. Umgekehrt ist f auf [a,b] konvex, wenn Vz € [a,b] : f"(z) >0
Wir fassen zusammen:

Bemerkung 65. e f ist auf [a, b] konvex, wenn Vz € [a,b] : f"(x) >0
e [ ist auf [a, b] strikt konvex, wenn Va € [a,b] : f"(x) >0
e [ ist auf [a, b] konkav, wenn Va € [a,b] : f"(x) <0
e f ist auf [a, b] strikt konkav, wenn Va € [a,b] : f"(x) <0

Das Kriimmungsverhalten des Funktionsgraphen héngt also vom Vorzeichen der 2. Ablei-
tung ab.

102



3.9 Anwendungen der Mittelwertsétze

Bemerkung 66. Sei 2y Wendepunkt. Dann gilt f”(z9) = 0 und die erste nichtverschwindende
Ableitung ist ungerade. Daher gilt

" To (£-1) Zo " £) Zo L
) = #Gaw) + T = ) o Lo -y T ) R
Oz .
-0 (ﬁ—(z))!(x‘%)l + R

¢ ist ungerade, daher ist auch ¢ — 2 ungerade. In einem Wendepunkt wechselt also f” das
Vorzeichen. Der Funktionsgraph wechselt im Wendepunkt das Kriimmungsverhalten.

3.9.5 Kurvendiskussion

Wir wollen zu einer gegebenen Funktion f eine Sammlung von Informationen iiber f auf Dy
angeben. Folgende Punkte sind enthalten:

1. Definitionsbereich von f:
Dy = {z € R|f(z) ist definiert}
Diskussion der Stetigkeit und Differenzierbarkeit.
2. Nullstellen von Ny = {z € D¢|f(x) =0}
Extremstellen von f: alle lokalen Extrema mit ihren Typ (Minimum oder Maximum)

Wendepunkte von f, sowie die Steigung der Tangente in den Wendepunkten

AN

Monotonieintervalle: Intervalle, auf denen f monoton wachsend, bzw monoton fallend
ist.

6. Kriimmung: Intervalle, auf denen f konvex oder konkav ist
7. Verhalten fiir # — +o00, Verhalten bei Polstellen, Asymptoten

8. Skizze des Funktionsgraphen

Beispiel 74.
f: R—-R

z(z+2)
z = 24342

1. Dy : f definiert fiir 2 + 2 +2#0, 2 + v+ 2 = (x4 5)? — 1 +2 > 0, f ist also fiir alle
x € R definiert, Dy = R

f ist als Quotient von stetigen Funktionen im Nenner ungleich Null definiert. f ist also
wieder stetig und differenzierbar.

2z +2) (2 +2+2)—z(zr+2)2z+1) —2?+4x+4

/

F= (22 + x4 2)2 :(3;2+;C+2)2

gy (2044 +2x+2)? -2 +drx+4)(2®+2+2)2x+1)  22° - 122° — 24z
I= (2 + x4 2)* (224 +2)3
w 6(at —8x® —242” + 8)
/== (22 +2+2)4
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2. Nullstellen:

fl@) =0, +x+2#0=2(r+2)=0=>2=0Ve=—-2= Ny ={0,-2}

3. Extrema: Punkte die in Frage kommen:

ff=0=>—2’+4dr+4=0=a1,=+2+V8
(2 ++/8) = —0,006 # 0 < 0 = lokales Maximum
f(2-V8)=1,639#0> 0= lokales Minimum.

4. Wendepunkte:

fl(x) = 0= 22" — 122 — 242 =0 = 21 = 0,293 = 3+ V21
f'(0) = 1 ist die Steigung der Tangente.
f'(3+v/21) = —0.00514843 ist die Steigung der Tangente.
(3= v21) = —0.56628 ist die Steigung der Tangente.
)

f"(x) # 0 an diesen Stellen.

5. Monotonie: 2 & /8 sind Extrema = f’ wechselt das Vorzeichen.

f(r) < 0,2 < 2 — /8 fallend auf (—o0,2 — V/8)
f'(z) > 0,2 — V8 < x < 2+ V8 wachsend auf (2 — V8,2 + /)
F(z) < 0,2 > 2+ /38 fallend auf (2 + /8, c0)

6. Kriimmung:

z<3—+21= f'(z) < 0= konkav
3—V2l<z<0= f"(z) >0= konvex
0<z<3+V2l= f'(z) <0= konkay
z>3+V21l= f'(z) >0= konvex

7. lim, o f(x) = lim, o f(z) =1

8. Skizze:
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3.9 Anwendungen der Mittelwertsétze

0.75 |
0.5:

0.25:

-0.2

Abbildung 3.9: Graph der Funktion
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4 Integralrechnung

4.1 Das unbestimmte Integral

Frage: Gegeben seien f : [a,b] — R. Gibt es eine Funktion F : [a,b] — R, sodass F' = 7 Wie
bestimmt man F'?

Definition 4.1.1. Sei f : [a,b] - R und F : [a,0] — R mit F' = f. Dann heifit I eine
Stammfunktion von f. Wir schreiben dann:

F(z) = / fz)dz + c.

[ f(z)dz + c heifit das unbestimmte Integral.

Satz 4.1.2. Seien F und G zwei Stammfunktionen von f. Dann ist F' — G eine konstante
Funktion.

Beweis.
F'(z) =G'(z) = f(z) = (F — G)'(x) =0 = F(z) — G(z) = ¢ (konstant).
U

Bemerkung 67. Die Stammfunktion von f ist nur bis auf eine additive Konstante bestimmt.

Rechenregeln
(zu gewinnen aus der Rechenregel der Differentialrechnung)

. /(f(x) +g(x))de = /f(l“)dx+/g(x)dx+c

(aus der Summenregel)

AGR:/Af(x)dx:A/f(x)dx:A-F(x)+c
e Produktregel
(F(2)G(2)) = F'(2)G(z) + F(2)G'(x) = f(2)G(z) + F(x)g(x)
/(f(x)G(x) + F(x)g(x))de + ¢ = F(x) - G(x)

/ (f@)G(2))dz + e + / (F(x)g(z))dx + ¢ = F(2)C(x)

107



4 Integralrechnung

Hieraus folgt die partielle Integration:

Tabelle von Grundintegralen

ma+1

d fl‘ad.’,lj': a+1

+c, fiir a # -1
ofd%:ln|x\+c
ofemd:p:e:”+c

o [cos(z)dx = sin(x) + ¢

o [sin(z)dx = —cos(x) + ¢

Beispiel 75.

Beispiel 76.

Probe:
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4.1 Das unbestimmte Integral

Beispiel 77.

x) = —sin(x)
I = e"sin(x) — €® cos(z) — /e”‘“ sin(x)dx
21 =€"sin(x) — e cos(z) + ¢

/e sin(x)dz = 5(6 sin(z) — e cos(z)) + ¢

Satz 4.1.3. Die Substitutionregel Sei g streng monoton (wachsend oder fallend) und stetig.
YVt € R: g'(t) # 0 und sei ® eine Stammfunktion von f(g(t))g'(t), dann ist (g (x)) eine
Stammfunktion von f.

Beweis. g™V existiert unter den Voraussetzungen.

(@9 (@) = @' (g (@) (g V(@) = Flglg" P (2)))g (9" V(@) (g ()

Nebenrechnung;:

r=g(g" V(@) = 1=g(¢"V@)(g" (@) = (¢ (2) = 7@

und damit

Schreibweise:

Beispiel 78.
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4 Integralrechnung
Beispiel 79.

[t enar= [ rwla=Lro o= re v v

a#0, t=ar+b x=

1
=—(t—"b), dt=a-dx
a a

Beispiel 80.

/QTiﬁm:/¢?§$ﬂxﬂmmm:—/ﬁﬁ@mzz

x = cos(t), dr= —sin(t)dt
zzfgm@mmmﬁ:
= cos(t) sin(t) — /cos ) cos(t)dt = cos(t) sin(t) — /(1 — sin®(t))dt =

cos(t) sin(t /dt + /sm = —t + cos(t) sin(t) + /sinQ(t)dt =
j —t + cos(t) sin(t
2
—1 t)sin(t 1 1
/\/1 — 22dx = i COS2( ) sin ) te=—3 arccos(z) + 5:1:\/1 —22+c

Beispiel 81. Sei f differenzierbar:

£(2)
()"

:/%mzmw+c=mﬂm+c
= f(z), du= f'(z)dx

1
14 22

dx

I= /arctan(x)dx = rarctan(z) — /x

Nebenrechnung:

1 2 1 .
5/1+xx2d:p:§ln(1+x2)+c:>1:xarctan(x)_§1D(1+x2)+c

4.2 Integration rationaler Funktionen

Definition 4.2.1. R ist eine rationale Funktion, wenn es 2 Polynome p und ¢ gibt, sodass

_ p()
R(z) = TR

Bemerkung 68. Polynomdivision: Seien p, ¢ Polynome, dann gibt es Polynome r, s, sodass
p(z) = r(z)q(x) + s(x) gilt. Dabei ist entweder s = 0 oder der Grad(s) < Grad(q) (r heifit der
Quotient, s der Rest).
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4.2 Integration rationaler Funktionen

Beispiel 82. p(z) = 2% + 723 — 62> + 8x + 5, ¢ = 22 + 62 + 7, r(x), s(x) =7

(z* +72% —62> +8x 45) (2?46 +7) =a’+x—19

—zt —6x3 —Tx?
+2°  —132°
-3 —62> Tz
—1922 42
+192%2 —114z +133

115z 138
Damit gilt z* + 723 — 622 + 8z + 5 = (2% + 62 + 7)(2® + x — 19) + 1152 + 138

Bemerkung 69. Wenn der Grad(p) < Grad(q):
p(z) =r(z)q(x) + s(z) = r(x)=0,s=p
o) _ rial@)is@) _ ) 4 sg;, Grad(s) < Grad(q)

q

q(z) q(z)
Bemerkung 70. Sei ¢(x) ein Polynom mit Grad(q) = n > 1. Dann hat ¢ genau n Nullstellen
in C.
Gelte g(aq) = 0, dann gilt wegen
q(z) = (x — aq)q1(z) + s1(z) mit Grad(s;) = 0.

Durch Einsetzen von x = a; erhélt man s; = 0. Damit konnen wir einen Linearfaktor abspal-
ten:

q(z) = (x — oq)qi(x), mit Grad(q;) =n — 1= Grad(q) — 1
Durch Iteration dieses Argumentes erhalten wir eine Zerlegung von ¢(x) in Faktoren:
g(z) =Alzr —a1)(x — ) ... (x — )
q(7) = apr™ + ap_12" 4+ -+ ag,

durch Koeffizientenvergleich ergibt sich A = a,. Die Nullstellen oy, as, ..., «, miissen nicht
alle verschieden sein. Damit kénnen wir gleiche Faktoren zusammenfassen:

q(z) = Az — B)" (& = Bo)** ... (x = B,)"
mit 3; # B; fiir ¢ # j und ky + - - - + k, = n; k; heiBt die Vielfachheit der Nullstelle j;
Beispiel 83. g(z) =2 — 2% — 2+ 1, ¢(1) = 0 d.h. 1 ist eine Nullstelle.

(2t -2 -z +1) (z—1) =23-1
ot 4ad

—x+1

+x+1

qi(z) =23 -1, ¢:(1) =0, 1 ist also eine doppelte Nullstelle

(x? -1) :(z—1) =22+2+1
—z3 42
x? —1
—7? 4
r -1
—r —+1
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4 Integralrechnung

ol L T 1
’ 2 4 2
/@) = (@ — 1) (x—‘l%ﬂ (—‘I%ﬁ)

Bemerkung 71. Sei f(r) = a,2" + ap_ 12" ' + -+ ag mit a; € Z fiir i = 0,...,n

Wenn a,, = 1 und « € Z eine Nullstelle ist: f(«) = 0. Dann gilt ,,« teilt ap“. Jede ganzzahlige
Losung von f(z) = 0 muss ag teilen.

Wenn a,, # 1 und a € Q eine Nullstelle von f ist, o = g, wobei p und ¢ teilerfremd seien,
dann gilt ,,p teilt ap“ und ,,q teilt a,“. Rationale und ganzzahlige Nullstellen von f lassen sich
also durch Probieren finden.

Satz 4.2.2 (Partialbruchzerlegung). Seien p und q Polynome Grad(p) < Grad(q). Seien
ai,...,a. € C die verschiedenen Nullstellen von q mit Vielfachheiten ki, ks, ..., k.. Dann gibt
es komplexe Zahlen A;; (1 <i<r,1<j<k;), sodass

r k;

p(@) _ Ayj
Z Z (r — ay)

q(z) i=1 j=1

N

qgilt.
Beweis. Induktion nach Grad(q).
1. Induktionsbasis: Grad(q) =1 = Grad(p) =0

pz) P %

q(z) Az+B 1z - (—%)
P B

Ap = Ik a1 = )

2. Induktionsvoraussetzung: Die Behauptung des Satzes gelte fiir Grad(q) < n

3. Induktionsbehauptung: Die Behauptung des Satzes gelte auch fiir Grad(q) =n

Induktionsschritt: Sei ¢ ein Polynom von Grad n und « eine Nullstelle von ¢ mit Vielfachheit
k

g(z) = (z — a)*qi(z) und g (@) # 0.
Dann gilt

plx) _ px) :<< ple) A )+< A

q(z) B (x — a)fq () r—a)q(z) (z—a) T — o)k
Wir wollen nun A so wéhlen, dass wir kiirzen koénnen.

ple) A pl) - Aq(r)
(z—a)fq(e) (z—a)b  (z-a)fq(r)
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4.2 Integration rationaler Funktionen

Damit (z — «) gekiirzt werden kann, muss

pla) — Ag1(a) =0
gelten. Wir miissen also
4 - P
¢ ()

setzen. Dann ist
p(r) — Aqi(z) = (¥ — a)pi ()

und wir erhalten

plz) A N pi(z)

g(z)  (z—a)f  q(@)(@—a)
Weil der Grad des Nenners nun n—1 ist, kénnen wir nach Induktionsvoraussetzung den zweiten
Summanden in der behaupteten Form schreiben. O

4.2.1 Bestimmung der Partialbruchzerlegung (Anhand eines Beispiels)
2 —bx +8
x4 — 923 + 2922 — 392 + 18

1)Bestimmung der Nullstellen des Nenners:
Als ganzzahlige Nullstellen kommen nur die Teiler von 18 in Frage: +1, 2, 43, 46, 9, £18

r=1:1-94+29-39+18=0

2=—1:14+9+29+39+18#0

r=2:16-724116 -784+18 =0
(x—1)(x—2) =230 +2

Wir konnen also zwei Faktoren abdividieren:

(xt —92% +292% -39z +18) : (2?2 —-3x+2) =22 —62+9
—zt 4323 —222
—6x3 +272%2 —39x
+623 —182%2 —12x
9x2 —27x 18
—92%2 27 —18

T34 = MT@ = 3, 3 hat die Vielfachheit 2
Damit haben wir den Nenner in Linearfaktoren zerlegt

ot —92° + 2922 — 392 + 18 = (v — 1)(z — 2)(z — 3)*
Nach Satz 4.2.2 konnen wir daher ansetzen

7 —5x +8 A B C D
=923 +2922 -39 +18 -1 x—2 2x-3 (zv—3)2

gGSUCht sind A = AH, B = Agl, C= Agl, D= A32.
2)Bestimmung von A, B, C, D:
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4 Integralrechnung

A=
(f—_&g;){gi . 232 =Ate-1 (:f 2" x(j 37 @ i)3)2)
le:l__54+8:A+0:>A:—1
B =2
(f__ﬁz;xi;)?i j—L 2;2 =5+-2 (:cil 1 :L’EYB (x i)3)2)
- 4_110+8—B+0:>B:2
C,D ="
(x —3)*(a®> —bx+8) Y B C A
-2 —se D=3 (:L’—2+:L’—3+(:c—1))

r=3:D=1

Um C zu bestimmen, differenzieren wir nach z:

2?—5x+8 . 32 A B
(:E—l)(x—Z)_C< )+ D+ (z—-3) <x—1+x—2)
22 -52+8 \  (2z-5)(z—1)(z—2)— (2 —52+8)(2x —3) .
(c6ty) - (- -2)7 =C+E=3))
. (22 =5)(x —1)(z — 2) — (2 — bz + 8)(2z — 3) _ _
> (@~ -2 LT
Wir haben also:
22 — 51+ 8 1 2 1 1

2t —02% +2072 — 39z + 18 x-1 -2 x-3  (x—3)2

und damit

/ x2 —5xr+8
dx
x4 — 923 + 2922 — 397 + 18

1 2 1 1
— d dr — d =
/:L’—lij/:c—Qaj /:c—3 37+/(:U—?>)23j

1
—ln\x—1\+21n|x—2|—ln\x—3\——3+c
x_

Beispiel 84. Gesucht ist
/ 14+ +42% — 23 + 22 + 2°
dx

2 —3x+5x2—6x3+4xt—3x5+ 26

Durch Probieren findet man die Nullstellen des Nenners: a; = 1, ap = 2 und die Faktorzerle-
gung des Nenners

2 — 3z + 527 — 62° + 42 — 32° + 2% = (2 — 1)(v — 2) (2" + 22° + 1)
— (@ =Dz —2)(@® +1)? = (o — 1)z — 2)(x + )z — )?
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4.2 Integration rationaler Funktionen

Wir konnen wieder ansetzen

14z +42? — 2% + 22 + 2° A B C D E F
= + e e
2—-3rv+52?2—6x3 442t —35+2% -1 -2 zxz—i (z—i)? xz+i (x+1i)?

Fiir die reellen einfachen Nulstellen z =1 und = = 2 erhalten wir A = -2, B = 3.
Fiir die komplexen Nullstellen z = +7 haben wir £ = C' und F' = D. Es geniigt also C' und
D zu bestimmen. Dazu multiplizieren wir den Ansatz mit (x — 4)? und erhalten

14z 4422 — 2 + 224 + 25
(x = 1)(x —2)(z +1)?

=D+ Cx—1i)+ (@ —0)*(...)

F=D=1
Differenzieren nach x ergibt:

(5;1:4—|—8:c3—3:c2+8:c—|—1)_

(x—1)(z—2)(x+1)?

(Lot da? a4 200 42020 =)o +0)° + (2 =30+ 220 +0) _
(v — 12z —2)%(x + )! SOt

1 7 7
— i C=—=_tsp="
v L 4 A

Damit haben wir

1 1 11

B 1

1+z+42% — 23 + 22 + 2° —2 N 3 +1 +1 N
23z + 522 — 623 +4at —325+ 25 -1 -2 4(x+i)? 4(x—i)? dx—i dxti

Wegen
11 i 1 1

_Z:c—i—i_ix—i-i_Q(:cQ—l—l)

erhalten wir damit

/ 14+ x+42% — 23 + 22 + 2°
T
2—3:c+5:c2—6:c3+4:c4—3:1:5+:c6

2 3 1 1
d d ——d ———dr =
/x—1x+/:p—2 x+/ 4(x+1)? x+/ (x —1) /2($2+1)x

1 1
3Injz —2| —2In|zr — 1|+ - ( Dz —d)' + - ( ) (z+4)* 5arctan(x)+c:

1
3Injr — 2| —2In|z — 1| —m+§arctan(x)+c

Bemerkung 72 (Komplexe Terme in der Partialbruchzerlegung). Komplexe Terme onn a €
C \ R kommen in der Partialbruchzerlegung paarweise vor: % kommt ebenfalls vor.
Fiir die Integration werden diese beiden zusammengefasst, um einen reellen Ausdruck zu

ergeben B B B
A N A (A+ Az — (Ad + Aa) Bx +C
r—a x—a 22— (a+a@)r+aa  2+pr+q
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4 Integralrechnung
Zur Bestimmung der Stammfunktion gehen wir wie folgt vor:
Br+C B2z + ~iC
2+ pr+q 2+ pr+q 2+ pr+q

B Bp 1
— In |22 Cc—-—= — d
2 n e +px+q|+< 2 )/:c2+p:c—|—q .

Es verbleibt damit noch das Integral

1 dx dx
27dl‘ = ) ) =
r? +pr+q ?+pr+ 5 -5 +q (z+5)2+q-5%

Hier substituieren wir
p? p p?
——t = = ——dt=d
T N Vi o

und erhalten

q— Lt 1
/ /2 arctan(t) + ¢ =
(g — )t2+q—— lq 241 -2
VI~ 1
r+ 5
:ﬁarctan - +c=
9= =
B C B B 1 x+ 2
/Ld:ﬁ:—ln|x2+px+q|+ c—2P) —— arctan 2 +c
2?2 +pr+q 2 2 2 2
q9—7 q9—7
Beispiel 85.
2 sz +1 3 d
/Ldz:/wdﬂ_/ix
?2+r+1 24+az+1 2) 224+z+1
‘+z+1 +12+3
¥+ =(z+= -
2 4
V3 1 V3
Vo m ot o de= 2dt
5 x+2, T 5
] Gt i [
2) 2?+ax+1 2) 3243 2+ 1
T+ 3 2z + 1
V3arctan(t) + ¢ = V3 arctan 2 ) + ¢ = +/3arctan vt +c
. V3
2 1 2 1
das ergibt:/de:—ln\x2+x+1|+\/§arctan vt +c.
24+z+1 2 V3

Integration rationaler Funktionen:

Wir konnen also fiir die Integration rationaler Funktionen folgendes Verfahren angeben:
/ P 4 o
q()
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4.2 Integration rationaler Funktionen

1. Wenn der Grad(p) > Grad(q): Polynomdivision.

p(z) pi(x)
x)=s(x)q(x) + pi(x), Grad < Grad(q) = —/—= = s(x) +
2. Partialbruchzerlegung von %

a) Bestimmung aller Nullstellen des Nenners mit Vielfachheiten. Ganzzahlige Nullstel-
len teilen das konstante Glied; komplexe Nullstellen treten paarweise auf.

q(z) = Az — )" (x —a)® .. (2 — o)™

b) Ansatz:

an) ~ &2 a—ap)

Bestimmung von A;; durch Multiplikation der Gleichung mit (x — ay)*¢, Differen-
tiation nach x und Einsetzen von x = «y

3. Integration der Partialbruchzerlegung:

A,
/ Ay g,
(x — ay)d

a) j>1
Ay 1 1
dr = —
/(x—ag)f o j—1 j(x—ag)7*1+c
b j=1
i. ay € R
Apn B
de =Apln|z —ay| + ¢
r — Qy
1. OégE(C\R

/( An n An )dx:/<Am +A—z1)$€—(Az1Oé_é+A—l1&z) da

r—ap, T—0y 2?2 — (ap+ag)x + ap + g

/ Bz +C
- 276&
e+ pr+q

4. Zusammenfassen: Die Ergebnisse fiir komplexe Wurzeln o, konnen noch paarweise zu
reellen Ausdriicken zusammengefasst werden.

4.2.2 Standard Substitutionen

R(...) bezeichnet eine rationale Funktion ihrer Argumente, also einen Ausdruck der sich nur
unter Verwendung von +, —, -, : bilden lésst.
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4 Integralrechnung

Rationale Funktionen von ¢*

t
dt  dt
e =t, e'de=dt, dv=—=—
er t
Beispiel 86.
dx 1 dt 1
= — = —dt —dt =
s R i ket &
e’ =t
11 A B
- = 4=
t+1t¢t t+1 t
1 B
p—} =—1
s =A+ -+ )=
1 A
—— =B+ ——t=B=1
t+1 +t 1

=—Inlt+1|+In|t|+c=—-Inle"+ 1| +x+¢

Rationale Funktionen von 22 + 1

/R(az, 22+ 1)dx

Wir suchen eine Substitution, sodass  und v/x2 + 1 rational in der neuen Variablen sind.
1
(Ve +14+z2)(Val+1—2)=1, Va?4+1l+z=t Vz’+1—z= o

also
VETT= S+ D), a=i(t-1), do—>
2 t” 2 t” 2
1 1.1 1.\ 1 1
241 = = DN Zt=N=(1+=
/R(:c,\/:c T 1)de /R(Q(t+t),2(t t>)2< +t2)dt
ist eine rationale Funktion in ¢, t = 2 + V22 + 1

Beispiel 87.

/ xdx _/ % ;
Vioiite J i+t

2
1 [tt—1 1 1 1 11 1 1
——dt== [(1—=F)dt==-t+ —==+c=—-(r+Va2+1)+ +c
4/ tt 4/( ) 4 ( ) 12(x + Va2 +1)3
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4.2 Integration rationaler Funktionen

Rationale Funktionen von /22 — 1

/R(m, 22 — 1)dz

(x+vVa2-1)(z—vat—-1)=1
r+Vei—1=t z—-Vi2-1=

1 1 1 1 1 1
=—(t+- 2_1l=—(t—- dr=—-(1——=)dt
v 2(+t)’ v 2( t)’ v 2< t2)
Beispiel 88.

111, 1 12 -1?2 1 2 1
2 _ — — — — )= — — = — - = — — — —
/\/:c ldx /2(t t)2(1 tz)dt 4/ 5 dt 4/(15 t+t3)dt

21 1 1 1 1
= — ——Inlt| - = +c==((z + Va2 - 1) - ——Injlz+ Va2 —-1|+c=
|| St VT ) - e VAT

8 2 8t?
1 1
51’\/$2 —-1- §In|x+\/az2 —1l4+c=
1 1
= 5:10\/:162 —1- 5 Arcosh(z) + ¢

Rationale Funktionen von /1 — 22
/R(:c, V1 —2?)dz

Die Gleichung

Vi-22=y, 224+¢4°=1

beschreibt einen Kreis.

> <

(z,9)

(_170) .

Wir legen eine Gerade durch den Punkt (—1,0) mit Steigung ¢
y=t(z+1)
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4 Integralrechnung

und schneiden diese Gerade mit dem Kreis:
Ptz +1)2=1
2*(1+ 1) 4+ 2t>z +t* — 1 = 0 hat die Losung z = —1
A+ H?+ 20+t 1o +1= 1+ + (> - 1)
Der zweite Schnittpunkt 16st die Gleichung: (1 + ¢*)z — (> — 1) = 0. Damit ergibt sich

t*—1
Tr =
1+1¢2
und _ 5
—t t
=t )=t(——+1) =
y=tet )=t g T =55
Fiir die Substitution ergibt sich daher
*—1 2t 4t
Ter VTer ™ (12 +1)2
-1 2t 4t
R(x,V1—2?)dz = [ R dt
/(x’ =) / <t2+1’t2+1)(t2+1)2

Beispiel 89.

2 4 2
V1 —22dx = t t dt = 8#alt:...
(

2+1 (2+1)? {2 +1)3
Rationale Funktionen von vax? + bz + ¢

/R(az, Vax? + bx + c¢)dx

b b — 4ac
2 b — N2
ax” +bxr + ¢ a(x+2a) 1

A = b? — 4ac heiBt die Diskriminante

2 2
ax2+bx+c:a<x+i> A—H<%-a<x+2—ba> —sgn(A)-sgn(a))

2a) 4a 4|
mit
+1 a>0
sgn(a) =¢0 a=0
-1 a<O.

Damit ergibt sich

2
A 2 b
ar® +br +c = 141 sgn(a) < ar = ) —sgn(al)

|a| VA
_ 2ax + b

VA

S L [IA]

ar? +br +c= 5 W\/sgn(a)t2 —sgn(al).
a

Je nach den Vorzeichen von a und A liegt einer der Fille 4.2.2, 4.2.2 oder 4.2.2 vor.
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4.2 Integration rationaler Funktionen

Rationale Funktionen von /x —a und x — b

/R(x, Ve —a,Vr—>bdx, a#b

Vz—a+Vr—b)(Vr—a—Vr—b=b—a

b—
Vi—a+vVr—b=t Vr—a—Vr—b= -

t
1 b—
\/x—a:§<t+ ta)
1 b— t  (b—a)?
prpy S P e M (AP Cheuk) ) B
2 t 2 23

PP (£ (RS D WSt N Ut
N 2 t 2 4

4¢2 7

R ) () )

2 2t3
Beispiel 90.

-d O t 1 62+ 1)t -1
/ z - dz dx:/ 21+41+421 <___3>dt:/( +64 +2 )( ) gt
2V/r —1++a —2 t+i+it-H\2 2 4t4(3t2 + 1)

Rationale Funktionen der Winkelfunktionen

/R(cos(a:),sin(a:))da: = /R(cos(x),sin(a:),tan(x),cot(:v))d:c

t = tan (g) , x =2arctan(t), dr =2

dt
142
11—t 2t
i cos(x), e sin(x)
Beispiel 91.
s | et [
1 +sin(z) 1+1ft21+t2 t2+2t+1
t=tans, dr= —dt
2’ 14t

/ 2 dt 2 + 2 +
_ = - C _ C
(t+1)2 t+1 s
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4 Integralrechnung

(cos(t),sin(t))

7/2

4.3 Das bestimmte Integral

Wir wollen die Fliche von Teilmengen von R? bestimmen. Besonders Flichen, die von Funk-
tionsgraphen begrenzt sind.

fig:]a,b] > R, Vxelabl: f(z)<g
G = {(z,y) e R?|z € [a,0], f(z) <y < g(x)}

Spezialfall: f(z) =0
G ={(z,y)lr € [a,0],0 <y < g(x)}

Gesucht ist die Flache von G.

y=g(z)

y = f(x)

Abbildung 4.1: Die Fliache G

Idee: Schliefle die Fliche A zwischen 2 Bereichen ein, deren Fliache bestimmt werden kann,
also Vereinigungen von Rechtecken (A = a - b).

Definition 4.3.1. 3 heifit eine Zerlegung von [a,b], wenn 3 = {xg, z1,...,2,} mit a = zo <
r<---<x,=b
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4.3 Das bestimmte Integral

Yy
A
My
M, M3
mo
M2 Mn—l
ms
M, _o
my | M2 Mpy—g| n—1
DR : x
a=2Tog T1 T2 €3 Ln—-1 b=z,

Abbildung 4.2: Ober- und Untersummen

Definition 4.3.2. Seien

m; = inf{ f(z)|z € [z, xi11]}
M; = sup{f(z)|z € [z, vi+1]}

Die groflere Fléiche

i
L

Mi<l’i+1 - xz) = g(fv 3)

I
=)

i

heifit Obersumme von f zur Zerlegung 3.
Die kleinere Fléche

imi<xi+1 —x;) =: S(f,3)

heifit Untersumme von f zur Zerlegung 3.

Bemerkung 73. Damit gilt (sofern A existiert):

S(f,3) < A< S(£.3)

4.3.1 Eigenschaften von Ober- und Untersummen

1. Sei 37 C 3. Dann gilt
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4 Integralrechnung
Beweis. Sei 35 =31 U{&} mit z; < € < xj4

S(f,32) —S(f,31) =
inf{f(x)|z € [x;,£]}(§ — x;) + inf{ f(z)|z € [§, 231} (zj41 — &) —
inf{ f(z)|r € [zj, zj1]} (2541 — 75) >

m;i(§ —x; + 2541 — &) =m0 —25) =0

O
2. Seien 31, 32 Zerlegungen. Dann gilt
S(f,31) = 5(f,32)
Jede Obersumme ist also grofler als jede Untersumme.
Beweis. B B
S(f:31) = S(f,31U 32) > S(f,31U 32) > S(f, 32)
O

Definition 4.3.3. Riemann-Darboux-Integral :

/f(:p)dx = igfg(fj)

heiflt das obere Riemann-Darboux-Integral

/ f(a)dr = sup 5(.3)

heilt das untere Riemann-Darbouz-Integral.

Definition 4.3.4. Die Funktion f : [a,b] — R heifit Riemann-integrierbar, wenn

7f(a:)da: = Zf(a:)da: = A.

Dann schreibt man )
/ f(x)dx = A
fab heifft das Riemann Integral oder bestimmte Integral.

Satz 4.3.5 (Riemannsches Integrabilitdtskriterium). f : [a,b] — R ist genau dann Riemann-
integrierbar, wenn:

Ve >0:33:5(f,3) - S(f,3) <e
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4.3 Das bestimmte Integral

Beweis. Sei f Riemann-integrierbar mit dem Integral = A. Dann gilt

inf S(f,3) = A = sup S(f, 3)

infS(f,3)=A=¢>0:33:5(f,3 )<A+%
A=supS(f,3) =e>0:33: 8(f,32) > A+ 5
3=31U3:5(£3) ~S(£,3) SS(£.31) — S(£.3) < A+ 5 —(A—7) =«

Umgekehrt: Gelte
Ve >0 33 g(f)S) _ﬁ(f73) <e

Dann gilt auch
b

< 7]”(37:)6&j - Zf(w)dx <S(f.3)-8(f,3)<e
b b b b
V5>0,O§/f(x)dx—lf(x)dx<5:>/f(x)dx:lf(x)dx

Nach Definition ist f daher Riemann-integrierbar. O

Also gilt:

Satz 4.3.6. Sei [ : [a,b] — R stetig. Dann ist f Riemann-integrierbar.

Beweis. Wir zeigen, dass Ve > 0,33, sodass S(f,3) —S(f,3) <e
Sei € > 0, dann gibt es ein 6 > 0:

€
Yo,y € [o,]  lo — 9] < 0= 11(2) — fl)| <
Sei 3 = {xg,x1,...,2,} die Zerlegung:
b—a
ri=a-+1 , x9=a, x,=0>h,
n
und sei n so grof3, dass I’_T“ < 0 gilt. Dann gilt
. n—1
S(faS) - §(f>3) - Z(Mz - mz)(xz-‘rl - xz)
i=0
Nebenrechnung:
M; = sup{f(2)|x € [vi,zip1]} = f(&), & € [wi, wigd]
=inf{f(z)|z € [z, zisa]} = f(m),  mi € [wi, Ti41]
b—a €
i—nil <—— <9 i) — J(mi) <
(& —mil < ——= <= f(&) — fm) < 5—
Somit ist

S(£,3) = 5(,3) gz Ll S

125



4 Integralrechnung

Bemerkung 74. Wir haben im Beweis folgende Eigenschaft verwendet:
Ve>0:30>0:Va,y €la,b]: |z —y|l<d=|f(x)— fly)| <e

Eine Funktion f mit dieser Eigenschaft heiit gleichmdfig stetig auf |a, b].
Zum Vergleich: f ist stetig im Punkt x:

Ve>0:30>0:Vye[ab]:|lx—y|l<d=|flx)— fly)| <e
f ist stetig auf [a, b]:
Vo €la,b]:¥e>0:30 >0:Vy € [a,b] : |z —y| <d=|f(x)— fly)| <e.

Hier héngt 6 vom Punkt x ab. Die gleichméflige Stetigkeit besagt gerade, dass man ein von x
unabhéngiges ¢ finden kann.

Auf abgeschlossenen, beschriankten Intervallen ist aber jede stetige Funktion gleichméfig
stetig (der Beweis kann z.B. mit dem Satz von Bolzano-Weierstrafl gefithrt werden). Unsere
Annahme im Beweis ist also gerechtfertigt.

Beispiel 92.

1 2 n 1
R Ui ) it
n—1 . 2 n—1
= i+1\"1 : 1 n(n+1)(2n+1)
S = [ 1 2 _ -
F3 =3 () w0 =
—/i\’1 1& 1 (n—1)n(2n—1)
ﬁ(faB): <_) — =3 22:—3
imo N/ S n 6
1 14+ o4+ 1 1
lim S(.3) = lim S(£.3) = [ 2%z = tim O )6< ta) _ 3
n—00 n— 0 n—00
Beispiel 93.
2 d_.r »
LT
3 ={x ‘SL’Z—QW und i=0,...,n}
n—1 n—1
1 Z; 1
S(£.3) = 3 i — ) = g;( . 1) =n(2r - 1)
n—1 1 nl "
= i i) = 1— : = 1— 27%
S(f’ 3) ; Tit1 (3: o ) z21< xi+1) n( )

lim n(exp(%ln@)) — 1) = In(2)

n—oo
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4.3 Das bestimmte Integral
Beispiel 94.

0 sonst

ﬂwz{leQ

x e [0,1]:

M; = sup{ f(z)|z € [z;, zin]} = 1,
also gilt S(f,3) = 1.

m; = sup{f(z)|x € [z;, zi11]} = 0
also gilt S(f,3) = 0 und damit

inf S(f,3) =1#supS(f,3)=0.
f ist also nicht Riemann-integrierbar.
Satz 4.3.7. Sei f : [a,b] — R monoton, dann ist f Riemann-integrierbar.

Beweis. Sei f ohne Beschréinkung der Allgemeinheit monoton wachsend.

b—a b—a

T =a+1 yo Tigl — T =
n

n

Dann gilt

M; = sup{f(@)|z € [z;, zin]} = [(@i41)
m; = inf{ f(z)|x € [z;, 2i11] = f(z:)

Es gilt also: B

Bemerkung 75. Sei f auf [a, b] Riemann-integrierbar. Dann gilt fiir ¢ € [a, b]:

l%@n:é?@m+[%@m

Bemerkung 76. Wenn f, g Riemann-integrierbar auf [a, b] sind, dann sind auch f+g¢; f-g¢
Riemann-integrierbar auf [a, b]. Es gilt:

KﬁmiﬂmM:A%@MiLZWM
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4 Integralrechnung

Bemerkung 77. Sei f Riemann-integrierbar auf [a, b] und sei [c,d] C [a, b], dann ist f auch
auf [c, d] Riemann-integrierbar.

Satz 4.3.8. Mittelwertsatz der Integralrechnung: Sei f stetig auf |a,b], dann gibt es ein
€ € (a,b), sodass

&/mexzw—aV@>
Beweis.

M = sup{f(x)|z € [a,8]} = f(x1)
— inf{f(2)|e € [a,b]} = f(a)

b
m(b—a) = S(f, {a,b}) < / f(w)dz < S(f, {a,b}) = M(b—a)
f(xy) <

nach Satz 3.2.8 gibt es daher ein &, sodass

(z2)

ia / ’ f(x)dz

Definition 4.3.9. Sei a < b:

/ab f(z)dz = _/ba f(z)dz
| sty -

Bemerkung 78. Mit dieser Definition gilt weiterhin: fab = [*+ fcb, fiir beliebige Werte von
a, b, c im Definitionsbereich.

Wie betrachten nun fiir eine stetige Funktion f: F'(x f f(t)dt das Riemann-Integral als
Funktion der oberen Grenze. Dann gilt

x+h
F($+h)—F(:c)=/ f(t)dt = hf(g(h), mit  lim g(h) =
F(x+h2L—F(x) = f(§(h)) = lim (:c+h) F(x)  tim 7€) = f(2).

F ist also in z differenzierbar und es gilt F'(x) = f (x) F ist also eine Stammfunktion von
f. Sei G eine Stammfunktion von f. Es gibt daher nach Satz 4.1.2 eine Konstante C', sodass
G(z) = F(x) + C gilt fiir alle x.

/f Ydt+C, x=a= G(a /f Jdt+ C =

Dies fassen wir zusammen:
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4.3 Das bestimmte Integral

Satz 4.3.10 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). Sei f stetig auf [a,b] und F
eine Stammfunktion von f. Dann gilt:

b
/ f(@)dz = F(b) — F(a) = F(2)["= = F(z)]’

Beispiel 95. Sei
G={(z,y) ER} -1<2<1,0<y<VI—2a?

ein Halbkreis mit Radius 1. Die Flache des Kreises mit Radius 1 ist:

1
A:Q/ V1 — 22dx
-1

I = /m(zx =?
z = cos(t), dx= —sin(t)dt
I—/mdx—/sm )(— sin(t)dt) = /sm (t)dt

cos(2t) = cos®(t) — sin*(t) = 1 — 2sin’(t) = sin’(t) = %(1 — cos(2t))

1 — 1 1
=3 /(1 — cos(2t))dt = —Tt + 7 sin(2t) + C = —%S(‘”) +50V1-a7+C

A= (—zabrccos(:zc)+26\/m>}1 =0+0—(—7+0)=m

Eine andere, bessere Moglichkeit das Integral zu 16sen wére:

1 arccos(1) 0 T
) / V= dr = / 2 sin(t)(— sin(t))dt — — / 2 sin?(t)dt — / 2 sin (1) dt
1 T 0

arccos(—1)

Wegen sin(t) = — cos(t + ) gilt

und damit / sin(t)dt = / cos?(t)dt.
0 0

Nun verwenden wir sin(t)? + cos(t)? = 1, um

/Ow(sm () + cos())dt — /W Lt = ] = 7

und damit / sin? = — :> / 25111
0

zu erhalten
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4 Integralrechnung

Substitutionregel fiir bestimmte Integrale

Satz 4.3.11. Sei g : [a,b] — [c,d] bijektiv und differenzierbar. Sei f : [c,d] — R Riemann-
integrierbar. Dann gilt:

[ s = [ gl = /::)d)f<g<t>>g'<t>dt

Beispiel 96.

]:/1—93
0o VaZ4+2x+2
u=(zr+1), du=dzx
r=0—-u=1 z=1—-u=2

1 \/u2+1
1 1 1 1

1 1
du:§<1—|—t—2>dt, u=1-=t,=1+Vv2, u=2-t=2+V5

24V5 gy 2++5
[:/ — 7™V =12+ v5) — In(1 + v2) = In
s T n[t][; Y5 = In( ) — In( ) Y

4.3.2 Weitere Aufgaben die auf bestimmte Integrale fiihren

Definition 4.3.12. Sei 3 eine Zerlegung von [a,b] und &y, &, ... &, 1 Punkte aus [a,b] mit
fi S [.’L‘i,ﬂfiJrl],’i = 0,1,...,71— 1

E= {an fla .- -gnfl}v

E) =Y f(&) (wipr — )
=0

heift Riemannsche Zwischensumme zur Zerlegung 3 und zu den Stiitzstellen =.
max(zit1 — ;) = || 3]
heilt die Feinheit der Zerlequng 3

Es gilt: .
5(f,3) < R(f,3,5) < 5(/,3)

Wenn die Feinheit der Zerlegung 3 klein wird, wird auch die Differenz

S(f,3) = 5S(f,3)
klein. D.h.:

Ve>0:36>0:V3:|3| <d=S(f,3)—S(f3

=Ve>0:30>0:V3:V=:||3]| <d=|R(f, 3,2 /f Jdx| < e
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4.3 Das bestimmte Integral

Definition 4.3.13. Wir schreiben
b
lim R(f,3,2) :/ f(z)dz
I13]1—0 a

fiir

b
Ve > 030> 0:¥3:VE: ||3] <= |R(f,3,E)—/ f(@)da| < <.

Bogenldnge von Kurven

Sei f: [a,b] — R stetig. G = {(x,y) € R*|la < x < b,y = f(z) ist der Graph oder die Kurve.
Wir wollen dieser Kurve eine Lénge zuordnen. Sei 3 eine Zerlegung von [a, b]. Dann definieren
Wir:

L(f,3) = z_: V (@ip1 — )2+ (f(in) — f(x))?

die Lange des Polygonzuges.
Y

A

Abbildung 4.3: Bogenlénge

L(f,3) ist immer kleiner als die Liange der Kurve und es gilt
31 € 32 = L(f,31) < L(f, 32)

wegen der Dreiecksungleichung

Definition 4.3.14. Die Kurve G heifit rektifizierbar, wenn

L =sup L(f,3) < o0
3

gilt, L heifit dann die Bogenldinge.

—_

n—

L(f,3) = _ V(@i — 23)2 + (f(i) — fl@))?

7

I
=)

f sei differenzierbar auf [a, b]:

f@ipr) = f(z:) = (@i — ) f1(€), @ <& <miga.
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4 Integralrechnung

Dann konnen wir

—_

n—

L(f.3) = 2_V1+ (J(©))(wim1 —2i) = R(V1+ (€))%, 3,5)

7

I
=)

schreiben. L(f, 3) léasst sich also als Riemannsche Zwischensumme ausdriicken.

Wenn [’ stetig ist, dann ist \/1 + (f’)? Riemann-integrierbar und es gilt

b
L:/ 1+ (f'(x))%dx.

Beispiel 97.

‘ Achtung! Der Integrand ist nicht beschréinkt. ‘

Beispiel 98. Beispiel einer nicht rektifizierbaren Kurve: die Koch-Kurve in Abbildung 4.4
(fraktale Kurve). Fiir die Zerlegung 3 wéhlen wir die Teilungspunkte im n-ten Schritt.Dann
besteht das Naherungspolygon aus 4™ Strecken der Lange 37" also

ey (1)

n(5)
lim [ -] =
n—oo \ 3
Sei die Kurve C' gegeben durch eine Parameterdarstellung:
C:x=x(t), te€la,b]

also:

x = x(t)
y=y(t)

z=2z(t) (im 3-Dimensionalen)

Sei 3 eine Zerlegung von [a, b],

3: {t07t17"'7tn}
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4.3 Das bestimmte Integral

Abbildung 4.4: Die Koch-Kurve

= 3 Ixltier) ~ <@l

C' ist rektifizierbar, wenn sup L(C, 3) < oo

= 3 Ixltien) x(t)l = YV Galhs) — 20+ (o) — 910

(z(tiv1) —o(ts) = 2(m)(tin — ti)  (Y(tirr) — y(ts) = 9(7) (Liv1 — )

Im Zusammenhang mit Kurven schreibt man die Ableitung von z: & und nicht 2’

Z\/ &(7:))? 4+ (9(7:))* (tir — 1)

= Z V (@(7)) y(7:))? (tigr —ts)

+ Z(\/(if(n))2 +((7))2) = V(@ (r))? + (§(7))?) (ti — 1)

~ Z \/ Tz l))z(twrl \/ 2,3, T
T = {7'0, 71, ---Tn—l}

Seien 1,7 stetig. Dann ist auch \/(%)? + (¢)? stetig und daher Riemann-integrierbar. Es gilt

daher
L =sup L(C,3) = / V()2 + g(t)2dt

Und im 3-Dimensionalen:

b
_ / VED? T 90 1 202t
Bemerkung 79.
ds = /1% + 92dt

heifit das Bogenelement
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4 Integralrechnung

Und im 3-Dimensionalen:
ds = /&2 + g2 + 22dt
Man schreibt gelegentlich
ds® = (&dt)* + (ydt)? + (2dt)?
Tdt = d—xdt:d:p,...
dt
ds? = da® + dy? + d2*

Beispiel 99. Kreislinie
x = cos(t),y = sin(t), t € [0, 27)

/\/ ) + g2(t)dt = /1dt:t|g:t
= —sin(t), ¢ =-cos(t), @*-+g®=sin(t)?+ cos(t)* =1
L(27) = 2m Umfang des Einheitskreises.

Bemerkung 80. Der in Definition 3.4.5 definierte Wert von 7 hat also tatséchlich etwas mit
dem Kreisumfang und der Kreisfliche zu tun.
Die Leibnizsche Sektorformel

Wir wollen die Fliache des Sektors bestimmen, der von der Kurve
C:x=ux(), y=y(t), telab,

sowie den beiden Strahlen, die den Ursprung mit dem Anfangs- bzw. Endpunkt der Kurve
verbinden, begrenzt wird.(Abb.4.5

Sei 3 eine Zerlegung des Intervalls [a,b]. Dann approximieren wir die Fléche des Sektors
durch Dreiecke.

i
L

F(C,3) = (z(t)y(tiva) — z(tiv1)y(t:)) =

DN | =
-
I
()

i
L

(x(t)y(tivs) — z(tiv)y(tin) + o(ti)y(tivr) — 2(tig1)y(ti))

I
7

_ % -_ (y(ti)(@(ts) — 2(tis1)) +% ((tis1) (Y (tisr) — y(&))
~ R(- % ,3,T) + <%xy,3,f)
Also haben wir .
F(C) = % / (vy — dy)dt /C (zdy — ydz)
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4.3 Das bestimmte Integral

Yy
A
(@(tn-1),y(tn-1)) __—
Al
A
s/ Vi |
/ / /
/ / / |
/// // // |
o p S | (@(t3 )7 (ts))
(x(ta)yta))f P s = (2(t2), y(t2))
7 -
// /// /// //// /
/7, e /// //
S T ), yh))
// // -7 -7 /’// AN
/// /// ///////// \\
(x(to), y(to))
////:/:C/’/’/’/’
b=z -

Abbildung 4.5: Leibnizsche Sektorformel

Beispiel 100. Kreissegment:(Abb. 4.6)

z(t) =rcos(t), &= —rsin(t), y=rsin(t), y=rcos(t), te]l0,y]

1 [¢ Ly (7
A= 3 / (r? cos?(t) + r?sin?(t))dt = 57“2/ (cos®(t) + sin’(t))dt
0 0
1 v 1 L |
= —7’2/ dt = =r’t| = =r?p.
2"/, 2", T 2

Beispiel 101. Hyperbelsegment:(Abb. 4.7)

x(t) = cosh(t), @(t) =sinh(t), y(t) =sinh(t), y(t) = cosh(t)
cosh?(t) — sinh?*(¢) = 1
A:%A@mﬁ@—ﬁﬁ%ﬁﬁ:%ﬂﬁ:%

belfunktionen Area, weil ihr Wert eine Fliche bestimmt.

Volumen eines Rotationskorpers

5 ist also die Fliche des Hyperbelsegments. Daher heiffen die Umkehrfunktionen der Hyper-

Zunichst unterteilen wir (wie gehabt) das Intervall [a, b] in viele kleine Teilstiicke [z;, ;1]
mit xg = a und 1 = b. In jedem solchen Teilstiick kann das Volumen des entsprechenden
Teilkorpers einigermafBen gut durch das eines Zylinders (V' = r?mh) angeniihert werden fiir
Ober- und Untersummen erhélt man also f(f )QWALUi < AV < f(gi)QwAa:i mit Ax;

_ 24

zir1 — x; und gelte: () < f(z) < f(&;) fiir alle z € [z;, xi41].
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4 Integralrechnung

rt

Abbildung 4.6: Kreissegment

Abbildung 4.7: Hyperbelsegment
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4.3 Das bestimmte Integral

Abbildung 4.8: Volumen eines Rotationskorper

Arbeitet man lieber mit Riemann-Summen, so kann man direkt schreiben: AV; ~ f (gl-)z T Ax;
mit & € [z, ;41]. Macht man nun die Zerlegung immer feiner und feiner, so konvergiert

(unter entsprechenden Voraussetzungen) die Ndherung O ~ Zz‘]\io f ({Z)Q m Az; gegen den Wert
V= 7Tfab f(x)?dx

Oberflache eines Rotationskorpers

Ahnlich, nur ein wenig komplizierter lisst sich die Oberfliche eines Rotationskérpers bestim-

men. (Auch hier setzen wir wieder voraus, dass f auf [a, b] differenzierbar und integrierbar.)
In diesem Fall geniigt die Ndherung durch den Zylinder nicht mehr, da sie die ,,Schrége”

der Oberfliche naturgemaf nicht erfasst. Ein Oberflichenelement zwischen x; und z;,; wird

stattdessen angendhert durch den Mantel eines Kegelstumpfes:

Rollt man diesen ab, so ergibt sich fiir die Flache: (Abb. 4.10)

AOizg(( +5)* —17) :§(2rs+32) :s-%(w+(r+s)-gb)
=b =by

mit by = ¢r = 27 f(x;) und by = ¢ (r +s) = 2w f(x;41). Der Winkel ¢ ist hier unbekannt,
man benétigt ihn aber auch nicht, denn b; und b, hat man ja ohnehin, und fiir das Stiick s
ergibt er sich nach Pythagoras

mit Af; := f(z;41) — f(2;). Damit folgt fiir das Oberfldchenelement

A.Ti

AO; ~ 2141+ (Afi)Z fla) + fl +1)
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4 Integralrechnung

Abbildung 4.9: Oberfliche eines Rotationskorpers

r S

Abbildung 4.10: Kegelstumpf
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4.4 Uneigentliche Integrale

Durch Anwendung des Zwischenwertsatzes fiir stetige Funktionen und des (ersten) Mittelwert-
satzes der Differentialrechnung erhélt man die Summe

N
O~ 2m > 1+ [(&) f(xi) Az

i=1

mit & und x; aus dem Intervall [z;, z;y1]. Macht man nun die Aufteilung immer feiner, so
konvergiert der obige Ausdruck wiederum gegen den Wert

O =27 / V14 f(x)? f(z)dx

Beispiel 102. Volumen und Oberfliche der Kugel Als Beispiel fiir die Anwendung der
beiden vorhin hergeleiteten Formeln betrachten wir zundchst die Kugel mit dem Radius R.
Diese entsteht durch Rotation eines Halbkreises

f(z) =VR?—2a? x € [-R, R]

um die z-Achse. Das Volumen ergibt sich damit als

R R 3R
VOZW/ f($)2d$=7T/ (R* — 2?) d$:ﬂ[R2$——} = —R®.
-R R 3] 3

Analog erhilt man fiir die Oberfliche (wobei f/(z) = —x (R? — 22)7Y/2 ist):

R R 2
OO:27r/_R\/1—|—f’(a:)2f(a:)dx:2W/_R\/1+ﬁ\/l%2—x2daz:
R R R
:27T/ \/RZ—:L’Q—l—dea::ZﬂR/ dLL’:Q?TRLL’LRIZlﬂ'RQ
-R -R

Das Volumen der Kugel erhélt man iibrigens ebenfalls, wenn man sich die Vollkugel aus Ku-
gelschalen der Dicke dr aufgebaut denkt, von denen dann jede (ndherungsweise) das Volumen
47r? dr hat. Das Gesamtvolumen ist dann

R 318 4
Vo:47T/ r?dr = 4r lr—} :—WR?’.
0 31, 3

4.4 Uneigentliche Integrale

Es ist schon einmal bei der Berechnung der Bogenlinge des Kreises vorgekommen, dass der
Integrand unbeschrénkt war. Dort hat sich herausgestellt, dass trotzdem unsere Rechnung das
richtige Ergebnis geliefert hat.

Wir wollen nun systematisch studieren, wie man Integrale sowohl mit unbeschranktem In-
tegranden als auch mit unbeschranktem Integrationsintervall definieren kann.

Definition 4.4.1. Uneigentliche Integrale
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4 Integralrechnung

L. fab f(z)dz mit limsup,_,,. |f(z)| = oo existiert (konvergiert), wenn

lim /T ’ F(z)dz

T~>a+
existiert.

2. [ f(z)dz konvergiert, wenn

lim / ' f(z)dx

T—o00

existiert.

Beispiel 103.

[e=]

oo B
- . - . B _
e “dr = lim e “dr = lim (—e™®)| = lim —e P+’ =1
0 B—oo /g B—oo B—oo

Beispiel 104.

|
—dx =7
0o ¢

1
/ —dx =7
1 xe

1 11—«
—adx:/xad:c: x +C

1l—«

i
1
a:1:>/—:1n|x|+0
i

1 1
—dr = lim —dr =
0o IT¢ A—0t J4 x®
xlfa

. . 1 Al-o
lim = lim —
A-0t 1—af, 4A-0t\l—-a 1-«
Also
1 1
idgj _ E’ o < ]_
0o T +oo, a>1
[e%s) 1 B
/ —dx = lim —dx =
1 €T B—oo 1 €T
) 1-a |B (Bla 1 )
lim = lim — ,
B—oo 1 —ar|y Boo \ 1 —« 1 —«
also

Satz 4.4.2. Cauchy-Kriterium fiir uneigentliche Integrale:
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4.4 Uneigentliche Integrale

1. Seien a,b € R. Sei a eine uneigentliche Stelle, aber alle Integrale f;+5 f(z)dz, (mait
d > 0) existieren. Dann konvergiert fabf(az)da: genau dann, wenn

to
Ve >0 39 > 0 Vi, ts € (a,a+0) : / f(z)dz
t1

<e€

2. faoo f(x)dx konvergiert genau dann, wenn

Ve >0 dT € R, Vty,to > T : <e

/:2 f(z)dz

Definition 4.4.3. Die uneigentlichen Integrale fab f(x)dz bzw. [ f(x)dz heifen absolut kon-

vergent, wenn fab | f(x)|dz baw. [7|f(x)|dz konvergieren.

Satz 4.4.4. Seien die uneigentlichen Integrale f:f(az)da: bzw [° f(x)dx absolut konvergent.
Dann sind sie auch konvergent.

Beweis. fab | f(x)|dx konvergiert:

to
Ve>0:36>0: Vit € (a,a+0): / f(2)|dz| < =
t1
Dann gilt
to to
/ f(z)dz| < / |f(z)|dx < e.
t1 t1
Dann konvergiert fttf f(z)dz nach dem Cauchy-Kriterium. O

Satz 4.4.5. Majorantenkriterium:

1. Sei f auf [a,b] positiv und fabf(x)dx konvergiere. Sei weiters |g(z)| < f(x) fir alle
x € [a,b], dann konvergiert ffg(a:)da:

2. Sei f auf [a,00) positiv und [ f(x)dx konvergiere. Sei weiters |g(z)| < f(z) fir alle
z € [a,00), dann konwergiert [ g(x)dzx.

Satz 4.4.6. Minorantenkriterium:

1. Seien f, g auf [a,b] positiv und gelte: f(x) < g(x) fir alle € [a,b]. Das Integral fab f(x)dx

sei divergent, dann ist auch ffg(:p)d:p divergent.

2. Seien f,g auf [a,00) positiv und gelte: f(z) < g(z) fir alle € [a,00). Das Integral
[ f(x)dz sei divergent, dann ist auch [~ g(z)dx divergent.

Beispiel 105.

< 1 | <
—emd:c:/ —e:”daz—i—/ —e *dx
/0 VT 0 VT R
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4 Integralrechnung

Das Integral ist positiv. Die Stammfunktion ist keine uns bekannte Funktion.

oo T 0
1
/ e “dr = lim e “dr = lim (e_“”)f = - :>/ e “dx konvergiert.
€ 1

1 T—o00 1 T—o00

= / = “*dx konvergiert

= / e~ “dx konvergiert
Beispiel 106.
> 1 "1 > 1
/ —e dxr = / —e”““d:z:+/ —e “dx
o ¥ o L 1 T
1 _ 1
0<zr<l=——€*">—
x ex
1 1
— / — divergiert
e x

1
= / —e *dz divergiert

= / —e *dx divergiert.
0 T

4.5 Numerische Berechnung von Integralen

Sei f : [a,b] — R. Gesucht ist dann fab f(z)dz = Die Bestimmung einer Stammfunktion ist oft
sehr aufwendig (gelegentlich auch unmdoglich). Oft gentigt aber ein numerischer Wert fiir das
Integral mit einer gewissen vorgegebenen Genauigkeit.

Wir versuchen einen Naherungswert fiir das Integral unter Verwendung von dquidistanten
Stiitzstellen zu erhalten (z; = a + i%=%).

Satz 4.5.1 (Trapezformel). Sei f : [a,b] — R zweimal stetig differenzierbar und

_ b;a ; fx:) +2f(37z+1) _ b;a <%f(xo) + flz) + -+ flap) + %f(xn)) .
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4.5 Numerische Berechnung von Integralen

Dann gilt

b 3
(b - a) "
/a f(x)dx A’ < o ;gﬁ,}g} | ()]

Die Néherungsformel fiir die Flidche entsteht, indem man die Fliche unter dem Funktions-
graphen durch die Flache unter dem Polygonzug approximiert, der die Punkte (zo, f(x¢)),

(21, f(21)),. .. (xn, f(2z,)) miteinander verbindet.

Y
4

\f(ld)

f($2)

f(xs) f(zn)

S

> T
Tn—1 b:xn

a=2xog I1 i) X3

Abbildung 4.11: Zur Trapezformel

Beweis. Wir betrachten der Einfachheit halber das Intervall [0, 2] mit h = (b — a)/n. Durch

partielle Integration erhalten wir

/Ohf(x)dx: (x—%) f(x)h_/oh(x_ﬁ)f/(x)dx:

GO + )~ 5 (@~ he) £(2)

| S

§<f(0) + f(h)) + % /0 (2% — ha) f"(x) dx.

Die Néherung %(f(0) + f(h)) unterscheidet sich vom Integral also um %foh(xz — hz) f"(x) dx
Dieses Integral schiatzen wir nach dem Mittelwertsatz ab

1" 1 " h

| @ = napey s = 350 [ oy do =~ 50

0 0

2

fir ein £ € [0,h]. Indem wir die obige Rechnung auf jedes Teilintervall [z;, z;;1] anwenden
und |f”(€)| durch das Maximum der zweiten Ableitung auf [a,b] ersetzen, erhalten wir die
U

Behauptung.
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4 Integralrechnung

Satz 4.5.2 (Die Simpsonformel). Sei f : [a,b] — R viermal stetig differenzierbar, h = I’Q_—n“
und

Cm
COIF
/\

i (a+ 2kh) + nzf(a+(2k+1)h)+f(b)>:
f(

(fla)+2f(a+h)+4f(a+2h)+2f(a+3h)+4f(a+4h)+ -+ f(b)).

w| =

Dann gilt

(b - a’)5 "
dr — Al < )
z)de ‘ < Segont 2 17 (@)l

Beweis. Ahnlich wie beim Beweis der Trapezformel geniigt es das Integral f " f(x)de =

fi)h f(z)dx + fo x) dx zu betrachten und mehrfach partielle Integration anzuwenden:

/Ohﬂx)dx: (v %) 0 ‘/ (245 ) o1 -

aien+ 20 - (S22 1) rw (5 ) e =
Bren s 20 - o+ (5B ) | -
/_(; (%3 + %ﬂ + %) f"(x)de =
Bem s 20 - o - (2 2B o
h 2h

0 (IA h[L‘g hQZL‘Q h4

h2 ! h4 " "
sI+ 10 = Ero o [ (G4 e - ) s

—h
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4.5 Numerische Berechnung von Integralen

Ebenso formen wir das zweite Integral um:

" 2h ot 2h
/0 f(l’)dl’:(x—?)]%l’)o—/o <$—?)f($)dl’:
2h h 2> 2hx K2\ L, " (" (2% 2hx B? , B
Ef(o)‘irgf(h)— <§—T+E>f(l’)o+/o <5+T+€>f (x)de =
2h h h* , x> ha* Rz ,
2O+ 51w+ o (5= B e

h /.3 2 2
x hx hx\ .,
I B — d:

/0<6 3+6)f(:c)x

2h h h? zt ha® B2 Rty
20+ 5w+ ro- (5 - - D)

h 4 3 2,..2 4
x hx h*z h ”
—_— e — —_—— d p—
/0 <24 0 T 72)f (z)de

2h h h? ht ., Mt ha® B2 Rt L,
IO 510+ 0 = o+ [ (5=t R B )

Indem wir diese beiden Gleichungen addieren, erhalten wir

h

0

h

+
0

[ t@rde = L)+ 0+ 300+

O /at  ha® B2 RY\ L, hrat ha® h2? hY
- o o 7 d s o 7 nn d —
/h( Ty TR 72)f(x) 5”/0 (24 0 T 72)f(x)x

24
h
51+ GO+ 500 + 25 [ (= falBlal + 1)) d

Das Restglied schétzen wir mit der Dreiecksungleichung unter Verwendung des Mittelwertsat-

zes ab

1 h
75 [ =l ke + 1)) o] <
5

1 //// h’ "
h)dr = — .
=5 max [f7(@)] [ (= o) (3fe] +h) do = g5 max |f"(x)
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5 Differentialrechnung fiir Funktionen in
mehreren Variablen

5.1 Stetige Funktionen von R?” nach R¢

Definition 5.1.1. Eine Menge U C RP? heifit offen, wenn zu jedem Element x; € U noch eine
kleine Umgebung auch zu U gehort.
Vxo € U 3¢ > 0, so dass gilt: Vx € RP mit ||x — x¢|| < e ist x € U.

Definition 5.1.2. Sei U eine offene Teilmenge von R?, dann heifit f : U — R? stetig in xo € U
genau dann, wenn fiir jede Folge (x;,)neny mit lim,, ., X, = X auch f(xq) = lim,,_, f(x,) gilt,

SVe>0,30>0:VxeU: |x—xo| <d=|f(x)—f(xo)] <e.

Bemerkung 81. f(x) = f(xq,29,...,2p) = (fi(z1,...,2p), fo(@1, ... 2p), ..o, folzr, .o, 2p)),
fi, ..., fq heien Koordinatenfunktionen.

Bemerkung 82. Wenn es gelingt eine Ungleichung: ||f(x) — f(x0)|| < ¢[|x — xo]| fiir ¢ > 0
und ||x — xol|| < d (fiir ein d > 0) zu zeigen, ist die Stetigkeit nachgewiesen.

5.2 Grenzwerte von Funktionen

Definition 5.2.1. A = lim, , f(x) < fiir alle Folgen (X,)ney mit x, € U \ {x0} und
Xo = lim,,_,o X, gilt:

A= lim f(x,) ©Ve>030>0:Vxe U :0<|x—x0|| <d=|f(x)—A| <e

n— o0

Beispiel 107. f(z,y) = "5 definiert auf R?\ {(0,0)} Existiert: lim, ;) (0,0) f(, y) ?

z2+y?
o ey
(Y /(2 9)) = lim(lim Z5=75) = 0
lim (lim f(z,y)) =0

y—0 z—0

Damit haben wir nur Anndherungen zu (0,0) parallel zu den Koordinatenachsen studiert.
Fiir die Existenz des Grenzwertes miissen aber alle Annéherungen berticksichtigt werden.

. 1

Der Grenzwert hangt von der Richtung der Annéherung ab, also existiert lim, ) 0,0y f (2, ¥)
nicht.
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5 Differentialrechnung im R"

5.3 Differenzierbarkeit von Funktionen in mehreren
Variablen
Bisher haben wir Funktionen in einer Variablen studiert. Sei U C R? U offen, f : U — R

stetig auf U. xo € U. Wir wollen f in x( differenzieren.
Wir erinnern uns an die 1. Ndherung fiir Funktionen einer Variablen

g(x) = g(x0) + ¢'(z0)(x — 20) + |z — 201 (g, 20, ), mit lim r(g,z,2) =0

T—T0

Diese Gleichung verallgemeinern wir fiir Funktionen in mehreren Variablen

f(x) = f(x0) + A(x — x0) + [[x = %o||7(f, %0, %), mit lim r(f,x0,x) =0,

X—X0
wobei A eine lineare Abbildung bezeichnet:

(0)

()
Ax —x9) = (a1 ...ap) T2 = T3 =ay(x; — x&o)) + - ay(r, — xéo))
T, — xl(,o)

Unter der Annahme, dass f in x( eine erste Naherung zulésst, wollen wir die Koordinaten
(a1,...,a,) der linearen Abbildung A bestimmen.
Dazu fixieren wir alle Koordinaten bis auf die i-te:

0 0 0
Ir = SL’E ) e x(i—l) = .TEZ-EI), ZL’(H_D = .TEZJ)FI) e ZL’p = SL’Z()O)
und setzten diese Werte in die erste Naherung ein
0 0 0 0
f(xg ). .xgizl),xi,xgiil) . .xl()o)) — f(xg ). .xl()o)) =
ailws = 2”) + s = 2 (£, %0, %)
Indem wir dann durch z; — x; dividieren ergibt sich
0 0 0 0 0 0
@ .:cgizl),xi,xgi}rl) O 0 I b |z — 2]
Xr; — SL’(O) T; — .T(O)
und daher (0) (0) (0) (0) (0) (0)
- Sy w0 ) = flaroap)) .
) O !
Ti—T; xX; €;

Definition 5.3.1. Der Grenzwert

0 0 0 0 0 0
lim fa gy wiagly - ap)) = £ 2y))

0
mi%xgo) T; — I‘E )

heiit die partielle Ableitung von f nach x;, wenn dieser existiert. Wir schreiben dafiir :

of
8:61-

(%0)
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5.3 Differenzierbarkeit in mehreren Variablen

Bemerkung 83. 2L kann nach den selben Regeln der Differentiation von Funktionen von
einer Variablen bestlmmt werden. Dabei sind alle Variablen aufler x; als Konstante zu behan-
deln.

Beispiel 108.
f(z.y) = eV sin(ay)

0

8_f = ™) gin(zy) 4+ @Y cos(zy)y = €@ (sin(zy) + cos(xy)y)
T

0

8_f = e gin(zy) + @Y cos(zy)z = e (sin(xy) + cos(zy)z)
Y

Bemerkung 84. Wenn die 1.N&dherung existiert, dann sind die Koordinaten der linearen
Abbildung A genau die partiellen Ableitungen.

Beispiel 109.

f(z,y) = { mij—ngﬂ (z,y) # (0,0)

0 (z,y) = (0,0)

%y x? . .
|f(z,y) — 0] = x|2+g|/2 = 2P \y\ < |yl < Vy?+a%  fist stetig
lip L@ 0 =100 _ 1, 020 9F 0y

z—0 T z—0 X 8ZL‘
lim f(0.y) = (0,0) = lim 0-0_ 0 g(o, 0)=0
y—0 Y y—=0 gy ay

Wenn f differenzierbar an der Stelle (0,0) wire, dann miifite

f(x,y) = £(0,0) + 0z + 0y + [ (=, y)[|Ir(f, 0,%)

2

Y/ 2r(f,0,x)

$2+y2

gelten mit
2

lim 7r(f,0,x)= lim -

(@y)>00) (@9)=00) (22 4 y2)/22 + ¢2

= 0.

Es gilt aber
t*

1
lim = 0
=0 (2 +2)VE2+12 0 2V/2 7

ist also in (0, 0) nicht differenzierbar, obwohl die partiellen Ableitungen existieren.

Idee: Wir definieren Ableitungen fiir jede Richtung. Sei e ein Vektor mit ||e|| = 1. Dann
definieren wir normierte Richtungsableitungen in Richtung e:

of _ . flxtte) = f(x)

6e t—0 t
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5 Differentialrechnung im R"

Beispiel 110.

Y
f(x’y)—$2+y2’e (61,62)
9 0+ tey,0+tey) — f(0,0 tel)2t 1 2
01 0,0y = i L0 fe1, 0 Pe2) = (0.0) _y  UeTtes 1 _erey
de =0 t =0 (tey)2 + (tex)2t €2 + €2

Die Richtungsableitungen existieren fiir jede Richtung, obwohl die Funktion in dem Punkt
nicht differenzierbar ist.

Satz 5.3.2. Sei U C R? offen, f : U — R und seien die partiellen Ableitungen % stetig in
Xo. Dann ist f differenzierbar in Xgq.

e Interpretation der Differenzierbarkeit

R’ =R*: G = {(z,y,2)|z = f(z,y), (z,y) € R*} Funktionsgraph
Die 1. Ndherung in (o, o) :

0 0
= 9la.) = £, 0) + G (a0 = 20) + G (o, )~ )
ist eine Ebenengleichung mit

f(x,y) —g(z,y) = [|x — o7 (f, X0, %)

Die Ebene z = g(z,y) beriihrt den Funktionsgraphen in (zg,yo) (die Tangentialebene).
Wenn f in (zg,yo) differenzierbar ist, dann existiert diese Ebene.

e Interpretation der Richtungsableitung
Die Richtungsableitung ist die Steigung der Tangente im Schnittbild der entsprechenden
Ebene. Wenn bei einer Funktion alle Richtungsableitungen existieren, aber die Funktion
selbst nicht differenzierbar ist, spannen die Tangenten der Schnittkurven keine Ebene
auf.

5.4 Der Gradient

Definition 5.4.1. Sei f : R® — R in x(, nach allen Variablen partiell differenzierbar, dann
nennt man den Vektor

of
o1
of .
grad f =</ f = | 9= den Gradienten von f in Xq.
o
OTn
Schreibweise: \7="Nabla”
o
da1
0
v = Oxo
o
OTn
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5.5 Funktionen f: RP — RY

Satz 5.4.2. Sei f : R" — R € CY(U.(x0)) und in xq differenzierbar. Dann gilt fiir alle
Richtungen a mit ||a|| = 1:

° % xo (a, grad f|, ) (das Skalarprodukt)

of
o || 5l || < llerad £l i
Hiﬁi‘;?” ist die Richtung des steilsten Anstiegs von f in X
o — ”gﬁfc” ist die Richtung des stirksten Abfalls von f in X

5.5 Funktionen f: R? — RY

Fiir Abbildungen R? — RY ist die “Ableitung” eine g x p-Matrix, deren Eintrige die partiellen
Ableitungen sind. Diese wird Jacobi-Matrixz oder auch Ableitungsmatriz genannt:

o (g) ... (e

INxy,...xp) . %:

Yig) .. Yig)

Die einzige Differentiationsregel, die sich nicht unmittelbar aus den Ableitungsegeln fiir
Funktionen einer Variablen ableiten 1&83t, ist die Kettenregel.

Satz 5.5.1. Gegeben seien die beiden Funktionen:

f: X CRP - R? X offen
g: YCR!—R" Yoffen, f(X)CY

wobei f im Punkt & und g in n = f(&) differenzierbar sei. Dann ist die Funktion
h: XCR - R"

mit h =go f, also h(x) = g(f(x)), in (&) differenzierbar und es gilt

bzw. in ausfihrlicherer Schreibweise:

a(hl,...,hr) 6(91,---,%).8(f1,---afq)_

Oxy,...,xp)  Oyr,... yy) O(z1,...,7p)

Bei der mehrdimensionalen Kettenregel handelt sich um eine Matrizgleichung der Form [r x
p] = [r x q] - [¢ x p]. Schliisselt man die Kettenregel komponentenweise auf, hat man p - r
Gleichungen der Form (i =1,...,r,j=1,...,p)

Ohi _~0g: Ofw _ 99: 0K 9gi O

Oz; <= Oy ox; Oy Ox; T Jy, Ox;

151



5 Differentialrechnung im R"

Polarkoordinaten

Fiir den besonders hiufig vorkommenden Fall der Umrechnung von kartesischen in Polarko-
ordinaten und umgekehrt sind die entsprechenden Ableitungen zusammengestellt (mit r =

V2% + y% und ¢ = arctan ¥):

or x T COS or Y rsin @ )

— = = = COS o = = = sl
ox 1/;L'2~|»y2 r 14 8y 1/;L'2~|»y2 r 14
dp 1 -y y  sing dp 1 I x  cosyp
8x_1+?;_z 2 x4y r ay_1+g_§ r x4y 7

Diese Ausdriicke erhdlt man, wenn man die Transformationsformeln x = r cosg und y =
r sin ¢ nach x sowie nach y ableitet und das entstehende lineare Gleichungssystem 16st.

Y

A

Abbildung 5.1: Ebene Polarkoordinaten

Beispiel 111. Wir nehmen eine beliebige geniigend oft diffeernzierbare Funktion U(z, y) als
gegeben an und betrachten den Differentialausdruck

den wir auf Polarkoordinaten transformieren wollen.Wir definieren
u(r, @) == U(rcos p, rsin p)

und rechnen um
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5.6 Hohere Ableitungen und Satz von Taylor fiir RP — R

W = xa—U—ya—U—rcoscp(%@ @%)_Tsin(p(ﬁu&r’Jr@u&p)
dy 0 ordy 0Oy dy ordr 0Oy Ox
= rcosg0<%sin<p+%cos<p)—r51ng0<%cosg0—%$mp)
or dp r or dp r
, Ou . 5, Ou Ou
= cos g0%+sm (p%:%

28U

Wir transformieren den Ausdruck W = 2y2Y oo +y auf Polarkoordinaten. Dabei definieren

wir wieder u(r, @) := U(r cos g, rsin ¢):

ou  ,oU
W = xya + 9? 8y
= r?cosysin Ou Or + Ou &0 + r? sin® Ou Or + @% =
- PN\ Orar T 9 ox P\oroy  opay)
9 , ou Ou sin ¢ 9 ou Ou cos
= ricospsmy | —CosY — — + 7% sin? Y| =—siny + — =
or dp r or dp r

% ou ou

= r?sinp(cos® ¢ + sin’ gp)a + 7 cos  sin’ cpa — 7 cos p sin’ goa
r

= r2gin %
n ('0(’37“

5.6 Hohere Ableitungen und Satz von Taylor fiir R — R

Wir suchen ein Analogon zu den hoheren Naherungen, die wir in Analysis T1 fiir Funktionen
einer Variablen aus dem Satz von Taylor gewonnen haben. Dazu brauchen wir aber zuerst eine
Definition hoherer Ableitungen fiir Funktionen in mehreren Variablen.

5.6.1 Hohere Ableitungen

Definition 5.6.1. Sei U C RP, f : U — R und xy € U. Dann definieren wir fiir 1 <
il,ig,...in Sp
T (x0)
X,
axilﬁxm s al‘ln 0%

sofern diese Ableitungen existieren.
Es gilt dann

Satz 5.6.2 (Satz von Schwarz). Sei U C R? offen und f : U — R. Sei f in xo € U zweimal

nach allen Variablen differenzierbar und seien die Ableitungen 853@ und 82_25;1_ stetig in Xgq.
Dann gilt
02 f o?f
&L’i&cj (XO) N 837]6.1’1 (XO).

Die héheren Ableitungen hingen also nicht von der Reihenfolge der Differentiation ab.
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Bemerkung 85. Damit konnen wir gleichnamige Ableitungen zusammenfassen und etwas
einfacher
o f

n X'

Definition 5.6.3. Sei U C R? offen und x, € U. Eine Funktion f : U — R heifit n-mal
differenzierbar in xq, wenn alle Ableitungen

ok f
ozt oxhe .. ~6:U];p

fir ky + kg + - - - + k, = k < n existieren.
Eine Funktion f : U — R heifit n-mal stetig differenzierbar auf U, wenn diese Ableitungen
in allen Punkten von U existieren und dort stetige Funktionen sind.

Definition 5.6.4. Sei U C R? offen. Dann definieren wir
C"(U) ={f:U — R f n-mal stetig differenzierbar auf U} .

Die Hesse-Matrix ist die Matrix der zweiten Ableitungen von f

(%0)

0 f 0 f 0?f
Ox? 0x10r, ~ 0Ox10x,
0 f 0 f 0 f
H =\ 01901 03 T Oxy0xy,
P f 0 f 0 f
0x,0r, 0x,0Ty 8—@%

Wir werden sehen, dass wir mit ihrer Hilfe ein hinreichendes Kriterium fiir das Vorliegen von
Extremstellen formulieren kénnen. Dazu brauchen wir aber noch einige Vorarbeiten.

5.6.2 Der Satz von Taylor

Motivation: g(z,y) haben wir gegeben und wir suchen ein Polynom P(x,y) = agy + a0z +
aoy + agr? + anxy + agy® + ... und es soll gelten: P(x,y) ~ f(x,y). Dabei bezeichnet
wie beim eindimensionalen Satz von Taylor die Ubereinstimmung der ersten n Ableitungen.

f(OaO) = P(0,0) = Qoo

f2(0,0) = P.(0,0) = (a0 + 2a90x + a1y +...) = a9 differenzieren

(0,0)

fy(O, O) = Py(O, 0) = ap1

TT 07 0
fm(O, O) = Pmm<07 0) = [2&20 + 6&301‘ -+ 2&21y + .. ] = Qg = %

(0,0) )
fxy(O, O) = Pmy((), 0) = [an + 2(1,211‘ 4 .. ] = a1
(0,0)
nyma.m o
a'nl...np:(l72 p) f TL1+"'+’I’LP:TL

n! dry™ ... 0z,
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5.7 Extremwerte fiir Funktionen R? — R

Definition 5.6.5. Multinomialkoeffizient:

n n!
— ' ' ' n1+..._|_np:n
ny,Ng ..., Ny nyng:...Np:

Es gilt dann der multinomiale Lehrsatz

Z n

n __ ny n2 n

(a1 + a2+ +a) <n n n)al G
L2 Ny

Wir verwenden die Schreibweise

0 0 a\"
<h1—+h2—+"~+h )

al‘l 8@ pa—l‘p

n
> n BUTRRE L 0
n1,Mg ..., Ny P ox 0xh? - - Oxp”

n1+---+np_:n

Satz 5.6.6. Sei G C R? offen, f € C"Y(G), h € RP, liegen Punkte xo und Xo + h samt
Verbindungsstrecke in G. Dann gibt es ein 6 € (0,1) mit

"1 o) o \"
: p

v=0

1 a a n+1
+(n+1)! <h18x1+”.+hp8—xp) /

(.

X0

xo+6h
g

~~

Rest

5.7 Extremwerte fiir Funktionen R? — R

In Punkten in denen eine Funktion extremal wird, liegt die Tangentialebene parallel zur
xy—Ebene.

Die Gleichung grad f = 0 liefert nach unseren geometrischen Uberlegungen Kandidaten fiir
Extremwerte, weil in diesen Punkten die Tangentialebene parallel zur (z,y)-Ebene liegt. Wie
im Eindimensionalen kénnen wir nicht erwarten, dass grad f = 0 eine hinreichende Bedingung
fiir das Vorliegen einer Extremstelle liefert. Wir wollen fiir den Fall von Funktionen in zwei
Variablen hinreichende Bedingungen fiir das Vorliegen von Extremstellen unter Verwendung
der zwei Ableitungen ansetzten.

Definition 5.7.1. Sei A eine symmetrische Matrix. Dann nennt man :
n
Qalx) =xTAx = Z ;T
ij=1
eine quadratische Form.

Definition 5.7.2. Sei A eine symmetrische Matrix, dann heifit A:
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Abbildung 5.2: Graph einer Funktion in zwei Variablen

positiv definit, wenn Q(x) >0 Vx #0

positiv semi-definit, wenn Q4(x) >0 Vx

negativ definit, wenn Q4(x) <0 Vx #0

negativ semi-definit, wenn Qa(x) <0 Vx

e indefinit, wenn 3x,y : Qa(x) > 0A Qa(y) <0

Durch Anwendung des Satzes von Taylor fiir n = 2 erhalten wir (ganz analog zum hinrei-
chenden Kriterium fiir Extrema im Eindimensionalen)

Satz 5.7.3. Sei f € C*(G), grad f}P: (8),P kritischer Punkt. Dann gult
o H‘P positiv definit = f hat in P ein relatives Minimum
o H‘P negativ definit = f hat in P ein relatives Mazximum

. H’P indefinit = kein Extremum (Sattelpunkt)
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5.8 Hauptsatz tiber implizite Funktionen

Sei A = (a;;);';=, eine symmetrische Matrix. Dann setzen wir

11 Q12 ... Q14
a9, A922 ... 94
Aj=det| . ’
a1 Qo2 ... Qjj
Satz 5.7.4. Eine symmetrische Matriz A ist genau dann positiv definit, wenn firj =1,...,n:
A]‘ >0 gllt
Eine symmetrische Matriz A ist genau dann negativ definit, wenn firj =1,... . n: (=1)7A; >
0 gilt.

Fiir die Hesse-Matrix einer Funktion f : R? — R gilt dann

O _Pf P 2\
A= 022 und A, = 02 Oy <8x8y)

also

1. Ay > 0 = Extremum

2 . .
a) 24 > 0 = Minimum
Ox

b) £L <0 = Maximum

9z2

2. Ay < 0= kein Extremum, (Sattelpunkt)

3. Ay = 0 = keine Aussage.

5.8 Hauptsatz iiber implizite Funktionen

Wir wollen allgemeine Gleichungssysteme der Form

fl(xla---7xp7y17"'7yq) =0
f2<x17---7xp7y17"'7yq) =0

fq(xla---7xp7y17"'7yq) =0

nach den Variablen (yi, .. ., y,) auflosen, also (yi, . . ., y,) als Funktionen von (21, ..., z,) schrei-
ben.

Beispiel 112. Der implizite Ausdruck F(z,y) = 2? +y? — 1 = 0 beschreibt den Einheitskreis
22 4+ y? = 1, also zwei Funktionen y = ¢ (x) = v1 — 22 und y = @o(z) = —v/1 — 22

Geben wir aber einen Punkt (zg,y0) auf dem Einheitskreis vor und wollen die implizite
Gleichung in einer Umgebung davon nach y = ¢(z) auflosen, so ist das stets eindeutig moglich
— auBer fiir die beiden Punkte (—1,0) und (1,0). (Analog ist eine eindeutige Auflésung nach
x = 1(y) tberall aufler in den Punkten (0,1) und (0, —1) méglich.)
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y\/k

Abbildung 5.3: Losungsmenge der Gleichung 22 + 3% = 1

N

Abbildung 5.4: Lokales Auflésen der Gleichung 22 + 3% = 1

=—v1-—2z2

N

>

N

Beispiel 113. Ein lineares Gleichungssystem
;11 + ;979 + e + (lipZL‘p + ai,p+1xp+1 + e + ai7p+qxp+q = bz ’L = ]_, BN V)
kann man natirlich umschreiben auf

a11C1 + aj9xe + ...+ A1pTp = b1 — Q1 p+1Tp+1 — -+« — A1 p+qTptq

Ap1Z1 + QpaZy + . F appZpy = by = Appi1Tpi1 — oo~ UppigTpig

und eine Auflésung nach x; bis z, ist genau dann moglich, wenn die entsprechende Koeffizi-
entenmatrix eine Inverse besitzt. Das ist gleichbedeutend damit, dass die Determinante nicht
verschwindet. Natiirlich wird nach Losung des Gleichungssystems jedes x; mit ¢ = 1,...,p im
allgemeinen von allen z; mit j =p+1,...,p+ ¢ abhéingen, also z; = x;(xp11, ..., Tprq) sein.

Nun lésst sich aber jede differenzierbare Abbildung R? — R? in der Umgebung eines Punktes
Py durch eine lineare Abbildung approximieren, wobei die Koeffizienten die Elemente der

Jacobi-Matrix sind, a;; = gﬂ’: L,
J

Satz 5.8.1 (Hauptsatz iiber implizite Funktionen). Die Abbildung

f:MCRF? — R? (M offen)
(1, Zprg) = filxr,. o 2prg) T=1,...,p
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5.8 Hauptsatz tiber implizite Funktionen

ist in & = (&1, ..., &+q) € M nach den Variablen x; bis x, auflosbar, (d.h. es gibt Funktionen
0i(Tpi1s -y Tpig), 1 =1,...,p, so dass in einer Umgebung U.(&) gilt:
Ji(@1s ooy Ppy Tpity e vy Tpig) =0 fiiri=1,...,p), wenn

1. fi(&, ... &prq) =0 fir allei =1,...,p ist,

2. fi e CHU.(8)),i=1,...,p, d-h. alle f; in in einer Umgebung von & zumindest einmal
stetig partiell differenzierbar sind und

3. det(Df(€)) = det (H

diesem Punkt also nicht verschwindet.

) # 0, die Jacobi-Determinante der Abbildung an
3

Man beachte, dass die angegebenen Bedingungen zwar hinreichend, die beiden letzten aber
keineswegs notwendig sind. So erfiillt etwa

flay)=a"—y*=0

We-d? E—i # 0 noch g—; # 0, dennoch ist mit y = z eine eindeutige Auflésung nach z bzw. y
moglich.

Abbildung 5.5: Lokales Auflsen einer Gleichung f(x,y) =0

Beispiel 114. Im Fall p = ¢ = 1, also einer Gleichung f(z, y) = 0 wird implizit eine Kurve
definiert, ndmlich die Schnittkurve der durch z = f(z, y) gegebenen Fléche mit der z-y-Ebene.
Diese Kurve kann nun als Funktion y(z) interpretiert werden, wenn die Voraussetzungen von
Satz 7.8 erfiillt sind. Wenn f einmal stetig partiell differenzierbar ist, dann ist das in einer
geeigneten Umgebung jedes Punktes (£, 7) moglich, wo f(£, ) = 0 und g_ﬂ(&n) # 0 ist.

Beispiel 115. Wir betrachten nun konkret die Funktion f(z, y) == —y + %siny in einer
Umgebung von (zg, ) := (0, 0). Diese Funktion ist sicher in C*(R?), es ist auch f(0, 0) = 0—
040 = 0 und fiir die Ableitung f,(x, y) = —1+3 cosy erhélt man f,(0, 0) = =143 = —3 # 0.
Eine Auflosung y = y(x) ist also in einer Umgebung von z = 0 moglich.
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5 Differentialrechnung im R"

Implizites Differenzieren

Nun hat man doch einige Mo6glichkeiten, durch implizites Differenzieren Aussagen iiber die

Funktionen ¢; zu machen, indem man die Eigenschaften f;(¢1, ..., ¢p, Tp+1, .- ., Tprqg) = 0 und
©; (SL’2+1, o ,:L’2+q) = x? fir j = 1,...,p benutzt. Dazu definieren wir Hilfsfunktionen
Fi(@pi1, -, Tpig) = [il@1(@ps1, s Tpag)s - - p(Tpt1, s Tpig), Tpats -5 Tpig) =0

und leiten diese nach den Variablen z,, bis x,, ab. Auch wenn iiber das konkrete Aussehen
der ¢; nichts bekannt ist, so miissen fiir sie doch die {iblichen Ableitungsregeln wie etwa
Produkt- und Kettenregel gelten. Die gesamte Funktion ist in einer Umgebung des Punktes &
identisch Null, damit verschwinden auch alle Ableitungen beliebig hoher Ordnung.

So erhélt man ein Gleichungssystem, das sich nach den Ableitungen gf; (l’g 1 .,:cg )

auflosen lait. (i =1,...,pund j=p+1,...,p+ q).

Beispiel 116. Durch f(z,y) = ze¥ + ye® = 0 und y(0) = 0 wird um zy = 0 eine stetige
Funktion y = y(x) mit y(0) = 0 gegeben, weil 2—5(0, 0) =1 # 0 gilt. Wir haben damit

g(z) = 2e¥@ +y(z)e® =0
auf einem Intervall um zy = 0. Damit gilt
g'(a) = @ e’y () + 3/ (2)e” + y(x)e” =0,

woraus wir y'(0) = —1 bestimmen konnen.
Fiir die zweite Ableitung differenzieren wir noch einmal und erhalten

g"(x) = ey () + Oy (x) + 26"y (2))?
+2e!@y(2) +y"(2)e” +y (x)e” +y'(2)e” + y(x)e” =0,

woraus sich nach Einsetzen von y(0) = 0 und 3'(0) = —1 y”(0) = 4 ergibt.

5.9 Extremwertaufgaben mit Nebenbedingungen

Wir wollen Extrema der Funktion f(z1,...,x,) unter den Nebenbedingungen
Nl(l‘l, cee ,Zl'n) =0
NQ(I‘l, cee ,Zl'n) =0
Ni(x1,...,2,) =0.

finden. Die Nebenbedingungen beschreiben eine Teilmenge des R"

Idee: Lose die Nebenbedingungen nach dem Hauptsatz iiber implizite Funktionen nach den
Variablen (z1, ..., xy) auf und setze diese Funktionen von (zj41,...,x,) in f ein. Damit ergibt
sich eine neue Funktion

g(xk—i—la s axn) = f(xl(xk—i-la cee 7xn)a . -axk(xk—i-la ce 7xn)7xk+17 s axn)a
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5.9 Extremwertaufgaben mit Nebenbedingungen

deren Extremstellen wir bestimmen wollen.

Im Falle von zwei Variablen und einer Nebenbedingung sieht das so aus: N(z,y) = 0 ergibt
y = y(x). Die Funktion f(z) = H(z,y(z)) habe an der Stelle zy ein Extremum, also (yo =
y(x0))

OH oOH ,
f/(xo) = a—x(%,?/(%)) + a—y(:pO)y(xO))y (xo) =0.
Aus N(z,y(z)) = 0 ergibt sich
ON ON ,
%(377 y(x)) + 8—y(5€7y($))y (z) =0,
also
_oN
y'(z) = a—f?(:co,yo) wenn —— 7 0.
B Oy
Wir setzen -
\— a—y(l’o’yo)
%—g(%,yo)
und erhalten
OH OH OH OH 9N (20, yo)
0 oy L0 Yo ay 05 Yo 0 oy 0. Yo ay 0 0%_];;(3:0’%)
oH ON
= a—x(xo,yo) — )\%(%,yo) =0.
Ebenso ergibt sich aus der Definition von A
oH ON
a—y(xo,yo) - Aa—y(ﬁoayo) =0.

Allgemein ergibt sich

Satz 5.9.1. Sei M C R" offen und f : M — R eine differenzierbare Funktion. Wenn f an

der Stelle (xgo), Cees xﬁ?)) ein Extremum unter den Nebenbedingungen
Ni(zy,...,2p) =+ = Ng(z1,...,2,) =0
annimmt, dann gibt es Konstanten Ay, ..., \g, sodass firi=1,....,n
af . (o ON1, (© ONk , (0
(%i(xg V2 0) =\ B, (€5 R ) - )\ka—xi(xg )29y =0
qgilt.

Bemerkung 86. Im Falle einer Funktion H(x,y) deren Extremwerte unter einer Nebenbedin-
gung N(z,y) = 0 berechnet werden, kann der Satz 5.9.1 geometrisch einfach interpretiert wer-
den: Die Niveaulinie von H, die durch das Extremum unter der Nebenbedingung N(z,y) =0
geht, muss die Niveaulinie N[x,y] = 0 beriihren. Dies ist gleich bedeutend damit, dass die
Gradienten von H und N in diesem Punkt kollinear sind (also grad H xo = A grad N xo)

161



5 Differentialrechnung im R"

H(xvy)zcl H(x,y)203

SNy =0 Ho) — o

Abbildung 5.6: Zur Lagrangeschen Multiplikatorenmethode

Dass dies eine niitzliche Methode zur Bestimmung von Extremstellen unter Nebenbedin-
gungen darstellt, zeigen Beispiele.

Beispiel 117. Bestimme die Extrema der Funktion f(z,y) = zy und der Nebenbedingung:
P +ay+y’=3
H(z,y,\) = xy — M2® + 2y +9° — 3)
OH OH
Y

%—y—)\(2x+y)=0;a——x—)\(2y+x):0

2 +ry+y*—3=0

2 4+ (1=ANy=0
(I=XNz—-2\y=0

Dieses hat immer die Losung x = y = 0, diese erfiillt die Nebenbedingung nicht. Wenn die
zwei Gleichungen linear abhéngig ist, gibt es weitere Losungen fiir z und y. Wenn wir das
Gleichungssystem mit einer Matrix umschreiben, muss die Determinante dieser Matrix gleich
Null sein, damit weitere Losungen existieren.

In diesen Fall ist die Determinante: (—2X\)(—=2\) — (1 = A)(1 = A)=0=3 2 +2\A—-1=0
= Ap=—1F/t+s=—3t2=>N=—1lund Xy =1

M =—-1:2x+4+2y =0=y = —z in der Nebenbedingung eingesetzt:

4oyt =3=2"=3=2=7FV3und y = £v3 = P (v/3, —V3) und Py(—v/3,V/3)

Aoy = % = —%x + %y = 0 = y = x in der Nebenbedingung eingesetzt: = 2?2 = 1 = o = £1
und y = +£1 = P3(1,1) und Py(—1,—1). Hier konnten Extrema liegen:

f(\/_v _\/g) = f(_\/gv \/g) =-3
L) = f(-1, 1) =1

Untersuchung der Hessematrix fiihrt hier auf einen Unterminor links oben, der Null ist, dies
fithrt also nicht weiter.

22 + a2y + y? = 3 ist die Gleichung einer Ellipse, die schief in der Ebene liegt. Wenn man
die Ellipse entlangfiahrt, ist dies eine geschlossene Kurve. Der Definitionsbereich ist beschrankt

} linear in # und y mit Parameter A
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5.9 Extremwertaufgaben mit Nebenbedingungen

und abgeschlossen. Wir wenden den Satz von Weierstrafl an (Satz 3.2.12), der besagt, dass eine
stetige Funktion auf einem kompakten (abgeschlossenen und beschrénkten) Definitionsbereich
ein Maximum und ein Minimum hat. In diesen Punkten verschwinden die Ableitungen. Hier
kommen nur die genannten vier kritischen Punkte in Frage, und aus den Funktionswerten
sieht man, dass man abwechselnd ein Maximum und ein Minimum hat:

Minimum bei (v/3, —v/3)

Maximum bei (1,1)

Minimum bei (v/=3,v/3)

Maximum bei (-1, —1).

Beispiel 118. Es sei 0 < z; < n. f(x1,...,2,) = x129- -2, unter der Nebenbedingung
1 +Tot+- - F+x,=n

H=xx9... 2, +Nx1+ 220+ - +2x, —n)

OH
8.’172‘

:SL’l.I'Q....TZ‘,l.’EiJrl—)\:O,Z'I1...77,

Ty +Xog+Tp=n
T3 ... Ty = A

T1T3...Tp = A

T1T2 ... Tp_1 = A

Division der Gleichungen liefert: z; = x;, woraus wir durch Einsetzen in die erste Gleichung
Ty = X9 =---=x, = 1 erhalten.

An dieser Stelle liegt ein kritischer Punkt vor. Wir wollen den Punkt genauer untersuchen.
2

Die Hessematrix fiihrt hier nicht weiter, da der linke obere Unterminor 922 0 ist, (also kann
man hieraus nicht auf positiv/negativ definit schliefien). '

Wir wenden den Satz von Weierstrafl an (Satz 3.2.12), der besagt, dass eine stetige Funktion
auf einem kompakten (abgeschlossenen und beschrénkten) Definitionsbereich ein Maximum
und ein Minimum hat.

Mit der obigen Methode findet man alle kritischen Punkte im Innern des Definitionsberei-
ches, aber man muss noch den Rand absuchen. Fiir einen Randpunkt ist mindestens eine der
Variablen gleich 0 oder gleich n. Wenn ein x; = n ist, ist ein anderes z; gleich 0. In diesen
Féllen ist f(x1,...,2,) = 0. Der Wert 0 ist das Minimum (da alle z; > 0 sind). Es gibt also am
Rand viele Minima. Es bleibt nur noch ein kritischer Punkt, ndmlich der Punkt (1,1,...,1).

Dieser Punkt muss nach dem Satz von Weiestrafl daher das Maximum sein.
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fiir Reihen, 41

fiir uneigentliche Integrale, 140
Cauchy-Produkt, 53

differenzierbar,Funktion
differenzierbare, 88
Dreiecksungleichung, 27

e (Eulersche Zahl), 42
Entwicklungspunkt, 64
Exponentialfunktion, 66

Faktorielle, 14

Folge
beschréankte, 31
Cauchy, 29
divergente, 28
konvergente, 28
monoton fallende, 31
monoton wachsende, 31

Funktion, 7
konkave, 101
konvexe, 101
monotone, 58
rationale, 110
stetige, 59

Gradient, 150

Graph,Abbildung
Graph einer, 10

Grenzwert, 28
linksseitiger, 86
rechtsseitiger, 86

Héufungspunkt, 30
Haufungswert, 30
Hauptsatz
Differential- und Integralrechnung, 129
implizite Funktionen, 158
Hesse-Matrix, 154
Hyperbelfunktionen, 74

Induktion, 11
Infimum, 46
Integral
bestimmtes, 124
Riemann-, 124
unbestimmtes, 107
uneigentliches, 139
integrierbar, 124
Intervall, 30

Jacobi-Matrix, 151

Kettenregel, 90
mehrdimensionale, 151
Kombinationen, 15
Konjugierte, 54
Konjunktion, 1

165



Index

konkav, 101 Quotientenregel, 90
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offene, 147 . .
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wachsend, 58 Simpsonformel, 143

Sinus,Cosinus, 67
Stammfunktion, 107

stetig, 59

Subjunktion, 2

Substitutionen, 117
Substitutionregel, 109
Obersumme, 123 fiir bestimmte Integrale, 130
offen, 147 Summenregel, 88

Supremum, 46

Nebenbedingungen, 160

Normalform
disjunktive, 5
konjunktive, 5

Normalformen, 4

Partialbruchzerlegung, 112

Partialsumme, 39 Tautologie, 2

partielle Ableitung, Ableitung Taylor-Polynom, 97
partielle, 148 Taylorsche Formel
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