Analysis 2 SS 2019 8. Ubungsblatt

Beispiel 37 (Beweis der Simpsonschen Regel) und Beispiel 38 (Anwendung
der summierten Simpsonschen Regel).

42. Beweisen Sie: Ist f : [a,b] — [a,b] stetig, so gibt es ein £ € [a,b] mit f(§) = £. Der
Punkt & heifst Fizpunkt der Funktion f.

Hinweis: betrachten Sie die Funktion g(x) = f(x) — x.

43. Uberpriifen Sie, ob die folgenden Abbildungen f : X — X Lipschitz-stetig mit
Lipschitzkonstante ¢ < 1 in der jeweiligen angegebenen Metrik p sind:

(a) f(x) =x+ % fir z € X :=[1,00) und p(z,y) := |z —y|.
(b) flz,y) = 3(cos(x),sin(y)) fiir (z,y) € X :=R* und p(x,y) := [|[x — y|2.
(¢) flx,y,2):= %(x,x—i—y,x—l—y—l—z) fiir (z,9,2) € X :==R3und p(x,y) = [|[x—¥||co-

44. Gegeben ist die Funktion f : [0,00) — [0, 00) mit

r+1i
3 x> 0.

f(x)::x—l—l’ -

Zeigen Sie:
(a) f ist eine strikt kontraktive Selbstabbildung. Geben Sie eine geeignete Kontrak-
tionskonstante c an.
(b) Bestimmen Sie einen Fixpunkt x*. Ist dieser eindeutig?

(c) Berechnen Sie (mit Taschenrechner) die ersten vier Iterationen xi, s, x3, 24,
wobei
Tr1 = f(), k=0,1,2,3,...,

fir die Startwerte x¢ € {0, 1,100}.
(d) Vergleichen Sie die a-priori Fehlerabschétzung (Beweis)
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mit der a-posteriori Fehlerabschétzung (Beweis)
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fir k = 4.



