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Aufgabe 1

(a) Sei Rm×n die Menge der reellen (m× n)-Matrizen (m,n ∈ N). Zeigen Sie, dass

dF (x, y) =

√√√√ m∑
i=1

n∑
j=1

(xij − yij)2, d∞(x, y) = max
i=1,...,m

n∑
j=1

|xij − yij|,

d1(x, y) = max
j=1,...,n

m∑
i=1

|xij − yij|, dM(x, y) = max
i,j=1,...,m

|xij − yij|

Metriken auf Rm×n definieren, und das sie äquivalent sind.

(b) Skizzieren Sie Einheitskugeln in R2 für die folgende Metriken:

d1(x, y) =

√
(x1 − y1)2

4
+

(x2 − y2)2
9

, d2(x, y) =
|x1 − y1|

2
+
|x2 − y2|

3
,

d3(x, y) = max
( |x1 − y1|

2
,
|x2 − y2|

3

)
.

Aufgabe 2 (a) Zeigen Sie, dass für die Funktion

f(x, y) =
x2y2

x2y2 + (x− y)2

die iterierten Grenzwerte lim
x→0

(
lim
y→0

f(x, y)
)

= lim
y→0

(
lim
x→0

f(x, y)
)

= 0 existieren,

jedoch existiert der Grenzwert lim
x,y→0

f(x, y) nicht.

(b) Zeigen Sie, dass für die Funktion

g(x, y) = (x+ y) sin
1

x
sin

1

y

der Grenzwert lim
x,y→0

g(x, y) existiert, jedoch existieren die beide iterierten Grenz-

werte lim
x→0

(
lim
y→0

g(x, y)
)

und limy→0

(
limx→0 g(x, y)

)
nicht.

(c) Führen Sie Polarkoordinaten x = r cosφ, y = r sinφ in folgender Funktion

h(x, y) =
xy2

x2 + y4
, x2 + y2 6= 0,

ein und untersuchen Sie auf Konvergenz für r2 = x2 + y2 → 0.

Ist die fortgesetzte Funktion mit h(0, 0) = 0 stetig im Ursprung (0, 0)?



(d) Untersuchen Sie die folgende Funktion auf Konvergenz für x, y →∞:

q(x, y) =
( xy2

x2 + y4

)x+y

.

Aufgabe 3 Überprüfen Sie, ob die folgende Abbildungen

(a) f : [
√
a,∞)→ R, f(x) =

1

2

(
x+

a

x

)
(a > 0)

(b) g : (−∞, 3−
√

3) ∪ (3 +
√

3,∞)→ R, g(x) =
x

3− x
(c) h : R→ R, h(x) = 5x2 + 2x+ 3− 2 sin(x)

Lipschitz-stetig bzw. strikt kontraktiv sind? Besitzen sie keinen/einen/mehrere
Fixpunkt(e)? Falls möglich, bestimmen Sie einen Fixpunkt mit dem Fixpunkt-
Verfahren.

Aufgabe 4 Berechnen Sie die Länge der folgenden ebenen Kurven bzw. Raumkurven:

(a) γ1 = {(x, y) ∈ R2 : y = ln(x),
√

3 ≤ x ≤
√

8}

(b) γ2 = {(x = r cosφ, y = r sinφ) ∈ R2 : φ =
1

2

(
r +

1

r

)
, 1 ≤ r ≤ 3}

(c) γ3 = {(x, y) ∈ R2 :
√
x+
√
y =
√
a zwischen (x, y) = (a, 0) und (0, a)} (a > 0)

(d) γ4 = {(x, y, z) ∈ R3 : x = at, y =
√

3abt2, z = 2bt3, 0 ≤ t ≤ T} (a, b, T > 0)

Aufgabe 5 Mit Hilfe der Frenetschen Formeln beweisen Sie, dass

(a) für eine nach der Bogenlänge s(T ) =
∫ T

0
|~̇x(t)| dt parametrisierte Kurve ~x(s)

gilt:

(~x′, ~x′′) = 0, (~x′, ~x′′′) = −κ2, (~x′′, ~x′′′) = κκ′, |~x′′′|2 = κ4 + κ2τ 2 + (κ′)2;

(b) der Darboux-Vektor der Winkelgeschwindigkeit ~ω = τ~t+ κ~b die Gleichungen

~t′ = ~ω × ~t, ~n′ = ~ω × ~n, ~b′ = ~ω ×~b.

erfüllt.

Aufgabe 6 Bestimmen Sie das begleitende Dreibein ~t, ~n, ~b der folgenden Raumkurven:

(a) ~x =

 a cos(t)
a sin(t)
b t

 , (b) ~x =

 cos3(t)
sin3(t)
cos(2t)

 , (c) ~x =

 t
t2

t3

 in (0, 0, 0).



Aufgabe 7 Bestimmen Sie Krümmung κ und Torsion τ der folgenden Raumkurven:

(a) ~x =

 a cos(t)
a sin(t)
b t

 , (b) ~x =

 et

e−t√
2t

 , (c) ~x =

 t cos(t)
t sin(t)
a t

 in (0, 0, 0).

Aufgabe 8 Bestimmen Sie, falls möglich, die Länge des Kurvenstücks mit Startpunkt für
t = 0 und Endpunkt t = τ > 0, der in den letzten beiden Aufgaben gegebenen
Raumkurven.


