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Aufgabe 1

(a) Beweisen Sie, dass die implizite Gleichung
y —esin(y) = z, e €(0,1) fest,

eine Funktion y = f(x) definiert und berechnen Sie ggf. die Ableitung f'(x).
(b) Berechnen Sie die Ableitung f’(z) der parametrisierten Gleichung y = f(x) mit

Yy = cos3t+@sin3t, r=2t—cost, teR (22 =—1).
Aufgabe 2 Berechnen Sie die folgenden Grenzwerten mit Hilfe der Regeln von de ’'Hospital:
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Aufgabe 3 Zeigen Sie, dass folgendes asymptotische Verhalten gilt (z,e € R, n,m € N):
(a) wsin(vx) ~ 232 fir z — 0% (b)) (z+¢e)" ~ 2" + nex" ! fiir e — 0;

m_q ——
’ N@fﬁrx%l; (d) 14 4/1+ vz ~ '8 fiir £ — oo.
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Aufgabe 4 Zeigen Sie die folgenden Ungleichungen mittels der Jensenschen Ungleichung;:

(a) Fir alle positiven xy,...,x, € Rund n € N gilt
i1 \"io

(b) Fiir alle n € N gilt

2-4...2n n  n2"

1.3---(2”—1)§(1_1+L)n.

Hinweis: Betrachten Sie die Funktion In(x).



Aufgabe 5

(a) Gegeben sei die folgende Funktion f : [0, 00) — R mit

.2

ST hro<a<l,
flz) = 1

— fur z > 1.

s

(i) Beweisen Sie, dass f im Punkt z = 1 stetig differenzierbar ist.
(ii) Gibt esin (0,2) ein ¢ so, dass f(2)— f(0) = f'(£)(2—0)? Falls ja, berechnen
Sie es.
(b) Das Legendre-Polynom P, ist durch folgende Rodrigues-Formel gegeben:
e

2nn! dzn

P,(x) := (1—2*"), n € No.

Beweisen Sie, dass P, ein Polynom vom Grad n mit n verschiedenen Nullstellen
im Intervall (—1,1) ist. Hinweis: Wenden Sie den Satz von Rolle an.

Aufgabe 6 Diskutieren Sie die folgenden reellen Funktionen:

@ 0= 7D ) g -

Programm: Definitionsmenge, Nullstellen, Stetigkeit und Differenzierbarkeit, Mono-
tonie und lokale und globale Extrema, Wertebereich, Wendepunkte und Kriitmmungs-
verhalten, Verhalten am Rand des Definitionsbereiches, Asymptoten und Skizze.

Aufgabe 7 Untersuchen Sie, ob und ggf. wo die folgenden Funktionenfolgen auf den
angegebenen Mengen fiir n — oo gleichmassig konvergieren:

(a) falz)=4/22+ % z€R; (b)  gn(z) = sin(%), r €R;

(¢) hu(x)=2"—2"" z€]0,1].
Hinweis: Betrachten Sie die Ableitung von h,,.

Aufgabe 8 Untersuchen Sie die von den Parametern p,q € R mit ¢ > 0 abhangende

Funktionenreihe
[oe)

Z n? sin(nx)
vt 14 n4

auf punktweise und gleichméssige Konvergenz bzgl. x € (0, 7).

Hinweis: Dirichlet- bzw. Abel-Kriterium. Zeigen Sie, dass | > sin(nz)| < m



Aufgabe 9 Bestimmen Sie die Summen der folgenden Reihen:

> 1 = 2" (n 4+ 1
W Y O X

n=1 n=0

Hinweis: In (b), entwickeln Sie (2ze**) in eine Taylorreihe und setzen Sie x = 1.

Aufgabe 10 Bestimmen Sie mindestens eines der uneigentlichen Integrale

1 1
d b d
(&) /x+\/x2+x+1 v (b) /x+\/1—2x—m2 v
(©) /x—\/x2+2x+3d$
T +Va2+2r+3

mit Hilfe der Eulerschen Substitution:

Var? +br +c=+yar+t fallsa >0,
Var? +br+c=tr+/c fallsc>0,
Var? +br +c=t(x —z;) falls ax®> + bx + ¢ = a(z — 1) (x — 19)

Aufgabe 11 Bestimmen Sie das uneigentliche Integral

/ dz
2sinx —cosx + 5

mittels Weierstraf3-Substitution:

tang:t, Cn—Dr<z<(2n+1)m, nelZ.

Aufgabe 12

(a) Berechnen Sie die Lange des Funktionsgraphen:
y* =2bxr, z€(0,a) (a,b>0).

(b) Berechnen Sie den Inhalt der Fléche die von folgender implizit gegebener Kurve
umschlossen wird:

ar® +2bzy +cy* =1 (a,ac—b* > 0).

Hinweis: Ldsen Sie die quadratische Gleichung nach x auf (Skizze).



