Analysis 2 fiir Informatikstudien Ubung 3, SS2025
Analysis T2

Aufgabe 1. Berechnen Sie das Kurvenintegral fc(mQ —y?)dx + (z +y)dy lings der Berandung
des Quadrats |z| + |y| < 1.
Losung: Die Kurve C ist gegeben durch

CZ{(.’L‘,@/)E]RZ‘ lz| + |y =1} = C1 UC U C5 U Cy,

wobei C7,Cs,C3 und Cy die Kurvensegmente der einzelnen Quadratseiten bezeichnen. Wir pa-
rametrisieren zuerst alle 4 Seiten des Quadrats mithilfe von Kurven v; : [0,1] — C; € R? mit
i€{1,2,3,4} wie folgt:

71:[0,1]—>Cl,t»—><1;t> = dr=—dt,dy=dt

721[0,1]—>C'2,t»—><1__tt> = dx = —dt,dy = —dt

73 :[0,1] = C5,t < _1_;rt> = dr=dt,dy=—dt

t
Y4:[0,1] = Cy,t = ( _1+t> = dx=dt,dy=dt

Mithilfe dieser Parametrisierungen kénnen wir nun die Teilkurvenintegrale iiber C; berechnen:

1
/C (22— )dz+ (@ +9)dy = | —((1— 12— 2)+ (1 — t) + D)t = /Qtdt 1
! 0

o —

1
| @ =i+ gy = [ (02— =) = (0 + @ -ar = [odi=0
Ca

o _

0
1 1
(2® —yHde + (x +y)dy = [ (=14+1)* = (=t)?) = (-1 + 1) + 2 _2dt =1

1

/C (2% — yH)dz + (z +y)dy = /(t2 — (1)) + (t+ (—1+t)dt =

0

4t — 2dt =0

o _

Damit folgt fiir das gesamte Integral

7§C(x2—y2)dx+(x+y)dy:/Cl(...)+/cz(...)+/03(...)+/C4(...):1+o+1+022
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Aufgabe 2. Berechnen Sie das Kurvenintegral
/ (yz + xz)dx + (xz — zy)dy + (xy + yz)dz
C

entlang der Verbindungslinie der Punkte (0,2,1) und (3,-2,5) sowie entlang der durch

3t
x(t) = | 2cos(nt)
4% +1

gegebenen Kurve (0 <t < 1). Ist das Integral wegunabhéngig ?

Losung: Wir beginnen zuerst mit dem Kurvenintegral entlang der direkten Verbindungslinie,
welche wir mit C] bezeichnen Die Parametrisierung dieses geraden Kurvensegments ist gegeben
durch

v:[0,1] = C; € R?,

71(t) 3t
t— Yo () = 2 —4t
v3(t) 1+4t

Daher transformieren sich die Differentiale zu

dx = ~1(t)dt = 3dt,
dy = 4 (t)dt = —4dt,
dz = ~4(t)dt = 4dt.

Somit folgt fiir das erste Integral

L = / (yz + xz)dx + (xz — zy)dy + (xy + yz)dz = / z2(x +y)de + z(z — y)dy + y(z + 2)dz
C1 Ci

3(1 4 4t)(3t + (2 — 4t)) — 4(3t) (1 + 4t) — (2 — 4t)) + 4(2 — 4¢) (3t + (1 + 4t))dt

(3+12¢)(2—t) — 12¢(8t — 1) + (8 — 16¢)(1 + Tt)dt

6 + 21t — 12t% — 96t% + 12t + 8 + 40t — 112¢%dt

O O O o~ _

1 1 137
14 + 73t — 220t%dt = 14 + 73 - 3~ 220 - 3= 22.83
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Nun berechnen wir noch das Integral iiber die Kurve Cy, die durch den Weg x(t) = (z(t), y(t), z(t)) "
parametrisiert wird. Fiir diese Kurve transformieren sich die Differentiale geméfl

dz = 2/ (t)dt = 3dt,
dy = 9/ (t)dt = —2m sin(rt)dt,
dz = 2/(t)dt = 8tdt,

wodurch sich fiir das Integral

I, = / (yz + xz)dx + (xz — zy)dy + (xy + yz)dz = / z2(x +y)de + z(z —y)dy + y(x + 2)dz
Cs Co
1

= /3(4t2 + 1)(3t 4 2 cos(nt)) — 2w sin(rt) - (3t) (4t + 1 — 2 cos(wt)) + 8t(2 cos(7t)) (3t + 4t* + 1)dt

0
1
= / 36t + 9t + cos(mt) - (64> + 72t* + 16t + 6) + 12t sin(nt) cos(mt) — 6m sin(nt) - (4> + t)dt
0

ergibt. Wir teilen nun das Integral in einzelne Teile auf und betrachten diese separat:

1
1 127
/36t3+9tdt36 S49.- ="
2 2
0

Fiir den Term der cos(7t) - sin(nt) enthélt nutzen wir das Additionstheorem fiir sin(-) und
erhalten anschliefend mit partieller Integration

1 1 1
—cos(2mt)) — cos(2nt
/ 127t sin(mt) cos(mt)dt = 67 / tsin(2rt)dt = 67 tw\g;g - / (Cozswdt
™ m
0 0

1

1
/cos (2nt)dt | = —3
27

0

Il
2

Fiir den Teil mit 67 sin(nt) - (4¢3 4 t) erhalten wir

1 1
- t 1
/67r sin(rt) - (48 4+ )t = 6 - | ST yys 4 pype=r L /Cos (1262 + 1)dt
Y s
0 0
1 1
1 1
=30+ / cos(mt) - (72t* 4 6)dt = 30 + — — sin(rt) - (72t +6)|1=5 — = / sin(rt) - 144t dt
e
0 0
T 4 /
1 144 - 1 144
=30—- — /t51n(7rt)dt =30 — - |t-— -cos(mt)|\=h + = /cos(mﬁ)dt =30 - —
T T ™ T T
0 0
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Fiir den letzten Teil niitzen wir wieder mehrfach partielle Integration

1
/ cos(mt) - (64t + 72t* + 16t + 6) dt
0
1
1 1
= —sin(nt) - (64¢° + 72t> + 16t + 6) — / sin(7t) - (192> + 144t + 16) dt
™ ™
0
1
1
— / sin(wt) - (192¢% + 144 + 16) dt
s
0
1
1 2 t=1 1
= — cos(mt) (192t 4 144t + 16) ;=5 — — [ cos(mt) (384t + 144) dt
™ s
0
1
1 1
= S5 (-1)(192+ 144 4 16) - 1-16) — — /cos(mt) (384t + 144) dt
0
368 1

1
368 1 [1 1
= -5 — = | = sin(nt) (384t + 144)|Z5 — = / sin(7t) - 384 dt
T w2\ i
0
1
384 368 384 1 368 768
tdt = — — cos(0)) = - + ==
i /sm T T3 - (cos(m) — cos(0)) 2 + -
0

Fiigen wir alle diese Teilintegrale zusammen erhalten wir schliefllich

27 368 768 144 39 224 768

Es gilt also I1 # I3, obwohl beide Kurven den gleichen Startpunkt (0,2,1) und Endpunkt (3,-2,5)
haben, das Integral ist damit nicht wegunabhéngig.
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Aufgabe 3. Uberpriifen Sie die Integrabilititskriterien fiir das Vektorfeld

Vi(z,y, 2) yz — cos(x — y) + cos(z + y) — wsin(x + y) — sin(x + 2)
Vi(z,y,z)=| Va(z,y,2z) | = xz + cos(z —y) — xsin(x + y)
Vs(z,y, 2) xy + 2z —sin(z + 2)

Bestimmen Sie eine Stammfunktion von V und berechnen Sie damit das Kurvenintegral

(m,—m,2m)
Vdx.

(0,0,0)

Losung: Wir iiberpriifen zuerst, ob ein Potential existiert, indem wir zeigen, dass der Rotor
des Vektorfeldes tiberall verschwindet. Wir rechnen leicht nach, dass

o) s 0

@%—$—$V2a

#Vi=y—cos(z+2) = 7V,
8%‘/2:z—sin(w—y)—sin(ac—i—y)—ar-cos(x—i—y):a%‘/i

gilt, woraus natiirlich sofort

%, 1% %%—%w 0
VxV= ay x| V| = %Vl—%vg =10
9z V3 %VQ—@Vl 0

folgt. Damit ist V ein Gradientenfeld, es existiert damit also eine Potentialfunktion ® : R* — R,
sodass V(z,y,2) = V®(z,y, z) gilt. Insbesondere ist das Integral damit wegunabhéngig und es
gilt

(m,—m,2m)
Vdx = ®(w, —m,2m) — ©(0,0,0),
(0,0,0)

analog zum Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung in einer Dimension. Um die Poten-
tialfunktion ®(x,y, z) tatséichlich berechnen zu kénnen nutzen wir nun einfach den Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung in einer Dimension mehrmals wie folgt aus:

Va(z,y,2) = L &(x,y,2)
= O(z,y,2) = /Vg,(:r,y, 2)dz = /(:By + 2z —sin(z + z)dz
= xyz + 2% 4 cos(x + 2) + C(z,y),

wobei C(z,y) die Integrationskonstante bezeichnet (nachdem nur beziiglich z integriert wurde,
hingt die Integrationskonstante C' im allgemeinen von x und y ab). Nun wissen wir damit aber
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auch, dass

vt cos( —y) — wsin(r +y) = Va(e,y, 2) = 28, 2) = 22 1 L0 y)
=3 %C(m, y) = cos(x —y) — xsin(z + y)

& Cz,y) = /cos(a: —y) —xsin(z + y)dy = —sin(x — y) + zcos(z + y) + C(x),

wobei C’(m) wieder die Integrationskonstante bezeichnet. Setzt man dieses Ergebnis wieder in
die Potentialdarstellung von vorher ein, so erhalten wir

B(a,y,2) = ayz + 2 + cos(e + 2) — sin(z — y) + wcos(z + y) + C(x)

Um nun noch C(x) zu bestimmen rechnet man einfach nach, dass

Vi(z,y,2) = yz — cos(z — y) + cos(z + y) — zsin(x + y) — sin(x + z)
= %@(m, y,2) = yz —sin(x + z) — cos(x — y) + cos(x + y) — xsin(z + y) + C'(z),
woraus nach Elimination von beidseitig auftauchenden Termen nur noch C’(x) = 0 iiberbleibt,
damit gilt also C'(z) = C € R. Wie bei Stammfunktionen in einer Dimension ist der Wert

der Konstante fiir ein bestimmtes Integral unerheblich, wir setzen daher einfach C =0 und
bekommen das Potential

®(x,y,2) = xyz + 2° + cos(x + 2) — sin(x — y) + x cos(z + y).

Damit folgt schlussendlich fiir den Wert des Integrals

/ Vdx = &(w, —7,2m) — ©(0,0,0)

= (—27r3 + 47? + cos(31) — sin(27) + 7 cos(0))
— (0 + 0+ cos(0) — sin(0) + 0 cos(0))
= —2r% + 4n® + 7 — 2~ —21.393
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Aufgabe 4. Rechnen Sie den Laplace-Operator

Pu %
Au=— + —
Y 0z2 + Oy?
in ebene Polarkoordinaten um.
Lésung: Wir definieren
2 82
w(z,y) = Au(z,y) = @U(xay) + Tygu(x7y)

und die Koordinatentransformation ® : (0,00) x [0,27) — R?\ {0} von Polarkoordinaten in
kartesische Koordinaten durch

z(r, ¢) ) ( r cos(p) >
P(r,p) = = .
ro=(5nd )=
und erhalten damit nach einer kleinen Rechnung unmittelbar
9 9 o
DB(r. ) = 6ara:(r, ®) 330:16(7’, ¥ _ < C?S((p) 7 sin(¢p) )
5y e)  a5u(r ) sin(p) 7 cos(p)
fiir die Jacobi-Matrix D®. Weiters notieren wir w(r, ¢) = (wo®)(r, ¢) und u(r, ) = (uo®)(r, )
fiir die Funktionen u(x,y) und w(z,y) in Polarkoordinaten, also
ﬂ(’r‘, ‘:0) = u(m(r, 90)3 y(r, 80)),
w(r, ) = w(z(r, @), y(r,¢)).
Nun liefert die mehrdimensionale Kettenregel
D’[L(?", SO) = DU(.I(T, SO)?y(Ta )) D(I)( )
9~ 8 9, 0 a v g
©(5@7Tﬂ)=(%“viu>' ), D
v Y Bry Bgoy

was ausmultipliziert fiir die einzelnen Komponenten nichts anderes bedeutet als

0 _ Oudr  Oudy ou ou
5 0= %E—i_ gy or os(p )8—x+s1n(<p)a—y,
0 . Oudxr Oudy . ou ou
%u = 9z 9 + 9y o0 = —rsm(gp)% + rcos(cp)a—y.

Beachte, dass hier gz als (%) (z(r,¢),y(r,¢)) zu verstehen ist, die Funktion hingt also immer
noch von r und ¢ ab, auch wenn wir hier um die Notation zu vereinfachen die Abhéngigkeit
nicht immer explizit anschreiben! Nochmahge Anwendung der Kettenregel fiir die einzelnen
Komponenten und der Satz von Schwarz ( 888yu = 5,07 8 ) liefert dann

a2 " ar\ar") " or ¥ ox ””08y N ?or \ox o Ay

0% . 0% . 0%u . 0%u
= cos(yp) - (cos(go)am2 + sin(yp) 8y6w> + sin(yp) - (cos(go) 20y + Sln(gp)ay2>

2 U 32 ) 82
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. 924
Analog berechnen wir —g LK
»

dp2 0o \dp |  Op i v Yy
p— DU P D (0 9 (ou
= ( r cos(p) o rsin(yp) ay) rsin(p) r <8m) + 7 cos(p) <6y>

0
ou . ou . . u 0%u
= —r <cos(g0)ax + sm(go)ay> — rsin(p) <—r sm(cp)w + rcos(go)ayax>

+reos(i) ( —rsin(e) o 1 cos(p) 2o
cos(p sin(p 900y r cos(¢p 042
- 2 2 2
- —rg:f + 72 sin(go)Qg;; — 2r? sin(p) cos(¢p) ;xgy + 72 cos(<p)2gyz

Stellen wir nun die beiden gefundenen Identitéten gegeniiber (mit einer kleinen Umformung der
zweiten Gleichung) gegeniiber haben wir

2~ 2 o 9

grg = cos(yp)? 22 + 2sin(p )cos(@)aaxgy + Sin(sﬁ)ngZ

10%  10a ., ,0% 9u 0%
55 Ty~ S(e) g — 2sin(e) cos(e) gan + cos(e) s

und sehen aufgrund von sin(p)? + cos(¢)? = 1 sofort, dass Addition der beiden Gleichungen zu

Pu u_on 100 1o
ox2  oy2  or:  ror r2or:

£

Au =
fiithrt.

Alternativ zu dieser Herangehensweise kann man auch die Parametrisierung r(x,y), ¢(z,y) von
kartesischen Koordinaten in Polarkoordinaten betrachten. Aus der Vorlesung ist bekannt, dass

8‘9 r = cos(p),
8%7“ = sin(yp),
s sm(go)
2z r
0. _ cos(p)
oy r

Diese Identititen konnen sonst auch leicht mit der Parametrisierung r(x,y) = 22 4+ y? und

¢(z,y) = arctan (%) nachgerechnet werden. Mit der mehrdimensionalen Kettenregel und u(z, y) =
i(r(z.y). o(z.)) Tolgt somit

Ou  0uor n ou Op ( )6u sin(p) du

— =—_—+ ——— =08 —

dr  Oroz | 9p oz v ar r 9

0 ou 0 ou 0 ot

Ou _ 0udr  0idy Sin() +cosg0)7u

Oy Ordy Op ay or r Oy
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Bevor wir die Kettenregel erneut auf diese Ausdriicke anwenden, folgt noch eine kurze Neben-
rechnung (Wieder sind r = r(z,y) und ¢ = p(z,9)):

2 (costo) = o [ty | = L G = ¥ = T
oz N T 5y Va2 + 2 [ . R
. (sin( ))fﬁ oy N1y a? cos(p)?
gy N SOy \ et ry2) vt
g sin(yp) _2 Yy 2y _—2sin(<p)cos(cp)
ox r S oz \x2+y?2) (22 +y2)2 r2

_ 9 (_x \_ 9 (cosly)

oy \a2+4y2) oy r

Nun liefert die erneute Anwendung der Kettenregel

@_g ( )au sin(p) 0u
a2 oz \" oy r Oy

_ sin(y)? 0 0%t sin(p) 0%a
T or + cos(¢) <COS( )W r  Opdr
2sin(p) cos(p) 0t sin(yp) 0% ~ sin(yp) 0%a
* 72 Op r cos() drdp r Op?
_ sin(()? du n 2sin(p) cos(p) du N cos(cp)2@ _ 2sin(yp) cos(p) 0% sin(p)? 0%a
r  Or 72 A or? r Ardp r2  Op?
und
2 ~
97 u _ 9 sin(y 8u Cos(go) du
oy Oy r o Op

20u _ 0%u  cos(p) 0%u
T or +sin(e )<Sm(¢)8r2+ r (9(,037")
2sin(p) cos(p) 0t cos(p) [ . 0% cos(yp) 0%
72 Dy T sin(p) Iroy T Dp?
282 N 2sin(yp) cos(p) 0% cos(p)? 0%a
ar2 r Orop 2 Op?

B cos(cp)Q@ _ 2sin(p) cos(p) du
S r or 72 Do +sin(e)

Mit sin(p)? + cos(p)? folgt durch Addition dieser beiden Identitéiten wie schon zuvor

0w 0*uw  9%*a 10u 1 9%

A = —F= —_— = — —_—— _
Y 0z2 + oy Or? + r or + r2 02



