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Aufgabe 11
Berechnen Sie das Oberflachenintegral:

/ydyAdz+zdzAdx+xdxAdy
o

Wobei die Flache O durch
O = {(x,y,z) €R3|x2—|—y2 <4 N z=2? —y2}

gegeben ist. Dabei ist die Orientierung so zu wéhlen, dass der Normalvektor in (0, 0, 0)
positive z-Koordinate hat.

Losung:
Wenn man O in Zylinderkoordinaten darstellt erhalt man:

rsin(y) rsin(yp)
®:(0,21) x (0,2) = O mit P(p,r) = rcos(p) = rcos(yp)
r?sin®(p) — 12 cos?(p) —7r? cos(2¢p)

Betrachtet man nun beide Ableitungen erhalt man:

rcos(p) sin(p)
do . d¢
—(p,r) = | —rsin(p) —(p,r)= | cos(p)
dep v 972 sin(Q(pgo) ar'” —2r CO§2¢>
Man erhalt:
2r%(cos(2¢p) sin(ip) — sin(2¢) cos(yp))
D1 x Lp,r) = | 202(sin(20) sin(ip) + cos(2p) cos()
¥ r(cos?(¢p) + sin®(p))
—2r2sin(yp)
= | 2r?cos(yp)

Durch einsetzen erhélt man fiir das Integral:

7 cos(p) —2r?sin(yp)
/ ydy Ndz + zdz ANdx + xde N dy = / —7r? cos(2¢p) 2r cos(p) | d(¢,r)
o) (02mx(0.2) \  psin(yp) -

2 2m
= / / —2r® sin(p) cos(p) — 2r* cos(2¢) cos(ip) + r* sin(p)dedr
0 Jo

2 2m 2 2w
= / / —2r* cos(2¢) cos(p)dpdr = / / —2r*(2cos®(p)) cos(p)dpdr = 0
0 Jo o Jo
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Wobei benutzt wurde, dass fiir ungerade k € N:

/ " sint(p) = / 7 cosh(g) = 0

Aufgabe 12

Berechnen Sie das Oberflachenintegral:

#wdy/\dz+ydz/\dx+zdw/\dy
o

Wobei die Flache O durch
O={(z,y,2) eR¥|2* + > + 22 <4 A2 +y* < 1}

gegeben ist.
Losung:
Zuerst behandelt man den Zylinder Oy, mit der Parametrisierung:

¢ (0,21) x (—V3,V3) = O

sin(¢p)
¢(p,2) = | cos(p)
z
Man erhalt:
sin(ep)
;l—¢ X Z—¢ = | cos(p)
2 r 0
Also ergibt das Integral:
sin(ep) sin(ep)
/ cos(p) | { costi) | o) = [ cos? () + sin*(¢)d(6,7)
(0727r)><(7\/§’\/§) z 0 (0>27r)><(7\/§7\/§)

/ 1d(¢,r) = 47V/3
(0,27) x (—v/3,1/3)

Seien nun Oy und Oz der obere Teil der Kugel (mit z > \/5) und der untere Teil der
Kugel (mit z < —+/3). Aus Symmetriegriinden sind die Integrale iiber beide Flichen
gleich, es reicht sich also aus Oy zu betrachten:

Y (0,27) x (0,7/6) = O

2 cos((p) sin(¢)
(e, 9) = | 2sin(p)sin(¢)
2 cos(¢)
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Denn cos(7/6) = v/3/2 man erhilt:

—2sin(p) sin(¢) 2 cos(p) cos(o)
o) = <2cos<¢> sin(6 >) 0.0 (2sm< >cos<¢>>

0 —25sin(¢)
4 cos(p) sin®(¢)
_w X W _ 4sin(p) sin2(¢)>
dp — d¢ ( 4sin(¢) cos(@)
Also gilt:
2 cos(p) sin(9) 4 cos(p) sin*(¢)
/ 2sin(p)sin(¢) | - | 4sin(p)sin®(¢) | d(p, @)
(0,2m) x (0,7/6) 2 cos(qﬁ) 4 sm(q§) COS(¢)
w/6 27
= 8/0 /0 cos? () sin®(¢) + sin?(¢) sin®(¢) + sin(¢) cos®(¢)dpde
/6
= 8/0 msin®(¢) + msin®(¢) + 27 sin(¢) cos®(¢)de
/6
= 8/0 21 sin(¢) — 2msin(@) cos®(¢) + 27 sin(¢) cos®(¢)do
= 8% (2m(cos(0) — cos(7/6))) = 167 — 837
Also gilt:

#xdyAdz+ydz/\d$+zd:B/\dy:47r\/§+327r—167?\/52327r—127r\/§
0

Aufgabe 13
Berechnen Sie das Oberflichenintegral fiir x,y € S?:

b (2.2} (0ol

Losung: Man benutzt die Parametrisierung;:
Y (0,27) x (0,7) — S?

cos(ip) sin(¢)
V(p, ¢) = | sin(p) sin(¢)
cos(¢)
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Es gilt:

d d

% x £| — sin(¢)

Also erhalt man fiir das Integral, man benutzt im zweiten Schritt, dass f027r sin(¢) cos(p)do =
[T sin(g)dd = [i" cos(¢)dg0:

b 2ot [ / 21 cos(p) sin(g) + 25 sin() sin(9)

i c0s(6)) (31 cos(0) sin(6) + iz sin(0) sin(6) + s cos(@)) sin(@)dipdg

T 2
= / / x1y1 cos? () sin®(¢) + xays sin? (@) sin® (@) + 23y cos®(¢) sin(d)dpdd
0 Jo
= / 117 sin® (@) 4 Toyem sin®(¢) + w3ys27m cos?(¢) sin(¢)de
0
4 4 2 Ar

= 11T + XToYoT— + I3y32ﬂ'— =

Alternative Losung: Das Integral kann auch ohne tatsachliches integrieren berechnet
werden:

# (x,2)(z,y)do(z # Zszyjzzz]do

=1 j=1

Da die Kugel um 0 symmetrisch ist, verschwinden Terme mit z;z; mit ¢ # j. Es bleibt
also iiber:

# T 25 + Toyozs + $3y3Z§d0(2)
S2

Nun ist aufgrund der Symmetrie ersichtlich, dass:

5%2 ido(z) = ﬁg{} Z2do(z) = ﬁgQ 22do(2)

Summiert man die Ergebnisse ergibt sich:

3# zido(z) = # 27+ 25 + z3do(z) = # ldo(z) = 4w
52 52 52
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Also gilt:

9B (0.2 ) do(e) g izt + vt + Aol
S2 S2

1 A
=3 (4mxyyy + Araays + dTasys) = —(z,y)

3
Aufgabe 14 Sei U offen und f : U — R zweimal stetig differenzierbar. Zeigen Sie fiir
x e U:

o1 1
L= rlggo r2 | 4nr2

b wdots) - 1le) | = gA1@)
[lz—yl|=r

Zuerst benutzt man, dass die Oberfliche der Kugel mit Radius r gleich 47r? ist und
erhalt:

1 1
I = lim —
0 r2 | 4nr?

# f(y) — F(@)do(y)

[|z—y||=r
Setzt man die Taylorformel ein erhélt man:
1
fly) = f(z) =(Vf(z),z —y) + 5(90 —y) Hp(x —y) + o(r?)

Der letzte Term ist im Integral vernachlissigbar, denn die Oberfliche ist 47r2. Mit der
Parametrisierung v, : (—m,m) x (0,7) — r - S*:

r cos(p) sin(¢)
Ur(p,¢) = &+ | rsin(p) sin(¢)
r cos(¢)
Mit:
dy  dy :
| dqu X dqéﬁ | = r?sin(o)

Man kann also direkt sehen, dass das Oberflichenintegral von (Vf(z),x — y) ver-
schwinden muss, denn es ist im Eintrag ¢ ungerade.
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Es gilt also:

1 1
I = lim —
roeo 12 | 8rr2

# (v — o) Hy(y — 2)do(y)

llz—yl|=r

= tim 5 (s [ o) — 0 t,0) - o sn s

N—

= lim e (i /7T /2 Hy17% cos® () sin®(¢) + Hapr? sin () sin®(¢) + Hagr? cos®(¢) sin(¢)dpde
8t Jo Jo

N——— —0

~ fim (i(Hn +H22+H33)4W dqs) = lim Af( ) = éAf(x)

8 r—oo O



