1 : Beispiel 15

Weisen Sie den Integralsatz von Stokes fiir das Kurvenintegral:
éxy dr +yz dy + xz dz
nach, wobei C die Berandung der Fléche
O={(2,y.2) eR’| z =2 — ¢ |2 < L, |y| <1}

bezeichnet.

Losung: Fiir das Kurvenintegral parametrisieren wir C":

1 0

1—¢2 —ot

—t -1

Cot)=1| 1 |, Cyt)=1|0
2 —1 2t

—1 0

Cs(t) =1 —t |, Cy(t)=| -1
1—¢2 —2t

t

Cst)=1 -1 |, Cit)=1|0
P —1 2t

mit ¢ € [—1,1]. Damit erhalten wir fiir die Teilintegrale:

1 1
]1:/ t(l—tQ)—Qt(l—t2)dt:—/ t—tdt =0
-1 -1

1 1 8
I, = / t—2t%(t* — 1)dt = / —2t* 4 2% - tdt = G
-1 -1

1 1
13:/ t(l—t2)+2t(1—t2)dt:3/ t—tdt =0
-1 -1
_8
15

1 1
I, = / —t+23(t* — 1)dt = / 2" — 2t — tdt =
1 -1
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Und damit als Ergebnis:

8 8
]{xydx+yzdy+xzdz:ll+lg+l3+l4=7_7:0
c 15 15

Fir das Flachenintegral berechnen wir zuerst die Rotaion unseres Vektorfeldes:

Ly Y
rot |yz | =— |z
A x

Weiters parametrisieren wir die Flache O:

T —2x
V(x,y) = y |, =2y |, lz[<L[y[ <1
x? — 9 1

Damit folgt:

Y —2x
. 11 1l
/ (VX F,f)ydo = / / (— 2> =2 |, | 2y |)dedy = / / 20y+21° —2xy* —x drdy = 0
@ -1J-1 —1J-1
x 1

Die Ergebnisse der beiden Integrale stimmen tiberein, also haben wir den Satz von Stokes

fiir dieses Beispiel nachgewiesen.

2 : Beispiel 16

Weisen Sie den Integralsatz von Gauf fiir das Oberflachenintegral

//xdy/\dzydx/\dzzdx/\dy
o

nach, wobei O die Berandung des Korpers
B={(z,y,2) € R¥42® +9* +2 <16, z >0}

bezeichnet.
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Losung: Wir parametrisieren die Fléche O:

x
lz.y) = y L -2<r<2, 2VA-2?<y<2/i-a?
16 — 422 —
0 8x
oY oY .
= btk A N _ |5
o1 o= ] A =2
—or —2y 1
Damit erhalten wir fir das Flachenintegral:
dy Adzy de Ndz 2 de Ad e ) o o
/\ - pumy
//xyzy‘”/\“‘”/\y//wm y |2y |) dyda
— 4% — y2 1

nlw

2v/1—22 2 16
/ / 42 +y* + 16 dyd:v:/ 16$2\/4—x2+§(4—x) +64v4 — a2 dx
-2

2V4—x2

Fiir die einzelnen Integrale verwendet man die Substitution z = 2sin(u) und erhélt:

/ 2?4 — x2dr = 16sin2(u)cos2(u)du =27

(ME]

2 3
/ (4 — mQ)%dx = / ﬂ 16cos* (u)du = 67

—92 5

2 s
/ VA= 22z = [ ° 4cos®(u)du = 2
-2

Wl

Damit erhalt man als Ergebnis:

2 16
/ 162°V4 — 22 + 3(4 — 2%)% 4+ 644 — 2% dx = 327 + 327 + 1287 = 1927
-2

Fiir den Integralsatz von Gaufl verwenden wir die Divergenz unseses Vektorfeldes, die

sich hier offensichtlich zu div(F) = 3 ergibt. Das Volumen B wird parametrisiert durch:

—2< <2, “2V4—22<y<2vV4—22 0<2<16—42% —y?
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Damit erhalten wir das Volumsintegral:

5 2v/4—22 16—422— 2v/4—22
// div(F dV = 3/ / / dzdydx = 3/ / 16—4a?
2v/4—x2 2v/4—x2

2 16
3/ 64vA— a7 — 16:°VE— a7 = (4 —a%)} = 192
—2

Das letzte Integral 16st man analog zu oben. Da die beiden Ergebnisse iibereinstimmen,

—y? dydx =

haben wir den Satz von Gauf} fiir dieses Beispiel nachgewiesen.

3 : Besipiel 17

Zeigen Sie fiir skalare Funktionen f, g und Vektorfelder ‘7, W

grad(fg) = ferad g + g grad f

div(fV) = (grad f,V) + f divV

rot(fV) = grad f x V + f rotV
div(V x W) = (W rot V) — (V rot W)

Losung: Im folgenden seien die Funktinen f, g sowie die Vektorfelder ‘7, W von den

Variablen x1, x9, x3 abhidngig. Dann haben wir fiir i = 1,2, 3:

B 0 B dg of B 4
grad(fg); = B, (fg) = f@xi 95 = (f grad(g) + g grad(f));
L3 ) av; ; e
div(fV) Z = Z(a a—) = (gradf, V) + f div(V)
i=1 i=1 Li
rot(fV) ams(fvl) xl( ) = | fO VI + V10uy f — [0, V3 — V30, f | =
am(f‘/?) - w2(fvl) famV? + V28m1f - f@m‘/i - Vlamf
‘/38£E2f - ‘/28:B3f + f(awzvé - aﬁvs‘/?)
Viduo f — VaOu [+ [(8u, Vi — 05, V3) | = gradf x V + f rotV
VQ@mf - Vlazzf + f(ax1v2 - axzvl)
P 0 0
le(V X W) 81}1 (‘/QWg — ‘/3W2) ax2 (‘/3W1 — ‘/1W3) + %(%WQ — ‘/2W1> =
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oV oVs o)% oV
WlaixQ — ngifl,’g + W287:E3 — W2(97:L’1+

oVa oV, oWs oW,

W36$1 B WSaLL’Q B (Vi 8x2 * ‘/1 81’3
oWy, oW oW, oWy
+‘/2(9{L’3_‘/28I1+‘/38$1_‘/38$2>_

(W, rotV) — (V, rotW)

4 : Beispiel 18

Sei F eine Fliache mit nach oben weisendem Normalvektor, deren Rand der Einheits-kreis
{(z,y,2) e R® | 22 + y?> = 1,2 = 0} ist. Uberlegen Sie, dass der Wert des Integrals

// 2dy A dz + 2*dz A dx + y?dx A dy
F

nicht von der Fliche F abhingt. Benutzen Sie diese Uberlegung, um das Integral zu

bestimmen.

Losung: Variante 1: Wir definieren die Einheitskreisscheibe in der xy-Ebene als E :=
{(x,y,2) € R® | 22 +y? < 1,2z = 0}. Das zusammenfiigen dieser mit der gegebenen

Flache F erzegt ein Volumen B, fiir dieses wir mit dem Satz von Gauf gilt:

// divii dﬁz/ Wd6:// Wd6+// Wdo
B FUFE F E

Hierbei bezeichnet W das gegebene Vektorfeld. Wichtig zu beachten ist hier dass im
Flachenintegral iiber £ der Flachennormalvektor nach unten, dh. in negative z-Richtung
zeigt. Da hier allerdings gilt, dass

- 02°  0x* 9y

di = — 4+ —
W ox + oy + 0z

0

folgt mit der obrigen Gleichung:

//deJ:—/[EWcza
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Folglich héngt der Wert des Integrals nicht von der Flache F ab. Um das Integral zu

berechnen Integrieren wir nun einfach iiber die Einheitskreisscheibe und erhalten:
N 27 1 T
—// Wdo = —/ / r2sin®(¢)(—r)drdp = ~
E o Jo 4

Variante 2: Wir suchen ein neues Vektorfeld f, dessen Rotation gerade unser gegebenes
Vektorfeld W ergibt. Nach aufstellen der Gleichungen V x T = W findet man mit dem
Ansatz Ts = yz%:

zx? 22
Vx a2 =22 =W
yz° y?

Damit haben wir also ein passendes Feld gefunden. Damit gilt nach dem Satz von Stokes:
[ Wds= [[ vorT ag— § Tas
F F oOF

Damit haben wir ebenfalls die Unabhéngigkeit des Integrals von F gezeigt. Fiir das

Integral parametrisieren wir den Einheitskreis mit 0F () = (cos(t), sin(t),0) und erhalten:

0 —sin(t)
fd*—/2ﬂ< t)sin?(t / >dt—/27r 2(t)sin®(t) dt = ~
) Tds = | cos(t)sin®(t) | , coz( ) = | cos'()sin =1
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