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Kapitel 1

Integralrechnung fiir Funktionen in
mehreren Variablen

Gegeben sei f : A — R, A C R?, A beschriinkt. Wir suchen das Volumen des Bereiches
{(xl,acg, o Ty Tar) € R (2, 20, .. 1) € ANO < gy < floy,. .. ,xd)} )

Fiir d = 2 und die Grundfliche A = [a,b] X [¢,d], f : A — RT wihlen wir 3; eine Zerlegung

von [a,b] 1 a = x9 < ¥ < -+ < x,, = bund 35 eine Zerlegung von [c,d] : ¢ = yo < y1 <
c < Y, =d.
Wir setzen
my; = inf x,
T (@yelmimin X[y ,541) flz.y)
M;; = sup f(’ra ?J)

(@,y)€[zi,@it1] ¥ [Yj,Y5+1]

und erhalten damit die Untersumme

n—1m—1
(f 31, 32 Z Z ng Tit+1 — (yy+1 - ?Jy)
=0 j=0
und die Obersumme
n—1m—1
f 31,32 Mz] Tit1 — i)(yj-i-l - yj)
=0 j=0

Definition 1.0.1. Das obere Riemann-Darboux-Integral ist gegeben durch
[ fa.yydedy:= f 5(£.31,3)
31,32
(a,b] X [c,d]
Das untere Riemann-Darboux-Integral ist gegeben durch

[[ f(w,y)dody = sup S(,31,32)

31,32
[a,b] X [c,d]

Definition 1.0.2. Eine Funktion f : [a, ] X [¢,d] — R heiBt Riemann-integrierbar auf [a, b] x
[c, d], wenn

f f(z,y)dxdy = f f(z,y) dx dy,

[a,b] x[c,d] [a,b] x [c,d]




Wir schreiben dann:

ff f(z,y)dxdy

[a,b] x [e,d]
fiir den gemeinsamen Wert.

Die Frage stellt sich, wie man diesen Wert berechnen kann, wenn er existiert.
Wir nehmen an, dass

A= [ f,y)dzdy

[a,b] x[e,d]

existiert. Dann gilt wegen der Definition von A

S(f,31,32) < A< S(f,31,39).

Wir schitzen weiter Ober- und Untersumme durch Integrale ab

n—1 m—1 n—1 m—1
f 51,32 Z Z sz Tit1 — i)(yj—i-l - yj) = Z Tiy1 — T4 Z Mz] Yj+1 — )
i=0 j=0 i=0 =0
n—1 n—1 d
> ($i+1 - ﬂii)S(f(fCi, Z/)732> > ($i+1 - Sﬂz)/ f(f%y) dy
i=0 i=0 ¢

und daher

n—1
g(f731732) > Z Tit1 — / f(xi,y

=0

Analog erhalten wir

n—

1
S(f,31,32) < (Tiy1 — / f(ziy

=0

=/Cdf(:v,y)dy,

dann steht in der letzten Zeile gerade eine Riemannsche Zwischensumme fiir das Integral

b
/ g(x) dx.
Mit dieser Uberlegung erhalten wir

A:/ab dx—/ (/fxydy) H F(z,y) dz dy.

[a,b] x[c,d]

Sei nun

A heiit Doppelintegral oder Zweifachintegral.
Satz 1.1 (Satz von FUBINI). Sei f stetig auf [a,b] X [c, d]. Dann gilt

l%lw@”@)mz/(/fmy“)w—JIfwyM@

[a,b] X [e,d]



Abbildung 1.1: Normalbereich beziiglich der xz-Achse

Bemerkung 1. Stetige Funktionen sind Riemann-integrierbar.
Beispiel 1. Es ist das Volumen von folgendem Bereich gesucht:

{(z,y,2) eR[0<2<1,0<y<1,0< 2 <y}

1 p1 1 1 Loy
/ / xydxdy:/ (/ xydy) dx:/ r=
0o Jo 0 0 0o 2

1.1 Integrale iiber Normalbereiche

Definition 1.1.1. Eine Teilmenge der Ebene der Form:
{(x,y) eER*Ja < a <b,p(z) <y <i(x)}

mit zwei gegebenen Funktionen ¢, ¥ heifit ein Normalbereich beziiglich der z-Achse. Ein Nor-
malbereich beziiglich der y-Achse wird so dargestellt:

{(z,9) eR*le <y < d,p(y) <z <P(y)}
Wir gehen von einem Normalbereich

B = {(x,y) € R’z € [a,], p(x) <y < ¢(2)}

aus und wollen fiir f : B — R das Integral

|| fG,y) dady

erkliaren und berechnen.



Wihle ¢, d so, dass B C [a, b] X [c,d] und setze

f(x,y) _ {f(x,y) fir (z,y) € B

0 sonst

g:{a’b]fx{:’d} fla,y) dxdy:/a (/ flz,y) dy> dx

b [ o) ) d b [ o)
=/ / 0dy+/ f(fv,y)der/ 0dy dx:/ / f(z,y)dy | dx
a c o(z) P(x) a (z)

Bemerkung 2. Wenn B ein Normalbereich beziiglich der z-Achse ist gilt fiir

B = {(z,y) € R*|z € [a,b], p(x) <y < (x)}

R b P(x)
f@wmwzf(/ufmw@>m

Wenn C ein Normalbereich beziiglich der y-Achse ist, gilt fiir

und es gilt:

JJ

[a,b] x[c,d]

C={(z,y) eRy € [e,d],p(y) <z < Y(y)}

ﬂ#wwmwzfmfmvwwM>w

dann gilt

c (v)
Beispiel 2. Berechne das Volumen unter f(x,y) = y iiber den Bereich

B

{(z,y) e R?|2> +4* < 1,y > 0}
{(x7y)ER2|_1§I§170§y§\/71_x2}
{(5’07@/) ER0<y<1,—\/1-y2<z< \/1_y2}

1. Methode:
1 Vi—a? 1 y? Vi-a?
ffydxdy:/ / ydy dx:/ = dx
g ~1 \Jo 1\ 2 y=0
/1 1— 22 1 2B 1 1 2
de = -0 — —| =—-+—-=—.
1 2 4 3 3 3




2. Methode:

1 1—y2 1 r=4/1-y?

/ / ydx | dy :/ yx dy

0 —/1-¢2 0 w=—/1—12

/ (yx/l—y—(—y 1—y2>>dy—/2y\/1—y dy

0 0
(u=1-—y", du=—2ydy)

u=0 u=1 92 1 2
= \/ﬂ(—du):/ wrdu=“uz| =2,
u=1 u=0 3 0 3

1.2 Substitutionsregel

Wir wollen bei der Berechnung von [{, f(x,y) dz dy neue Variablen u und v, x = z(u, v),y =
y(u, v) einfiihren. Es soll also fiir eine Variablentransformation

T7:C—B
(u,v) = (2(w, v),y(u, v))

Jf f(z,y)drdy = fj flz(u,v),y(u,v)) ?2? dudv

gelten, wobei wir den “Umrechnungsfaktor” 77?7 noch bestimmen miissen.
Um zu verstehen, woher der Faktor 777 kommt, wollen wir die Substitutionsregel fiir einfa-
che Integrale noch einmal analysieren:

/f NT (u d:c_/ fla R(f,3,E) = jzolf& (Tis1 — )

zy = T(u;), & = T(n;)

Nach dem Mittelwertsatz konnen wir x; 1 — 2; = T"(7;)(u;41 — u;) schreiben und behalten

—_
—_

n— n—

fE) (@1 — i) = > f(Ta))T" (1) (i1 — wi).

i

Il
o
I
o

i

Der Faktor 7"(7;) kann als Umrechnungsfaktor zwischen der Lingenmessung in der “u-Welt”
zur Langenmessung in der “x-Welt” interpretiert werden. (Abb. 1.2)

Wir miissen also verstehen, wie sich die Fliche von Teilrechtecken [u;, w;11] X [vj, vj41] der
Zerlegung unter der Transformation 7' verdndert. Dazu betrachten wir die ersten Nidherungen

Ox Ox
x(u,v) = x(u;,v;) + %(ui,vj)(u —u;) + %(ul, vj)(v —v;) +  Fehler

ay(

y
y(u,v) = y(u;, v;) + %(ui,vj)(u —u;) + ™ u;,vj)(v —v;) +  Fehler



A
Ts5
Ty
T3
x =T(u)
T2
T
> 1
Uy Uz Uus Uy Us

Abbildung 1.2: Umrechnung von u auf x

Die Fliche von T'([u;, ui+1] X [v;,v;41]) ist also anndhernd gleich der Fliche des von den
Tangentialvektoren in (u;, v;) aufgespannten Parallelogramms (Abb. 1.3). Diese Flidche ist gleich

ox oy Oz Jy
%(Uzﬂ{j)%(uia vj) — %(Ui,%)%(uia v;)

(i1 — ug) (Vj11 — v)).

Damit kann man erwarten, dass

m—1n—1

f uu ]

=0 j=0

6x Jdy Ox 83/

8u v v ou (wi, v5) (Wip1 — i) (Vi1 — V)

ungefihr die Riemann-Summe des transformierten Integrals ist. Dies ist eine Riemann-Summe

fiir das Integral
(] £, |aet ( 3a00) Glee)
B ’ g_y(u7v) @(%U)

Damit haben wir folgenden Satz motiviert.

Satz 1.2. (Transformationsregel fiir Doppelintegrale:) Sei T : B — R? eine einmal stetig
differenzierbare, injektive Abbildung, dann gilt:
oz oz
E(u,v) F(u,v
o [ i) Bl
u(w,v) 5o (u,v)

[] f@yydzdy = [{ f(T(u,0))
T(B) B

fiir alle Riemann-integrierbaren Funktionen.

Beispiel 3.
B={(z,y) € R*z*+y* <1} die Einheitskreisscheibe

8



> U > T

Abbildung 1.3: Zur Variablentransformation

Wir wollen
fj 22 dx dy
B

berechnen, indem wir Polarkoordinaten einfiihren:

T =TCcosp
y =rsinp }T<T’(p)

TEY(B) = {(r,¢)|0 <r <1,0 < ¢ < 21} Einheitskreisscheibe in Polarkoordinaten

et () -

r=1 =27
ff 22 dr dy = ff r?cos’ prdr dp = / / 3 cos® o dr dyp
B r=0 ©=0

cosSp —rsine
sing  rcosp

‘zrcos%o—i—rsin%pzr

T(=1(B)
1 2m 74 1 rorm
:/ TSdT/ cos%odcpzz / cos? pdp =
0 0 0/0
2m 27
/ COSQLpdgpz/ sin? pdp = A
0 0
2m 27
2A:/ (sing +cos’p)dp=1| = A=n
0 0
1 2m 1 T
3 2
= Ordr/o cOS gpdg0—47r—4

Bemerkung 3. Transformationregel fiir die Umrechnung auf Polarkoordinaten:

ff flz,y)dxdy = ff f(rcos,rsinp)rdrdp
B

T(B)

Beispiel 4. Wir wollen das Integral

I:/ e dx

9



bestimmen. Dies ist zu verstehen als der Grenzwert

=
mit
R 2
I(R) =/ e " dr.
R
Wir betrachten

R /R
I(R)? = /R/Re_g”Q_y2 dr dy = fj e~ @) gy dy.

[_R7R] X [_R7R]

Das Quadrat [—R, R] x [—R, R] enthilt den Kreis mit Radius R und ist selbst im Kreis mit
Radius R+v/2 enthalten. Damit gilt

Abbildung 1.4: Die Integrationsbereiche

e~ @) de dy < I(R)? < e~ ) d dy.
IJ JJ

a:2+y2 SR2 x2+y2§2R2
Indem wir nun Polarkoordinaten substituieren, erhalten wir

5. 5 r=R pp=27 )
e (@ +y)dxdy:/ / e " rdrdy =
r= ©=0

0

R 5 2 R )
:/ re” " dr/ d90:7r/ 2re”" dr.
0 0 0

Das letzte Integral konnen wir durch Substitution leicht berechnen

22+y2<R2

w=r%du=2rdr

R , R?
7r/ 2re” " dr = 7r/ e tdu=m(—e")
0 0

10

R2
=7n(l—e
0

—RQ)‘




Damit erhalten wir die Ungleichung
71— e ™) < I(R)? < (1 — 72,

woraus durch Grenziibergang R — o0

. 2
A TR =
und damit -
/ e dy = NZ3
folgt.

1.3 Dreifachintegrale

Motivation:
B € R3 beschreibt einen Korper; p(z, y, z)-Dichte des Materials im Punkt (x, y, 2)

Masse von B = Jff p(x,y,z)dedydz
B

Wie bei Doppelintegralen gilt dann
by opd s oph
Jff f(z,y,2)dedydz :/ (/ (/ flz,y,2) dz) dy) dx
[a,b]x[c,d] x[g,h] “ ¢ g
Definition 1.3.1. (Normalbereich in R3: ) Seien f, g : [a,b] — R und
B={(z,y)la <z <b, f(z) <y <g(x)}

der durch diese beiden Funktionen bestimmte Normalbereich. Seien weiters ¢, : B — R.
Dann beschreibt

V={(z,y,2) eRla <z < b, f(zx) <y <gx),olz,y) <z<v(x,y)}
einen dreidimensionalen Normalbereich.

Bemerkung 4. Sei V' der eben beschriebene Normalbereich. Dann gilt

b g(x) Y(z,y)
fff hz,y,z)drdydz = / / / h(z,y,z)dz | dy | dx.
% a f(=) o(z,y)

Beispiel 5. Der Bereich V' sei gegeben durch
V={(z,y,2) eER|0<z <1, O<y<z, 0<z<zy}.

Wir bestimmen

I‘J/]xyzdxdydz — /:1 (/yyz (
L

=1 y=x 22 z=xyY

:/ ( xy;) dy) dx =
z=0 y=0 z=0

:/“’:1 P s [T L
o \ 2 4 o 8 64|, 64

11



Beispiel 6. Gegeben sei ein Bereich B = {(z,y, z) € R3||z| + |y| + |2] < 1}. Gesucht ist sein
Volumen.

W:{(x,y,z)€R3\x,y,z>0,x+y—|—z§1}:
:{(x,y,z)€R3|O§x§1,0§y§1—x,0§z§1—x—y}

V= gﬁ d dy dz =

g [ ([ ([ ) )
([ 0w

Beispiel 7.

jjj xyzdrdydz =0

||+ yl+[z|<1

Der Integrationsbereich ist symmetrisch und der Integrand ungerade (d.h. f(—z, —y,—z) =
—f(z,y, z)), daher muss man das Integral nicht ausrechnen. Man kann ,,durch Hinschauen®
erkennen, dass das Integral verschwindet.

1.4 Transformationregel fiir Dreifachintegrale

Satz 1.3. (Transformationsregel fiir Dreifachintegrale:) Sei T : B — R3 eine einmal stetig
differenzierbare, injektive Abbildung gegeben durch

(u,v,w) = (z(u,v,w),y(u,v,w), z(u,v,w)).

Dann gilt

det (M) ’ du dv dw.

O(u,v,w

fff f(z,y,2)dedydz = jjf f(z(u,v,w), y(u,v,w), z(u, v, w))
T(B) B

Beispiel 8.

fjj (zQ + yz) 22 dedydz =?

224+y2+22<1

Substitution mit riumlichen Polarkoordinaten:

x rsin 6 cos ¢
y | = rsinfsing
z rcosf

12



mit) <7r,0<6<m0<y <271 (oder — < ¢ < 7). Fiir die Jacobi-Determinante erhalten
wir

in 0 cos r cos 6 cos —7rsin @ sin
9 sin % ©» ©

3 sinfsing rcosfsing rsinfcosp = r2siné.
(r,0,¢) cos 0 —rsinf 0
Damit gilt
fjj (22 +y*) P2 dedydz =
x24y2422<1

r=1 =27 O=m
= / / / (r? sin? 0 cos®  + 12 sin? @ sin? )r? cos? O(r? sin 0) dr df dp =
r=0 Je=0 Jo=o

:/T_

r=1 =27 0=m
/ / r9sin® 0 cos® O dr do df =
0 Je=0 Jo=0
r=1

:_ p=2m 0=m )
= / r dr / dgo/ sin® f cos? 0 df =
r=0 =0 0

-0
1 O=m

= —27T/ sin §(1 — cos® ) cos? 6 df
7 Jo=o

u = cosf, du = —sinf db

9 -1

= 77T 1 (1 — u?)u*(— du)
LAY
7 \3 5)|., 105

Beispiel 9. Bestimme das Volumen des Korpers, der von der durch (2% + 3 + 2%)? = z be-
schriebenen Fliche begrenzt wird.

x rcos 6
y | = rsinfcosep
z rsin 6 sin ¢

rt =rcosf = 13 =cosf,r > 0= cosf >0:0 <0 < Z Damit erhalten

ogegg, 0<@p<2mr, 0<r<Vcosh

=73 =21 r=3/cos 0
Volumen V' = / / / r?sin @ dr dy df =
0=0 Jo=0 Jr=0

p=2m 0=% r=3/cos0
:/ dgo/ / r?sinf drdf =
=0 6=0 r=0
=% ,.3 r=4/cos6 9 0=2
:27r/ " sing R cos fsin 0 d =

u = cosf, du = —sinf db
~om [° 2 1

s
—du) ===
3 | v =553

13



Beispiel 10. Bestimme das Volumen des durch (22 + 32 + 22)? = -2 begrenzten Bereiches.

x2+y2
Wir fithren Zylinderkoordinaten ein:
x T COS
y | = rsing
z z
9 cosp —rsing
det (M) =|sinp 7rcosp 0 |=r
(T, 2 Z) 0 0 1
64
2.2 2\2 _
(" +y*+2°)° = Ry
64
= (124 22)? = =
8
=724 2% ==
r
8 — 3
= 22 =
r
3 ,_8-—17
8—1r">20=r <227 <
’
_ 3 _ 3
o < BT g<p<or 0<r<2
r r
Das Volumen von V' ist dann
= 8—r3
=27 r=2 "
/ / / rdzdrdp =
p=0 r=0
= 8—r3
8—r3

3 Jo u 3

Dabei haben wir im letzten Schritt 73 = u substituiert. Das Integral 148t sich durch die Substi-
tution

t=

berechnen.

14



Kapitel 2

Vektoranalysis

Definition 2.0.1. Eine Abbildung V : U — R?, U C R3 heiBt Vektorfeld. Jedem Punkt von U
wird ein Vektor zugeordnet.

4

P B

Abbildung 2.1: Vektorfeld

Beispiele: Stromung, Gravitation, elektrisches Feld.

2.1 Kurvenintegrale

Sei x(t) eine Kurve (Bewegung im Vektorfeld). Gesucht wird die Arbeit, die bei Bewegung
entlang der Kurve im Feld verrichtet wird. Es gilt

Arbeit = Kraft(in Wegrichtung) x Weg.

15



x(tg + h) — x(to) = x(tg)h

Die Arbeit entlang der Kurve zwischen x () und x(to + h) ist daher etwa

IV (x(to)) || - [|hx(to) | cos(a) = (V(x(t)), hx(to)) = h(V (x(to)), X(t0))

Abbildung 2.2: Arbeit entlang einer Kurve im Vektorfeld V

Damit erhalten wir fiir die Arbeit entlang der Kurve x : [a,b] — U :

Vi(z(2), y(t), 2(t)(t) + Valx(t), y(t), 2(£))y(t) + Va(x(t), y(t), 2(t))2(2)] di

I
S —

::/Vldx+V2dy+V3dz:/de
c c

Wichtig: Die Kurve ist nicht nur die Trigermenge C' sondern hat auch eine Orientierung.
Die letzte Definition legt nahe, dass das Kurvenintegral nur vom Vektorfeld und der orien-
tierten Kurve, aber nicht von der Parametrisierung der Kurve abhingt:

/de - j(V(x(m,x@»dt

Wir wollen die Kurve mit einer anderen Parametrisierung versehen, also

@ :le,d] = la,b], t =p(u), dt=¢(u)du,
p(c) =a ,p(d) =0

16



Dann erhalten wir

d
/ Vx = / (V (x((w))), (o w))) p(u) du
C

mit y(u) = x(¢(u)). Der Vektor y durchlduft die selbe Menge wie x mit der selben Orientie-

rung und es gilt
d b

/ (V (), §(w) du = / (V(x(t)). (1)) dt.

c a

Bemerkung 5. Das Kurvenintegral hingt vom Vektorfeld V, von der Kurve C' und ihrer Ori-
entierung, aber nicht von der Parametrisierung der Kurve ab.

Beispiel 11. Sei C' die Verbindungsstrecke von (0,0, 0) nach (1,2, 3)

/xydx + zdy +yexp(z)dz =
c
1 t
Parametrisierung: x(t) =t 2 =\ 2t | ,t€]0,1]
3t

/xydx+zdy+ye dz =
c

t2tdt+3t2dt+2te3t3dt)

o\

(2t2 + 6t + 6te™) dt

o\

1

1 1 1

2
3| +3t2] +2tedt| — / 263t dt
3 0 0 0
0
11 2 ' 13 4
_ = 2 3t _ - -3
3T T3 | T3 e

Bemerkung 6. Der entscheidende Teil bei der Berechnung von Kurvenintegralen ist die Aus-
wahl einer passenden Parametrisierung.

2.2 Wegunabhiangigkeit

Definition 2.2.1. Ein Kurvenintegral [V dx heifit wegunabhingig, wenn sein Wert nur von

c
Anfangs- und Endpunkt der Kurve C, aber nicht vom Verlauf der Kurve abhéngt.

17



Bemerkung 7. Das Kurvenintegral f V dx ist wegunabhingig genau dann, wenn § V dx iiber

jede geschlossene Kurve G Verschwmdet (siche Abbildung 2.3).

(‘T(h Yo, ZO)

Abbildung 2.3: Wegunabhingigkeit

Wir nehmen an, dass V' = (Vi(z,y, 2), Va(z, y, 2), Vs(x,y, 2)) ein Vektorfeld mit wegun-
abhédngigen Kurvenintegralen sei.
Wir wihlen (g, yo, 20) einen festen Anfangspunkt und setzten

(ac,y,z) x Yy z
P(x,y,2) = / VdXZ/W(thyo,zo)dtl+/V2($,t2720) dt2+/V3($7?/,t3>dt3
(x0,Y0,20) zo Yo 20

Diese Schreibweise ist durch die Wegunabhingigkeit gerechtfertigt.
Differentiation nach x, y und z ergibt dann

gradg =V,

das Vektorfeld V ist also ein Gradientenfeld.

Das Integral [ V dx ist also genau dann wegunabhiingig, wenn eine Funktion ¢ existiert,
deren Gradient V ist. Ein solches ¢ heit eine Stammfunktion bzw. Potenzial. Wenn man ¢
gefunden hat, kann man das Kurvenintegral durch:

(z,y,2)
Vdx = ¢(z,y, 2) — é(x0, Yo, 20)

(z0,90,20)

berechnen.
Wir suchen eine Bedingung dafiir, dass V ein Gradientenfeld ist:

¢

1 R

_ _ | 99
V= |=|2
V3 99

0z

ovi  0%¢ OV,
oy  Oxdy Oz




Durch Differenzieren der Eintrdge von V' erhalten wir die notwendigen Bedingungen:

Vi _ oV
oy Oz
oVs B oV
0z Oy
oVs B oV,
or 0z
Die folgende Schreibweise erleichtert es, sich diese Formeln zu merken
9 Vs _ OVp
9z ‘/1 Jy 0z
vxv=[2| x| w|=| %%
2 V3 Ve _ vy
0z oz dy

V xV =110tV Rotation von V
Wenn V ein Gradientenfeld ist, dann gilt: tot V=0=V x V

rot(grad ¢) = V x (V¢) = (V x V)¢ =0

Spiter brauchen wir dann noch

\Y Vi
@ oV, aVy OV
v-v=| v, Vo | =22+ 224+ 22 =divV  Divergenz von V ,Quelldichte"
A v, ox oy 0z

Fiir div und rot gilt dann
div(rot V) =V - (Vx V) =0

Weiters definieren wir fiir spiter

: B D% Po D¢
div(grad ¢) =V - V¢ = 92 + 05 + 552

A=V V.

= A¢ Laplace Operator

2.3 Oberflachenintegrale

Sei B € R3 eine Fliche.
,0) (u,v) €U p CR?

V ist ein Vektorfeld, das wir als Stromung interpretieren. Wir wollen den Fluss des Vektorfeldes
V durch die orientierte Flache B bestimmen. Die Orientierung ist durch die Wahl eines der
beiden moglichen Normalvektoren bestimmt. Die Richtung des Normalvektors definiert ,,oben®,
bzw. die ,,Vorderseite™ der Fldche.

Durch ein kleines Fldchenstiick flie3t etwa

(V(x),n(x)) - Fliche.
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Dabei bezeichnet n(x) den Normalvektor auf B im Punkt x € B.
Parametrisierung der Flidche B (siehe Abbildung 2.4):

¢:U— B, UCR?
x(u,v)
(u,v) = | y(u,v)
z(u,v)

X

Abbildung 2.4: Parametrisierung einer Fliche im R3

Damit haben wir
V(x) = V(é(u,v)).

Der Normalvektor n ist das Vektorprodukt von Tangentialvektoren:

8(75 9¢
ou X v

n—+-¢& ¢t
192 > 22|

Das unbestimmte Vorzeichen + deutet an, dass der richtig orientierte (zur Orientierung der
Flache passende) Normalvektor zu wihlen ist.

99 99

8u o

o6 0
iﬂ< ai afj>d dv

Bemerkung 8. Der Wert des Integrals hiangt nur vom Vektorfeld und der orientierten Flidche,
aber nicht von der Parametrisierung ab.

du dv

99
(V,n) - Fliche = <V(¢( v)), iw>‘

Fluss durch B ist :

20



Dies rechtfertigt die Schreibweisen

[[(v.mydo=[[V-do=[[Vidyn dz+Vadz A du+ Vida A dy,
B B B

wobei
Vi

V=1V
Vs

Dabei nennt man do = ||% X g—f}’”du dv das skalare Oberflichenelement. do = n - do heilit
das vektorielle Oberflichenelement.

Beispiel 12. Sei
B={(z,y,2) eR*|e” +y* +2°=1,2 >0}

so orientiert, dass der Normalvektor positive z-Koordinaten hat. Wir wollen dann

ffxdy/\ dz +ydz N\ de + zdx A\ dy =7

berechnen.
Wir benétigen dazu eine Parametrisierung fiir 5:

COS U SIn v

) . T
o(u,v) = | sinusinv |;0<u<2m;0<0v < 5 nur Halbkugel z > 0
Ccos v
3925 3gb —sinwusinv COS U COS U
do = u 8 dudv = cosusinv X sin 1 cos v du dv
u v 0 —sinw
— cosusinv
=4 —sinusin?v du dv
—SIn v cos v

Wir wihlen dieses Vorzeichen um die richtige Orientierung zu erhalten:

cos u sin v
do= | sinusinv |sinvdudv
coS v
Dann gilt
cos u sin v cos usinv
deo— / / sin u sin v sinusinv | sinvdudv
w0 v0 COS CoS v
™ us
2r 3 2 ™
3
sinvdudv = [ du | sinvdv = 2r(—cosv)
0
u=0 v= 0
=27
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Bemerkung 9. Die Schreibweise mit A deutet an, dass die Orientierung der Fldache wichtig ist:
dr N dy =—dy A dr; und de A de = —dx A de = dx N\ de =0

Diese Rechenregeln stellen sicher, dass immer die richtigen Vorzeichen gewihlt werden, sofern
der der Orientierung entsprechend gerichtete Normalvektor gewéhlt wurde.

Beispiel 13. Wir bestimmen dy A dz nach den Rechenregeln

ou ov

oy oy 0z 0z
dy = == d —Zdv; dz = —d — dv:
Y= u ut a0 T ut a0 0

[0y oy 0z 0z
dy N\ dz = (audu—i—avdv) A (audu+avdv)
Oy oz Oy 0z
= 8u6udU/\ du+8u8vdU/\ dv+
Oy 0z 0y 0z
+%%dv/\ du+%%dv/\ dv

— (%% _ @%) du A dv.

V)
) | der = — du+ — dv;
V)

g 2 =

x(
¢(u> U) = y(
2(

Oudv Ovou

Indem wir die Ergebnisse in das Integral [[ vy dy A dz + vadz A dx + vsdx A dy einsetzen,
erhalten wir

jjvldy/\ dz +vedz N\ dx +vsdx N\ dy
B

Oy 0z Oy 0z 0z 0x 0z O0x
= jf (v1(¢(u,v)) (a—z% - a—g%) + UQ(QZ5(U,U)) <%% — %%>

v
Ordy 0Oxdy
+ U3(¢(U,U>) <%% - %%>) du A\ dv.

Wenn sichergestellt ist, dass die richtige Orientierung gewihlt wurde (Normalvektor!), darf am

Ende du A dv durch du dv ersetzt werden. Damit sind wir bei einem gewohnlichen Doppelin-
tegral angelangt, das wir ausrechnen konnen.

2.4 Integralsatze

2.4.1 Integralsatz von GauB in der Ebene
Kurvenintegrale in der Ebene: V : U — R?, U C R?
P(z,y
V= ’
( Q(r,y

)

/ Pde+Qdy / (P(a(t), y()(t) + Qa(t), y(£))y(0)) di

C a
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Sei B C U ein Normalbereich beziiglich beider Achsen (siehe Abbildung 2.5)

B={(z,y) ER?’la <x <b, p1(z) <y < o)}
={(z,9) eR?’|c <y < d, Ui (y) < x < a(y)}
Wir wollen nun das Kurvenintegral iiber den Rand von B
j{ Pdz+ Qdy
OB
berechnen.
A
d
Pa()
B Ua(y)
V1(y) |
e1(z)
C
a b>

Abbildung 2.5: Der Bereich B

Wir schreiben das Kurvenintegral in ein Doppelintegral um

a

]{Pda: - /bP(x,gol(x))der/P(x, 2()) da

OB

o



c d

Satz 2.1 (Integralsatz von GAUSS in der Ebene). Sei B eine Teilmenge der Ebene, die von einer
glatten Kurve OB berandet wird. Seien die beiden Funktionen P und () auf ganz B differen-

zierbar. Dann gilt
oQ OP
Pdr+Qdy = (———> dzx dy.
j'{ Qdy Lf ar oy Yy

0B

(~y)dz+ady = || 0 _ 99 4 gy
) oz~ "oy

oB

Beispiel 14.

- QH drdy=2- Fliche von B
B
Das ist die LEIBNI1Zsche Sektorformel

Folgerungen
Wegunabhiingigkeit von Kurvenintegralen in der Ebene: [ Pdz + Q dy heiBt wegun-

abhingig, wenn der Wert des Integrals nur von Anfang- und Endpunkt abhiingt.
Wir wissen bereits, dass das Kurvenintegral wegunabhingig ist wenn

?{ Pdr+ Qdy =0 fir jede geschlossene Kurve G gilt.
G
Ebenso ist die Wegunabhingigkeit dquivalent mit der Existenz einer Stammfunktion ¢.

Fiir ¢ gilt dann: % =P; % - Q

¢ _op _ 9% _0Q
0xdy N y N oxdy - Ox
d.h.: Wenn das Integral wegunabhéngig ist, gilt:
0P _0Q
dy  Ox

Sei V = ( ) ein Vektorfeld auf U mit %—5 = g—g dann,

P

Q
%Pdw—l—@dy:jf (Z—Q—aa—P) drdy=0 wennG = 0B
G B ! Y
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Bemerkung 10. Wenn U die Eigenschaft hat, dass jede geschlossene Kurve GG in U ein Gebiet
berandet, dann funktioniert obiges Argument und das Kurvenintegral | P dz + @ dy ist wegun-
abhingig. Wenn U keine ,Locher hat, dann ist jede geschlossene Kurve ein Rand. Gebiete U
mit dieser Eigenschaft heien einfach zusammenhdngend.

Satz 2.2. Sei U ein einfach zusammenhdngendes Gebiet und V = ( g ) ein Vektorfeld auf U,

dann ist das Kurvenintegral [ P dx + Q dy genau dann wegunabhiingig, wenn %]; = ‘g—g gilt.

Beispiel 15. Auf die Voraussetzung, dass U einfach zusammenhéngend ist, kann nicht verzich-
tet werden.

x? 492 cos?t + sin?t
z24y2=1 0

2
]{ _ﬁiyzdx_i_ x dy:/((smt)(smt)—l—.costcost) dt:/dt:27r7é0
0

Das Vektorfeld V ist auf R? \ {(0,0)} definiert und kann nicht in (0, 0) fortgesetzt werden.
Fluss eines Vektorfeldes durch eine Kurve (im R?)
Jrmer- (5= (4)
’ ’ Q) y )’ —r )\ Ji? 42

ds = /&% + 92 dt; x =x(t), t € [a,b]

b
PN (i ; o
/<@)(—9‘f)¢m” +y2dt = / Qx+Py)dt—/ Qdx+ Pdy

C

Nach dem Integralsatz von Gauf} gilt dann

f@derde_H(ap o ))dxdy

Bemerkung 11. Der Fluss von V durch den Rand von B kann also als das Integral iiber eine
“Quelldichte” geschrieben werden:

7{ Qdm+de_ﬂ (8—P+8—Q) da dy
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2.4.2 Integralsiatze fiir Kurven- und Oberflichenintegrale im Raum
Der Integralsatz von Stokes

Sei B ein Flachenstiick im Raum und

eine Parametrisierung von 5. Wir wollen nun

]{de—i-Qdy—i-Rdz

oB

als ein Kurvenintegral in (u,v) umschreiben und den Integralsatz von Gaufl anwenden, um
einen entsprechenden Integralsatz fiir Kurvenintegrale im Raum zu erhalten. Es gilt dann

Jqudxzjf(zﬂogﬁ) <a—du+g—$dv)

OB
wegen

Nach dem Integralsatz von Gauf} erhalten wir

9, 9,
%(Po@a—zdu—k(Po@a—idv:

[ (o) 2 (1woois) v

Nach der Kettenregel gilt

5, Ox OPOx OPOy 0OPO0z\ Oz 0*x

—“((Pop)—= )= (=2 4, 2222 L 22 22V 22 4 p

ou (( Ogb)@v) ((%U 8u+ dy 8u+ 0z 8u> Ov * O¢8u80
0 Ox OPdx OP0y 0P0z\ Ox 0z

—( (P — —— | =—+P

ov << °9) (?u) (83: ov i dy v * 0z 87}) ou e (’bauav

Der Integrand des Doppelintegrals lédsst sich dann als

opP <8:L‘8x 8xax> N opP (8y Ox ayax) N oP (82 or 0z 8x)

dr \Qudv  dwou) 9y \Oudv dvdu) ' 9z

schreiben (der erste Summand ist 0). Insgesamt erhalten wir
Ordy 0Oxdy OP (0z0x 0z0x
7{”@“ = ff ( (m— B a_a_u) e (m— B 5%)) dudv

und (unter Verwendung der A-Schreibweise)

]{de—jj (——dm/\ dy+g—sz/\ dx)
]{Qdy_ﬂ (——dy/\ dz +2—deA dy)
fRdz—ff( dzAdx+g—RdyAdz).
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Durch Zusammenfassen ergibt sich

%Pdm—i—@dy—i—Rdz

OB
B oR 0Q 0Q 0P oP OR
_Lj(ay 8z)dy/\dz+<6x 8y>d$/\dy+<az am)dz/\dx.

Wir erkennen, dass in diesem Oberflachenintegral genau die Koordinaten von rot V vorkom-
men.

Satz 2.3 (Integralsatz von STOKES). Sei 'V ein Vektorfeld auf O C R3, B eine Fliche in O und

OB ihr Rand. Dann gilt:
j{Vds = jf(rot V) do
OB B

Dabei ist der Normalvektor auf B so zu wihlen, dass bei Umlaufen der Kurve 9B das Innere
zur Linken liegt (Links ist durch den Normalvektor definiert), wie in Abbildung 2.5.

Bemerkung 12. [V ds ist wegunabhingig < ¢ Vds = 0 fiir alle geschlossenen Kurven
G

G = rot V = 0. Wenn der Definitionsbereich von V so beschaffen ist, dass jede geschlossene
Kurve eine Fliche berandet, dann gilt auch die Umkehrung.

Der Integralsatz von Gaufl im Raum

Sei V ein Vektorfeld auf O C R3, U C O - ein Volumen, OU Rand von U (eine geschlossene
Flache).

Analog zum Integralsatz von Gaul} in der Ebene suchen wir eine Gleichung der Form

@S Vdo = ﬂj Quelldichte dz dy dz
ou U

Wir wollen die Quelldichte durch einen Grenziibergang bestimmen:

1
Quelldichte(zg, yo, 20) = lim Quelldichte dx dy dz
r—=0 V01<B((‘r07 Yo, ZO); T) B((IO‘J;/‘[‘[O) "
1
Sl ) Vo

3 9B((%0,y0,20),r)

PdyN dz+Qdz N de+ Rdx N\ dy
9B ((z0,y020),7)
x = rcos(p)sin(0) + xg
y = rsin(y) sin(0) + yo
z=rcos(f) + 2

Damit ergibt sich

7 cos(y) cos(f) —rsin(y) sin(6) r? cos(¢p) sin(6)?
do= | rsin(p)cos(fd) | x| rcos(p)sin(f) df dp = | r?sin(p)sin(6)* | do de.
—rsin(0) 0 r? sin(6) cos(6)
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Die Koordinaten des Vektorfeldes ersetzen wir durch ihre erste Nidherung

oP oP

P(x,y,z) = P(x0,Y0, 20) + %(1’0, Yozo)( — x0) + 8_3/(%’ Yo, 20) (Y — Yo)
OP
+ %(‘%0, y()Zo)(z — Zo) + Rest

und setzen dies in das Integral ein

S@S Pdy AN dz
Y

s OP oP
- [/ <P<xo, o 20) + G . 20)7cos(i)sin(8) + G 20,y 20 sini) sin(6)

=0 6=0

oP 2 - 2
+ a—(azo, Yo, 20)7 cos(f) + Rest | - = cos(p) sin(6)” df dep.
2

Weil fo% cos(p)dy = 0 und fo% sin(p) cos(y) dp = 0 verschwinden die Integrale iiber alle
Terme bis auf den zweiten. Damit ergibt sich

=21 O=m
oP
9‘;6 PdyA dz =r? / / a—(xo, Yo, 20) cos” () sin®(0) df dyp + Rest
x
9B =0 6=0
27 g
30P 2 2 :
=r a—(xo,yo,zo) cos” pdyp [ (1 —cos”(0))sin(f) dd + Rest
x
0 0
47r3 OP
=3 %(370,9072’0) + Rest
und daher 5 op
lim = Py A dz = (w0, yoz0).
weil Rest
lim % =0
r—0 7
gilt.

Dies gilt analog auch fiir [[, , Qdz A dz und [, , Rdx A dy. Damit erhalten wir

P
Quelldichte = 8— + @ + 8_R =divV.
Jdr Oy 0z

Satz 2.4 (Integralsatz von GauB im Raum). Sei U eine Teilmenge von R3, die von der glatten
Fliiche OU berandet wird, und sei das Vektorfeld V auf ganz U differenzierbar. Dann gilt

@Vdo - Hj div 'V dz dy dz.
oUu U

Dabei ist OU so orientiert, dass der Normalvektor nach aufsen zeigt.

Bemerkung 13. Die Integralsitze von Gaul3 und Stokes motivieren folgende Definitionen:
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* Ein Vektorfeld V hei3t wirbelfrei, wenn die Rotation Null ist

* Ein Vektorfeld V heit guellenfrei wenn die Divergenz Null ist

& @ V do =0 fiir jede geschlossene Flache ~y
vy

Beispiel 16. Das folgende Beispiel zeigt, dass der Integralsatz von Gaul} nur richtig ist, wenn
der Definitionsbereich von V keine ,,Locher* hat, also jede geschlossene Fliche tatsdchlich ein
Gebiet berandet. Wir bestimmen das Oberflachenintegral des Vektorfeldes

1 T

V= i
(22 +y2 + 22)2

iber die Oberflache der Kugel mit Radius /2 um den Ursprung. Dies ergibt mit

x Rcos psinf Rcos psiné
y | = Rsinpsinf | und do= | Rsingsind | R*sinfdfdy
z Rcosf Rcosf

=27 =7

27
2 2 2
ff v-do= / /(” Ty tz SRsinedego://sinQdQ:ém;é0.
0 0

2 2 2\5
o oo 2?2 4+ y? + 22):

Andererseits gilt

aivv="2 - 2 Y 0 :

+_
Ox (x2+y2+22)% oy (x2+y2+z2)% 0z (x2+y2+z2)%
= 5 :0,
(22 + 4+ 22)7

wodurch das Volumenintegral natiirlich verschwindet (vergleiche mit Beispiel 15).
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Kapitel 3

Differentialgleichungen

Viele physikalische und technische Vorginge lassen sich durch Gleichungen der Form
F(ey.yy" . y™) =0 (3.1)

beschreiben. Solche Gleichungen heiflen Differentialgleichungen. Dabei ist x die unabhéngige
Variable und y eine entsprechend oft differenzierbare Funktion von x, die abhéngige Variable.
F ist ein Ausdruck, der eine Beziehung zwischen z, y und den Ableitungen von y herstellt. Die
Ordnung der hochsten vorkommenden Ableitung heifit die Ordnung der Differentialgleichung.

Unter Verwendung des Hauptsatzes iiber implizite Funktionen (Analysis T1) kann die Glei-
chung (3.1) auch in der Form

y(") =G(z,y,y,... ,y("*l)) (3.2)

geschrieben werden. Die allgemeine Losungstheorie von Differentialgleichungen ist schwierig,
vor allem das Auffinden expliziter Ausdriicke fiir die Losungen. Der folgende Satz gibt zumin-
dest grundsitzlich Auskunft {iber die Existenz von Losungen.

Satz 3.1. Sei G : [a,b] x U — R (U C R" offen) eine stetige Funktion, die zusdtzlich die
Bedingung
|G(z, 20, . -y 2n—1) — G(z,wo, ..., wu—1)| < L||z — w|| (3.3)

fiir eine feste positive relle Zahl L und alle x € |a,b| und alle z,w € U erfiillt. Dann gibt es zu
jedem z € U ein h > 0 und eine n-mal differenzierbare Funktion y : |a,a + h| — R, die die
Gleichungen

3.4)

y" (@) = Gla,y(@), y'(2), ...,y D(2))

erfiillt. Diese Funktion ist durch die Angabe von z, also durch die Festlegung des Funktions-
werts und der Werte der ersten n — 1 Ableitungen an der Stelle x = a eindeutig bestimmt.

Die Aufgabe (3.4) nennt man Anfangswertproblem. Im Zusammenhang mit den meisten
Problemen der Physik und der Technik sind die Voraussetzungen des Satzes erfiillt, und damit
ist die eindeutige Losbarkeit des Anfangswertproblems gegeben.
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3.1 Differentialgleichungen 1. Ordnung

Wir betrachten zunéchst den einfachsten Fall, nimlich Differentialgleichungen erster Ordnung.
Diese sind durch Gleichungen der Form

y' = flz,y)
gegeben.

o 6 6 6 0 0 o o ¢ i¢ o o o o o o o o o
o 6 6 6 0 0 6 o ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ o o o o o
- 6 6 6 0 0 0 o ¢ ¢ ¢ ¢ o o o o o o o o
e 6 6 6 0 0 0 0 ¢ & ¢ ¢ o ¢ o o o o o o

e e 6 6 6 6 & ¢ ¢ ¢ o o o o o o o o o

. - -6 -0 o 54

8L e 8. 8. 6. 9. 6. 0 6 650 6 o & & o o o o o

6. 9. 6. 6 6 0 6 0 & & 9 & 9 & & o o o o o

e e 6 6 0 0 0 0 ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ o o o o o o o

o 6 6 6 0 0 0 O o ¢ ¢ ¢ o ¢ o o o o o o

- 6 6 6 0 0 0 o o ¢ ¢ ¢ ¢ o o o o o o o

o 6 6 o 0 0 o o ¢ IG¢ o o o o o o o o o

Abbildung 3.1: Richtungsfeld der Differentialgleichung ' = x/(1 + 3?).

Eine solche Gleichung kann man derart interpretieren, dass jedem Punkt (z,y) eine Tan-
gentensteigung zugeordnet wird, sieche Abb. 3.1. Interpretiert man die Variable x als Zeit, so ist
insbesondere die zeitliche Entwicklung der Losungsfunktion y(x) fiir gegebenen Startwert y(0)
von Interesse:

Definition 3.1.1. Ein Anfangswertproblem (AWP) besteht aus einer DGL ¢y’ =
einer Anfangsbedingung y(a) = y,. Eine Losung des AWP ist eine Funktion y : [a

y(a) = yo und y'(x) = f(z,y(2)) fir x € [a,b].

Eine Moglichkeit zur numerischen Bestimmung einer Losung y(z) zu gegebenem f(z,y)
ist das sogenannte Euler-Verfahren (Euler-Polygon). Sei dazu

y, - f(l‘, y)
{ y(a) =yo (3-5)

f(x,y) und
,b] — R mit

fiir einen Anfangszeitpunkt a gegeben. Folgt man nun ausgehend vom Anfangswert der Tan-
gente in yo mit Steigung f(a, yo) ein kleines Stiick bis © = a + h, so erhélt man

yl:g(a+h):y0+h'f<aay0>u (36)

was eine erste Nédherung fiir den tatsidchlichen Wert y(a+ h) darstellt. Durch Taylorentwicklung
ergibt sich g(a + h) — y(a + h) = O(h?), wobei a = x¢ und a + h = x; gesetzt wird. Dadurch
erhélt man einen neuen Punkt (1, y;) mit einer neuen Steigung, aus der man in gleicher Weise

Yo =y1 + h- f(x1,1) (3.7)
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1 — - S
>
Abbildung 3.2: Euler-Verfahren
bestimmen kann. Allgemein erhalten wir
v =f,y), ylwo) = yo
Ty = a,
Tp,=a+n-h
Yns1 = Yn + R f(Tn, Yn)- (3.8)
Durch das Néherungsverfahren entsteht natiirlich ein Fehler e,, := |y,, — y(z,,)| an der n-ten

Stiitzstelle, der sich wie folgt fortpflanzt:

Yni1 — Y(@nt1) = Yo + b f(@0,Yn) — y(zn + D)
2

h
y(z, +h) =y(x,) + h- y(zn) +tg y" (&) (Taylor)
—

f(zn,y(zn))
2

h
Yn+1 — y(anrl) =Yn + h - f(wm yn) - y(xn> —h- f(xna y(xn» - ? ’ y//<£n> .
Trifft man nun fiir = € [a, b] die Annahmen

[f(@y) = flz,2)| S K-ly—z]  [y'(x)| <M,
so ergibt sich mit der Dreiecksungleichung
h2

‘yn—i-l - y(xn—i-l)‘ = Cn+1 S €n + |f($n7yn) - f(xnay@:n))’ “h + ? - M
h2
~ €n+1§€n+K‘€n‘h—|—?'M

2

h
~ €n+1§€n'(1+K'h)+E'M,
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wobei klarerweise ¢y = 0 gilt.

Eine Bedingung der Form |f(z,y) — f(z,2)] < K - |y — z| fiir eine positive Konstante
K., fiir festes x, aber beliebige vy, 2 hei3t Lipschitzbedingung. Anschaulich gesprochen ist diese
Bedingung stirker als die Stetigkeit, aber schwicher als die Differenzierbarkeit.

Bemerkung 14. Der Fehler ¢, an x,, ldsst sich durch

e < }2‘—]‘}? Q04 KR — 1] (3.9)

abschitzen.

Beweis. Als Induktionsbeginn ist g = 0 < 0 erfiillt. Weiters gilt

hM h?
< — . no__ . JE—
entr < oy [(L+ KR)" =1] - (1+ Kh) + M
hM hM  hM h?
= 1+ KW - - —— . Kh+—M
2K (1+ ) 2K 2K +
hM

]

Fiir das Intervallende b = a + h - N mit N Teilschritten ldsst sich die Schrittweite als
< h = (b— a)/N schreiben. Setzt man dies in (3.9) ein, so erhélt man

g [ () -

(b—a)M
- 2KN

[ — 1] =0(h) = O(N 7).

Der Fehler ist damit invers proportional zur Anzahl der Stiitzstellen.
In Abbildung 3.2 werden die tatsdchliche Losung der Differentialgleichung und das Euler-
Polygon verglichen.

3.1.1 Typ 1: Getrennte Variablen

Differentialgleichungen kann man im Allgemeinen in unterschiedliche Typen einteilen, fiir die
es Losungsverfahren gibt. Der erste Typ beschreibt einen Losungsweg fiir Differentialgleichun-
gen folgender Form:

dy ,  f(x)
— =y =—= (3.10)
dx 9(y)
Dies lasst sich umformen auf
9(y)dy = f(z)dz. (3.11)



Durch Integration auf beiden Seiten

[ owis= [ sz (3.12
erhélt man
Gly) = F(x)+C (3.13)
wobei G’ = g und F’ = f, unter der Annahme dass g(y) # 0.

Weitere Umformung ergibt

Durch Ableitung erhélt man folgende Formel:
y'(r) = (GUVY(F(z) + C) - F'(x) (3.14)
Unter Beriicksichtigung der Umkehrregel

1 1

T G(GEE@) T g(GED())

(G

ergibt sich

Nun wird auch die Namensgebung dieses Typs klar: Durch Trennung der Variablen und
anschlieBende Integration erhilt man relativ einfach eine Losung. Folgendes Beispiel soll dies
veranschaulichen.

Beispiel 17. Gegeben sei folgende Gleichung

,
Yoy

Mit y’ = Z—z sieht man, dass dies umformbar ist auf

(1+y?*)dy = zdx
Integration auf beiden Seiten liefert

3
X
y+L -2 +1cC

2
3 2

womit die Losung auch gefunden ist. Man kann dies noch umformen auf

23
xziy/Q:g%—%—i—C:x(y)

Nach y(z) umzuformen wire recht aufwéndig (kubische Gleichung l6sen).
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3.1.2 Typ 2: exakte DGL

Eine weiterer Typ von Differentialgleichungen sind die “exakten Differentialgleichungen”, wel-
che folgende Form aufweisen:

P(z,y)dz + Q(x,y)dy = 0, (3.15)
was wir als
interpretieren.

Wenn nun Pdzx + Qdy ein Differential einer Funktion ® ist, was gleichbedeutend damit
ist, dass das zugehorige Kurvenintegral wegunabhingig ist, dann konnen wir d® = Pdx +
(QQdy schreiben. Wir wissen aus der Kapitel 2.2, dass dies aus der Giiltigkeit der Integrabi-
litdtsbedingung

orP  0Q
dy  Ox
folgt. In diesem Fall heifit die Differentialgleichung Pdx + Qdy = 0 exakt.

Wenn also Pdx + QQdy das Differential der Funktion & ist, dann beschreibt die Gleichung
Pdx + Qdy = d® = 0 genau die Niveaulinien von ®; diese sind dann die Losungen der
Differentialgleichung. Fiir ein Anfangswertproblem

,_ Py

—m y(wo) = yo

erhalten wir dann die Losung @ (x, y(x)) = ®(xo, yo)-

Beispiel 18. Gegeben sei
r_ 2zy
R
Umformung ergibt
(2% +yH)dy = —2zwydx

Nun werden die Integrabilititsbedingungen iiberpriift:

0(2zy)
Q) _ 9
dy o
I(x? + y?)
ATV _ 9
ox o

Diese sind also erfiillt. Nun wihlt man entweder P(z,y) und integriert nach x oder Q(z,y)
und integriert nach y, um die Stammfunktion ®(z,y) zu erhalten. In diesem Beispiel wird P
gewdhlt:

0P

P=—=2
ox it

O(x,y) = /Pda: = 2%y + C(y)

Im néchsten Schritt soll C bestimmt werden. Dazu leitet man nach der jeweils anderen Variable
ab (hier y) und vergleicht das Ergebnis mit Q(z, y).



Man sieht, dass fiir eine Ubereinstimmung C’(y) mit 32 ersetzt werden muss:

0
—— = c’
oy ot (v)
Q=2 +y*

Damit weill man, dass C'(y) folgendermafien aussehen muss:

3

C'ly) =y’ = Cly) = % +D

Schlussendlich kann man die Stammfunktion anschreiben:

3
O(z,y) = 2%y + %

Die Losungen dazu lauten 22y + % =C.

3.1.3 Typ 3: Lineare DGL
Dieser Typ hat die Form
"=a(x)y (3.16)

wobei y nur linear vorkommt und a stetig ist. Wenn y; (x) eine Losung ist, dann ist auch C'-y; ()
eine Losung:
la(z)y — a(z)z| < max|a(z)| |y — 2|
K
Damit ist die Bedingung fiir die Eindeutigkeit erfiillt - es handelt sich hier um einen Sonderfall
von DGL getrennter Variablen (wobei a stetig auf einem Intervall ist).

Jedes AWP ¢/ = ay, y(zo) = yo hat eine eindeutig bestimmte Losung. Fiir y(zq) = 0 ist
diese Losung die Losung y(z) = 0. Wenn also eine Losung y den Wert 0 annimmt, muss sie
gleich der Nullldsung sein.

Hier der allgemeine Ansatz fiir das Losen eines Anfangswertproblems, fiir y # 0:

/

% =a(z) = Inly(x)| = /a(x)dx +C

Indem wir C' = 0 setzen, haben wir damit eine Losung gefunden

o) = ([ :a@ds) |

Alle anderen Losungen sind nach den vorherigen Uberlegungen Vielfache C'y(z) dieser Losung.
Die Losung des Anfangswertproblems y' = a(z)y mit y(x¢) = yo lautet also:

y(x) = yoexp (/w: a(f)df)

/

y = -y

Beispiel 19. Gegeben sei

mit y(0) = 1.
Die Losung ldsst sich einfach anschreiben als

y(x) =1-exp (/:(—g)dg) — e
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3.1.4 Typ 4: inhomogene lineare Differentialgleichungen

Bei diesem Typ ist zusitzlich noch ein Term b(x) # 0 (die Inhomogenitdit) vorhanden:
y = a(z)y + b(z) (3.17)

wobei a und b stetig auf einem Intervall sind.
Wenn wir eine Losung y, von Gleichung (3.17) haben und eine Losung y;, der Gleichung y' =
a(x)y, dann ist y(x) = y,(z) + Ayx(x) auch eine Losung der Gleichung (3.17):

Y =y, + My = a(2)y, + b(@) + Aa(z)y, (3.18)
= a(x) (yp + Ayn) +0(x)
N——
Yy
Weil wir A jedem AWP anpassen konnen, haben wir damit alle Losungen von Gleichung (3.17)
bestimmt.

Sei yn(z) = exp([ a(x)dz) eine Losung der homogenen Gleichung y' = a(x)y. Dann
machen wir folgenden Ansatz fiir die partikuldre Losung y, der inhomogenen Gleichung:

yp = Cx)yn(x) (3.19)
Yy, = C'yn + Cy,. (3.20)
Wir setzen in Gleichung (3.17) ein:
C'yn+ Cy, = a(z)Cy, + b(z). (3.21)
~—~
Ca(z)yn

Daraus konnen wir C’ bestimmen und damit C'

,_ b@)
“- yn()
C(z) = zj);«b((xllf)) dx.

Dies eingesetzt in y, = C - yj, ergibt:

wie) = (@) |

Insgesamt ergibt sich damit die Losung

o) = (o) [ Ehdn b ).

Weil die Konstante C' aus der Losung der homogenen Gleichung im Ansatz durch eine Funktion
ersetzt wird, nennt man die Methode Variation der Konstanten.

Die Vorgehensweise zur Losung dieser Art von DGL soll anhand folgenden Beispieles klar
werden:

Beispiel 20. Gegeben sei

/ j—

Yy = xy+m3
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1. Schritt: Losung der homogenen Gleichung:

/

y =-—uy
Die Losung dieser Gleichung wurde bereits im letzten Beispiel (19) gezeigt, sie lautet:
yn(z) = e

2. Schritt: Nun verwendet man den Ansatz der Variation der Konstanten:

yp = C(x)yn()

b= Cla)e®

Y, = C'(:U)e%ﬁ - Cxe%tz
Dies setzt man nun fiir y und 3 in die Angabe ein und erhilt:

22

C'(r)ez — C(:c):z:e%2 = —C’(x)az:engE2 + 23

g2
Man sieht, dass sich —C'(z)xe 2~ kiirzen ldsst. Damit ergibt sich C"”:

22

O = 2leT

= C(x) = /x?’ex;d:c(—l—D)

Die Integrationskonstante DD konnen wir hier 0 setzen, da wir den Einfluss der unbestimmten
Integrationskonstante spiter ohnehin beriicksichtigen.
Im folgenden Schritt 16sen wir das Integral:

22
C’(x):/ 22 -xe’? dv

v

o o

332
=e? (2?2 —2)

Da wir nun C'(z) und y,, kennen, konnen wir y,, bestimmen:

2 2

x —x

yp = (2? —2)eze 2z =a*—2

3. Schritt: Die Losung der Form y(x) = y, + Ayj, fiir die gegebene DGL lautet also:

g2
y(x) =2 -2+ de 2

wobei A € R.
4. Schritt: Fiir das Anfangswertproblem y(0) = 1 bestimmt man A aus der Anfangsbedingung

y(0) =4,(0) + Ayp(0) = 2+ A1 =1

woraus sich A = 3 ergibt.
Schlussendlich setzt man A in die Losung ein und erhilt fiir das AWP:

a2
y(r) =a% —2+3e 2
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3.2 Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizi-
enten

Viele Probleme lassen sich durch besonders einfache Differentialgleichungen beschreiben. Bei
diesen ist die Funktion G in (3.2) linear in den Variablen y, v/, ..., 4" Y und (zuerst einmal)
unabhiingig von .

Eine Differentialgleichung der Form

y(”) + an,ly("fl) +---+ay=0 ag,..,a,_1 € R konstant (3.22)

hei3t lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Fiir diese Glei-
chung ist die Bedingung (3.3) offenbar erfiillt. Wegen der Unabhéngigkeit von = kdnnen wir
den Startwert der Einfachheit halber x = 0 wihlen. Indem wir die Anfangswertprobleme

y(0)
y'(0)

y™=(0)

fiir (3.22) losen, erhalten wir n linear unabhingige Losungen v, ..., y,,, aus denen sich wegen
der Linaeritit von (3.22) alle Losungen durch Linearkombination darstellen lassen:

y(@) = Xya(z) + -+ Anyn(2). (3.23)

Grundsitzlich geniigt es also n linear unabhingige Losungen der Gleichung (3.22) zu fin-
den; aus diesen konnen alle Losungen (und damit die Losungen aller Anfangswertprobleme)
linear kombiniert werden.

Zur Bestimmung dieser Grundlosungen verwenden wir eine einfache Ansatzmethode: wir
setzen Losungen in der Form

y(z) = (3.24)
Y (2) = AheH (3.25)

an und erhalten die Gleichung
NN oy AN g =0
bzw. nach Kiirzung mit e**
Ny AT ag =0,

Diese Gleichung haif3t die charakteristische Gleichung (bzw. das charakteristische Polynom)
zur Differentialgleichung (3.22).

Man hat nun ein Polynom in A vom Grad n vorliegen. Diese Gleichung hat demnach n
Losungen, wenn man mehrfache Nullstellen entsprechend mehrfach zéhlt.

Wenn alle Losungen der charakteristischen Gleichung verschieden sind, dann haben wir n
linear unabhingige Losungen der Differentialgleichung gefunden. Wenn Losungen mehrfach
auftreten, dann miissen wir noch weitere Losungen finden. Das soll nun geschehen: seien mehr-
fache Losungen der charakteristischen Gleichung vorhanden

) VD VR W
~ ~~ ~~~
ni1—mal no—mal ny—mal

(ny+mng+---+n,=n)
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Wir haben bereits folgende Losungen:
eMT 2T T

Um weitere Losungen zu finden, versuchen wir folgendes:

d\" d
<(—) + Clnfl(%)nfl +t a0> = (2"t an 12"+ + ag) ¢**

dx \ —
p(z)
Wenden wir nun die partielle Ableitung % an, so folgt
d n d n—1 a zx
((%) +an71<%) + +a0)826
d n d n—1 Zx
:<(%) +an71<%) + - +CLO)£IZ’€

=(p'(2) + p(2)z)e*

Wenn wir nun fiir

z = )\1
p(A1) =0
p(M) =0

einsetzen, erhalten wir, dass auch ze*'* eine Losung der Differentialgleichung ist. Damit erhal-

ten wir n verschiedene (linear unabhéngige) Losungen:

6)\1367 I@Alm, x26)\11’ o 71,711—16)\1:67
~1

e xpet?® . gl

M et L e

Definition 3.2.1. Wenn die Vielfachheit der Losung A der charakteristischen Gleichung > 1 ist,
dann sagen wir, dass bei )\ innere Resonanz vorliegt.

Beispiel 21. Gegeben sei

y'+4y +3y =0
wobei sich die Gleichung

p(\) =N +4X\ +3
ergibt. Nun 16st man diese Gleichung und erhélt

Mo=—-2++4-3
Al =3
)\2:—1

dies setzt man einfach in den Losungsansatz ein:

y=¢€

und fiir die allgemeine Losung erhilt man
ylr)=A-e "+ B-e ¥

Dies ist der einfachste Fall, da keine innere Resonanz vorhanden ist.
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Beispiel 22. Gegeben sei
y'+2 +y=0
womit man folgende Gleichung erhilt:
PN =N+ 20 +1=(A+1)
Die Losungen fiir A lauten
)\172 =-1

Nun liegt eine doppelte Nullstelle vor, es gibt hier also innere Resonanz!
Damit lauten die Losungen fiir y

yp=e "

Yo = e

und die allgemeine Losung
y(x) = Ae™™ 4+ Bre™

Beispiel 23. Gegeben sei
y//+4y/+5y:0
und damit
p(\) =X +4X+5
A ergibt sich dadurch zu
AMog=—-2EV-1=-2=%1

Im Fall komplexer Losungen treten diese immer paarweise als konjugiert komplexe Werte auf.
Die Losungen fiir y lauten

— 672$ em

=

yi(

yQ(x) — efoefix

welche man mit A
et = cos(x) & i sin(x)

auch anschreiben kann als

~2%(cos(x) + isin(z))

—296(

y1 ()

ya(x) =e

cos(x) — isin(x)).
Um komplexe Losungen fiir y zu vermeiden, addiert bzw. subtrahiert man diese beiden Losungen
und erhilt neue, reellwertige Losungen:

1

§(y1 +y5) = e~ - cos(x)

1 .
—(y1 —y2) = e . sin(z)

2
Die allgemeine Losung lautet nun
y(x) = (Acos(x) + Bsin(z))e **

Wichtig ist, dass die allgemeine Losung niemals komplexe Werte enthalten darf, man muss
immer auf reellwertige Losungen umformen!
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Beispiel 24. Gegeben sei
yW + 4y’ +4y =0
Dies ergibt
p(z) =2 +422 + 4= (22 4+ 2)
und damit

Ao = iv?2
)\374 = —Z\/§

Damit erhilt man 2 Losungen mit jeweils innerer Resonanz. Diese lauten demnach

Man erkennt an diesem Beispiel gut, wieso eine doppelte Nullstelle als innere Resonanz be-
zeichnet wird: fiir cos(z+/2), sin(z1/2) erhilt man eine Schwingung mit konstanter Amplitude,
fiir cos(x\/ﬁ), T sin(xx/?) erhilt man Schwingungen, deren Amplitude mit 2 wichst.

Beispiel 25. Gegeben sei
y W+ 4y® +6yP + 4y +y =0
und daher
pA) = A +AN 602 AN+ 1= (A +1)*

und
A234=—1

Hier liegt eine vierfache Nullstelle vor, damit ergibt sich dreifache innere Resonanz. Die Losungen
lauten dann

T

n=e

Yo = e "
ys =zl
ys = a’e””

3.3 Inhomogene lineare Differentialgleichung mit konstan-
ten Koeffizienten

Wir wollen nun auch noch eine Abhingigkeit von der Variablen = zulassen, indem wir auf der
rechten Seite von (3.22) statt O eine Funktion von z schreiben. Diese kann als duflere Anregung
des Systems verstanden werden.

Inhomogene lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten sind von der Form

Y™+ a1y + o+ ay + agy = s(x) (3.26)
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wobei s(z) eine Funktion ist. Diese Funktion wird auch als “Storfunktion” bezeichnet.
Wie 16st man nun diese inhomogene Differentialgleichung?
1. Schritt: Man 10st die zugehorige homogene lineare Differentialgleichung

y(n) + anily(nfl) 4+ 4 aly/ + apy = 0 (327)

2. Schritt: Man bestimmt eine spezielle Losung der inhomogenen Differentialgleichung

Wir untersuchen hier nur Storfunktionen s, die von einer sehr speziellen Gestalt sind. In
diesem Fall gibt es eine einfache Ansatzmethode, die die Bestimmung einer speziellen Losung
der inhomogenen Differentialgleichung erlaubt.

Sei die Storfunktion s(x) der Gestalt:

s(z) = e - P(x) (3.28)
reC (3.29)

und P ein Polynom. Dann liefert der Ansatz

y=e"-Q(z) (3.30)

wenn A keine Nullstelle des charakteristischen Polynoms

y=e"-Qx)- 2" (3.31)
wenn A eine n-fache Nullstelle des charakteristischen Polynoms

eine spezielle Losung der Differentialgleichung, wobei deg(P(z)) = deg(Q(z)). In diesem
Fall spricht man von duferer Resonanz.

Wenn die Storfunktion eine Linearkombination von Termen dieser Gestalt ist, dann lasst
sich die partikuldre Losung ebenfalls als Linearkombination der entsprechenden Ansatzterme
darstellen.

Beispiel 26. Gegeben sei
' +2) ty=e"x
Die zugehorige homogene Differentialgleichung lautet:
Y +2y +y=0
womit man folgendes erhilt:
M422+1=\N+1)2=0

In diesem Fall liegt innere Resonanz bei A = —1 vor und die Lésung der homogenen Differen-
tialgleichung lautet:

yg = Ae”* 4+ Bre™™
Die Storfunktion s(x) = e~*x ist von der Form

s(z) = e - P(x)
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mit A\ = —1lund P(z) =z
Der Ansatz fiir y lautet:

y,=e " (Ar + B)2® = e % (A2’ + Ba?)
Yy, = e *(Az® + Ba®) + ¢ *(3Ax” + 2Bx)
y;’ = e “(Az® + Ba?) — e *(3Ax* + 2Bx) — e “(3Ax* + Bx) + e “(6Ax + 2b)

Da P(z) = x muss Q(z) = (Ax + B), also vom selben Grad, sein. Da eine doppelte Nullstelle
bei A\ = —1 vorliegt und diese mit e~ * in der Storfunktion vorhanden ist, multipliziert man
also zum Ansatz noch z2.

Wieder setzt man diesen Ansatz in die gegebene Differentialgleichung ein:

e *(Az® + Bx®* — 3A2* — 2Bx — 3Ax* — 2Bz + 6A2” + 2B)
+2e % (—Ax® — Ba® + 3A2® + 2Bx) + e “(Ax® + Ba?) = e "x

Ausmultipliziert erhédlt man
Ax® — 2Ax% + Ax® + Bx? — Ax? — 3A2* — 2Ba® 4+ 6Ax* + Ba? —2Bx + 6Ax +4Bx +2B ==«
und Koeffizientenvergleich liefert

6Az +2B ==z

Damit erhalten wir

als spezielle Losung der inhomogenen Gleichung und
1 3 -z —T —x
y(x) = gre + Ae™™" + Bxe ™.

Beispiel 27. Gegeben sei
y// +4y/ +3y — .I'2 — 60365(72

wobei die Losung der homogenen Gleichung
Yy = Ae™" + Be™*
lautet. Ansatz fiir die spezielle Losung:

y = e’x(Ax? + Bx + C)a°
y= Ax*> + Bx + C

y =2Ax + B

y" =2A

Da der Grad von Q(z) gleich dem Grad von P(z) sein muss, ergibt sich fiir P(x) = z* nun
Q(x) = (Az? + Bz + C). ) ist hier 0 und damit keine Nullstelle des charakteristischen Poly-
noms.
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Wieder wird in die gegebene Differentialgleichung eingesetzt:
2A + 4(2Ax + B) + 3(A2* + Bx + O) = ?

Koeffizientenvergleich liefert:

2’ 3A=1 = A=
8
z! 8BA+3B=2+43B=0 = B =—
0 2 32
x 2A+QB+3C:§—§+3C:0 =(C =
Damit lautet die spezielle Losung
1 8 26 1
Yp = —2° — —x + — = —(92% — 24z + 26)

3 9 27 27

Die allgemeine Losung lautet damit

1
Y =yu +ysp = Ae + Be " 4 §(9x2 — 24z + 26)

Beispiel 28. Gegeben sei

3 ,
y" + 4y = 3sin(z) = ?(e” —e )
i
Die homogene Differentialgleichung lautet
y'+4y =0

und wegen \; o = £27 lautet die zugehdrige (reelle) Losung
yg = Acos(2x) + Bsin(2z).
Der Ansatz fiir die spezielle Losung lautet

y = Acos(z) + Bsin(x)
y' = —Asin(x) + B cos(z)

y" = —Acos(x) — Bsin(z)
Eingesetzt in die Angabe:

(—Acos(z) — Bsin(x)) + 4(Acos(x) + Bsin(z))

= 3sin
3Acos(x) + 3Bsin(z) = 3sin(x)

mit anschlieBendem Koeffizientenvergleich:

sin(x): 3B=3=B=1
cos(z): 3A=0=A=0

Dies liefert die spezielle Losung
yp = sin()
und schlussendlich die allgemeine Losung

Y =y + ysp = Acos(2x) + Bsin(2z) + sin(x)
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Wenn die Storfunktion s(z) der Form s(z) = e* (P (z) cos(bx) + P(z)sin(bz)) ist, dann
macht man folgenden Ansatz:

y = e"(Q1(x) cos(bx) + Q2(z) sin(bx))z" (3.32)
wobei

deg(Q1) = deg(Q2) = max(deg(F1), deg(P2))
und n die Vielfachheit der Nullstelle A = a + b des charakteristischen Polynoms ist.

e

Abbildung 3.3: Federpendel

Beispiel 29. Nun soll noch ein genauer Blick auf den Fall, dass A in der Storfunktion eine
Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist, geworfen werden:

y" 4wy = sindx (3.33)
Das charakteristische Polynom lautet
M4+ w=0= A= Fiw (3.34)
Die Losung der homogenen Gleichung sieht wie folgt aus:
yg = Acos(wz) + Bsin(wz) (3.35)

Wir unterscheiden 2 Fille:
cw#1

Der Ansatz fiir

a=10

b="1v
deg(P1) = —o0
deg(%) =0



lautet:

y = Acos(Vz) + Bsin(dx) (3.36)
y = —9Asin(dz) + 9B cos(Vx) (3.37)
" = —19?Acos(¥r) — 2B sin(Vx) (3.38)

Einsetzen ergibt

(—9?Acos(Vz) — 9*Bsin(Vr)) + w?(Acos(Vz) + Bsin(dz)) = sin(dx)
cos(9x)(—9? A + w?A) + sin(dx) (—9? A + w?B) = sin(dx)

Koeffizientenvergleich fiihrt zu den Losungen fiir A und B:

1

sin(Vr) : w*B—19*B=1= B= 5 (3.39)
cos(Vr): wWA—-9PA=0=A=0 (3.40)
Die spezielle Losung lautet dann
1 ,
Y = 5 sin(dx) (3.41)
und allgemein:
y = Acos(wz) + Bsin(wz) + PR sin(Vz) (3.42)
w=19
Ansatz:
y = (Acos(wzx) + Bsin(wx)) - x (3.43)
Y = z(—wAsin(wz) + wB cos(wz)) + (A cos(wx) + Bsin(wx)) (3.44)

y' = —x(w?Acos(wz) + w?Bsin(wr)) + 2(—wAsin(wz) + wB cos(wz))  (3.45)
Einsetzen in die Angabe

— z(w?A cos(wr) + w?Bsin(wz)) + 2(—wAsin(wzr) + wB cos(w))

+ w?(A cos(wx) + Bsin(wz)) - r = sin(wr)
ergibt
—2wA sin(wzx) 4+ 2wB cos(wx) = sin(wx) (3.46)
mit Koeffizientenvergleich
—2wA:1:>A:—% —w#0 (3.47)
2wB=0=B=0 (3.48)
Die spezielle Losung lautet

Ysp = e COS WX (3.49)
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und die allgemeine Losung ist

. T

y=A cos(wz) +B sin(wzx) — — COS W, (3.50)
~—— —— w ——
Schwingung Schwingung ~ Schwingung

wachsende Amplitude

Der Term % fiihrt also zu einer wachsenden Amplitude, wir haben also Resonanz. Um-
gekehrt kann fiir die Anndherung § — w ein Aufklingen der Amplitude der Losung der
inhomogenen Gleichung beobachtet werden.

Das wichtigeste an Differentialgleichung dieser Art ist es also, den passenden Ansatz zu
finden. In folgender Tabelle seien die Ansitze fiir unterschiedliche Storfunktionen zusammen-
gefasst:

s | Yoy |
P(x) Q(x)
FP(2) Q)
e cos(w) e (A cos(wx) + Bsin(wz)) (3.51)
e sin(wz) e’ (A cos(wz) + Bsin(wz))
e’ P(x) cos(wz) | e*(Q1(z) cos(wx) + Qo) sin(wz))
e P(z) sin(wz) | e*(Q1(z) cos(wz) + Q(z) sin(wz))

Im Fall von d@uerer Resonanz gilt der Ansatz
y=a"-y (3.52)

wobei n die Vielfachheit der Nullstelle und i der Ansatz ohne Resonanz ist.
Fiir eine Summe von mehreren solchen Storfunktionen setzt man die einzelnen Stérungen ein-
zeln an, findet die zugehorigen partikuldren Losungen und addiert diese (Superposition).

Beispiel 30. Gegeben sei

und daher
N—1=0= \o==+l1
Die Losung der homogenen Gleichung lautet dann
yg = Ae® + Be™®

und die Ableitungen sind

y':\/l/’_/e””—i—Aez—i—\B”_/e’z—Be’x

y' = A?ea” + Ae” — B'e_ox + Be™™®
Eingesetzt in die gegebene Differentialgleichung

A'e” + Ae® — B'e™™ 4+ Be™® — (Ae” + Be™®) = ¢€”

ergibt sich

Alez _ B/e—x — ex
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Als Nebenbedingung kennen wir aber
A'e® + B'e™™ =0

und wir kénnen fiir A und B wieder die Losung finden:

A=12
2
1
B = —16233
Damit lautet die spezielle Losung
z , 145 . x 1, .
Ysp = 5€ 162 e = (5 - J)e

und die allgemeine Losung

1 N
y = Ae” + Be " + (z — —> e = Ae* + Be " + %ez

2 4
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Kapitel 4

Komplexe Analysis

In diesem Kapitel wollen wir die Analysis noch einmal entwickeln, diesmal aber iiber dem
Korper der komplexen Zahlen

C={z=a+iy|z,ycR,i*=—1}

statt wie bisher iiber den reellen Zahlen. Dabei werden wir einige neue Phiinomene beobachten
und auch vieles aus Kapitel 2 anwenden kdnnen.
Zuerst einmal bemerken wir, dass wir mit dem komplexen Absolutbetrag

|2 = wl

auf C Abstidnde messen konnen. Konvergenz und Stetigkeit sind daher definiert.
Wir haben in Analysis T1 gesehen, dass Potenzreihen

Z an(x — )"

n=0

einen Konvergenzradius R besitzen. Es gibt also eine reelle Zahl R, sodass die Potenzreihe fiir
|z — xo| < R konvergiert und fiir |x — x¢| > R divergiert. Wir haben auch schon gesehen, dass
diese Aussage auch fiir komplexe Werte von x richtig bleibt. Der Konvergenzradius ldsst sich

nach der Formel ]

lim sup {/|a,|

bzw. durch
R = lim An

n—oo

an+1
bestimmen, falls dieser Grenzwert existiert.

Bemerkung 15. Potenzreihen stellen stetige Funktionen dar und konnen gliedweise differen-
ziert und integriert werden.

Beispiel 31.
d oo o
e Z a,r" = Z na,z" !
n=0 n=1
Bemerkung 16.
Z a,z™ konvergiertin A, Z b,z™ konvergiertin B =
n=0 n=0
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o0

Z(an + b, )z™  konvergiertin AN B
n=0

Satz 4.1 (Identititssatz fiir Potenzreihen). Wenn zwei Potenzreihen f(x) = " an(z — x0)"
und g(x) = Y " bo(x — x)" einen gemeinsamen Konvergenzbereich haben und auf einer
Menge mit Hdaufungspunkt x tiberstimmen, dann sind die Potenzreihen identisch: a, = b,

Vn € N.

Beweis. Es gelte fiir eine Folge () reny mit limy_,o 25 = 2o

f(zr) = g(wg).

Wir miissen dann zeigen, dass a,, = b, fiir alle n € Nj gilt. Dazu verwenden wir Induktion: fiir
n = 0 folgt dies aus der Stetigkeit der Funktionen f und g und aus ay = f(zo) = g(zo) = bo.
Angenommen, wir hitten die Aussage bereits fiir alle Koeffizienten mit Index < n gezeigt.
Dann betrachten wir

fx) =Yg ar(x — zo)* Zaunﬂﬁ—ﬂ?o

(x — xo)"

und

o) = g b Z%

(x — o)

Diese beiden Funktionen stimmen nach Voraussetzung in den Punkten () iiberein. Weil beide
Funktionen Potenzreihen sind, stimmen dann wieder die Koeffizienten von (x — z,)° iiberein,
also a,, = b,. ]

4.1 Komplexe Differenzierbarkeit

Definition 4.1.1. f ist differenzierbar in z; wenn

oSG f)
==z (2 — 29)

existiert.

Wir wollen uns ansehen, was diese Definition fiir den Real- und Imaginérteil von f(z) be-
deutet

f(2) = u(z,y) +iv(z,y).

u(z, yo) + 10(x, yo) — u(wo, yo) — (o, Yo) — (0, 90) + i (20, Yo)

f/(.Io + Zyo) = lim

T—T0 T — T
= lim weoy) + zv(xg,y) — ulo, yo) = (20, o) = —iuy (2o, Yo) + vy(Zo, Yo)
== i(y = yo)

Damit erhalten wir durch Vergleich von Real- und Imaginérteil die Cauchy-Riemann Gleichun-
gen
Uy = Vy Uy = —Ug. 4.1
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Die Abbildung z — f(z) konnen wir auch als Abbildung (z,y) — (u(z,y),v(z,y)) inter-
pretieren. Zu dieser Abbildung gehort die Jacobi-Matrix

ou  du
or Oy
v
ox Oy’

Die Cauchy-Riemann-Gleichungen besagen nun, dass diese Matrix eine Drehstreckung dar-
stellt. Dies passt zu unserer geometrischen Interpretation der komplexen Multiplikation.

Bemerkung 17. Eine Funktion f : U — C ist genau dann differenzierbar, wenn (z,y) —
(u(z,y),v(x,y)) reell differenzierbar ist, und die Cauchy-Riemann-Gleichungen erfiillt sind.

Beispiel 32.
f(z) = 22 = (x + iy)2 = 22 + 2izy — y?
u=z"—y*, v=2ry
ou ou
— =2 — =2
Ox “ oy Y
ov ov
— =92 — =92
Ox ¥ oy “
0 0 0 0
8—“ = a—u, 6_u = 8U } = die Funktion ist differenzierbar
T Yy Yy T
Beispiel 33.
f(z) = exp(z Zz—'—exp (x +1iy) = e"(cosy + isiny)

=0

Die Cauchy-Riemann-Gleichungen sind erfiillt.

Beispiel 34.

€ —e™*  exp(iz —y) — exp(—iz +¥)

2i a 2i

f(z) =sinz =

1
= ?(e’y(cosx +isinx) — e¥(cosx —isinx))
i

] :
=3 sinz(e™¥ +e) + % cosz(e? —e™Y)

= sinz coshy + 7 cos x sinh y

o ez(wc) _ efi(ix) et _ ¥ o
sinix = - = y = j¢sinhx
27 21

Definition 4.1.2. Sei U ein Gebiet und f auf U differenzierbar, dann heiBt f holomorph' auf
U.
H(U) ={f | f holomorph auf U}.

Satz 4.2. Sei f(z) = >~ an(z — 20)" eine Potenzreihe mit positivem Konvergenzradius R =
1 : y :

——=—— dann ist f(z2) fiir z mit |z — 29| < R holomorph.

T— f(2) ] |2 = 2o P
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z=x+1y

Abbildung 4.1: Betrag und Argument von z

Beispiel 35. Aus
Z=x 41y =rcosp+irsing = e = elFlFiAE>)
erhalten wir den komplexen Logarithmus

log(z) :=In|z| 4+ i Arg(z)

u(e,y) = (Va4 ) = SIna® + o)
oz,y) = Arg(2)

arctan (%) x>0
arctan () — 7 <0
Arg(z) = . (3?) =0y > 0
2 ]
-3 r=0,y<0
r 2:132+y2 $2+y2 T 1+ (3)2 12 l‘2+y2
Y T

Uy = %, Uy = 55
Y x2+y2 Y :U2‘|‘y2

Die Cauchy-Riemann-Gleichungen sind erfiillt, und es gilt fiir z # 0

oo oz . —y Ty Z
f(z2) = uy +iv, x2+y2+7’(m2+y2>

lim log(x +iy) = In|z| +im
y—0+

z=x+1wy, v<0,y<0
lim log(x +iy) = In|z| —im

y—0—
lim log(z +dy) — lim log(z + iy) = 2mi
y—0t y—0—

Die Funktion log ist auf der negativen reellen Achse nicht stetig.

'manchmal auch analytisch
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4.2 Kurvenintegrale im Komplexen

Wir wollen nun die Integration von komplexen Funktionen erkliren.

/ f(z)dz Orientierte C' Kurve.

Dazu parametrisieren wir die Kurve C' und erhalten

2(t) = x(t) + iy(t)
() = a(t) +ig(t)
dz = zdt = xdt +iydt = dx + idy

Ebenso zerlegen wir f(z(t)) in Real- und Imaginirteil.

f(2() = ulz(t),y(t)) +iv(x(t), y(t))

Damit wollen wir

[ )

z,y) + w(z,y))(dx + i dy)

Z
/ dx — vz, y)dy) + / (v(z, 9) dz + u(z, y) dy)
C

C

Das komplexe Kurvenintegral ldsst sich also rein durch zwei reele Kurvenintegrale darstellen.
Diese hiangen nicht von der Parametrisierung der Kurve ab.

Bemerkung 18. Sei U einfach zusammenhingend (keine ,,Locher):
Dann erhalten wir aus dem Integralsatz von Gauf3

j{f dz—%(udw—vdy)%—z%(vd:c—irudy)

C
= jj (—uy — vy) dx dy+sz (—vy + uy) drdy =0
S—— ——
=0 (wegen Cauchy-Riemann DGI.) B =0 (wegen Cauchy-Riemann Dgl.)

Satz 4.3 (CAUCHYscher Integralsatz (CIS)). Sei U ein einfach zusammenhdingendes Gebiet
und f eine auf U holomorphe Funktion. Dann gilt fiir jede geschlossene Kurve C'in U:

[EOLS

Bemerkung 19. Der CIS ist dquivalent dazu, dass komplexe Kurvenintegrale wegunabhéngig
sind, also nur von Anfangs- und Endpunkt abhiingen.
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Beispiel 36. Wir wollen das Kurvenintegral

fiir die beiden Kurven
Cy:z=e" te€l0,2n]
Cyiz=2+¢" t€|0,2n]
auswerten. Es gilt dz = ie® dt und nach dem CIS

dz

z

=0,

Co

weil L in B(2, 3) holomorph ist.

27
dz ie' dt
]{ 7 j{ et
Cq 0

f(2) = % besitzt auf U = C \ R, eine Stammfunktion, nimlich log(2).

Tz

2

:i/dt:27ri

0

dz
—= = 2mi = lim log(—1+iy) — lim log(—1 — iy).
;= 2mi= lim og(—1+iy) Jim, og( iy)
C

Die vorher schon gefundene Unstetigkeit des Logarithmus fiihrt also hier dazu, dass das Integral
iiber C'1 nicht verschwindet.

Bemerkung 20. Sei C eine geschlossene Kurve und liege 2, nicht auf C'. Dann gilt

d

7{ S 2mi - # der Umlaufe von C' um 2z,
zZ— 20

c

Definition 4.2.1. Ind(2p) = Index von zy beziiglich C' = Anzahl der Umlédufe von C' um den

Punkt z,.
1 dz

2m ) 2z — 2
c

= Indc(zo)

Wir wollen nun die Voraussetzungen des CIS etwas abschwichen. Sei f € H(U \ {z}) und
f beschrinkt auf {z € U | 0 < |z — 29| < €}. Dann berechnen wir

7{ £(2)dz.
C

Das Integral ist 0, wenn Ind¢(zo) = 0 ist. .
Wenn Ind¢(z0) # 0 ist, integrieren wie iiber die Kurve C' aus Abbildung 4.2 und erhalten

fﬂQWZOZfﬂ@@+/ﬂ@@+/ﬂ@@_ f F(2)dz
c c & =

|z—z0|=r
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Abbildung 4.2: Die Kurve C

Dies ist gleichbedeutend mit

ff(z)dz: f F()dz

|z—z0|=r
fiir jedes r > 0. Nun beniitzen wir die Beschrinktheit von f um 2
1f(2)] <M wenn0 < |z— 2| <c¢

und schitzen das Integral ab

/f(z)z(t) dt’ < /If(z)||z(t)|dt§ M/],é(t)|dt.

Bogenlinge

|z—z0|=r

Somit erhalten wir

< 2mrM  fiir jedes r € (0,¢),

woraus wir

lim ]{ f(z)dz=0

r—0
|z—z0|=r

schlieBen konnen. Der CIS bleibt also richtig, wenn die zu integrierende Funktion in einem
Punkt nicht holomorph ist, dort aber beschrinkt ist.
Sei f € H(U). Dann setzen wir

f(z)—f(20) fiir 2 # 2z
9(z) =9 ;2 i}
f(z) fiir z = 2

Dann gilt g € H(U \ {20}) und g bleibt in z, beschriinkt. Nach unseren obigen Uberlegungen

gilt daher
j{g(z) dz =0 = 7{ f(zi : ;(ZO)_ dz.
C

C
Indem wir nun das Integral aufteilen, erhalten wir

EZ) dz:f(zo)j{ fz = f(z0)2mi Inde(20).
J z 20 2 z 20

Diese Formel ist so wichtig fiir die weitere Entwicklung der Funktionentheorie, dass wir sie als
Satz formulieren.
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Satz 4.4 (CAUCHYsche Integralformel (CIF)). Sei U ein einfach zusammenhdngendes Gebiet,
f € H(U), C eine geschlossene Kurve in U und zy € U ein Punkt, der nicht auf C' liegt. Dann
gilt

1 fE)

dz = Ind
omi Jo 2 — 2 z = f(20) Indc(20)

Bemerkung 21. Wenn die Funktionswerte von f auf einer Kurve bekannt sind, dann sind alle
Funktionswerte in Punkten, die von der Kurve umlaufen werden, gegeben.

Nehmen wir nun an, dass {z € C | |z — 29| < R} C U gilt. Dann kénnen wir das Integral
aus der CIF umformen (fiir |z — 2| < R)

% d¢ =2mif(z).

[¢—20|=R

Wegen |z — zg| < |¢ — 20| = R gilt dann

Abbildung 4.3: Der Integrationsweg

1 1 - .

TG () (1o 22)
Ll K2 x n_mﬂ
_C—z();(C—ZO) _g(c_z‘)yﬁl.

Indem wir diese Reihe in die CIF einsetzen, erhalten wir

f0=5 ¢ a—om § 10X G

=0
|c—20|=R I¢c—z0|=R "

RSV § f(©)
"2l 7{ €= oyt

=0
" IC—z0|=R

oder

f(2) =) an(z = 2)"

n=0
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mit

Wir fassen zusammen

Satz 4.5. Sei H(U) ein einfach zusammenhdngendes Gebiet, f € H(U), zy € U und {z € C |
|z — 20| < R} C U, dann ldsst sich [ um zy in eine Potenzreihe entwickeln:

o
E an(z — z0)"

n=0
i I 1)
In =5 ]{ (C — zo)mH! d¢
|¢—20|=R

Potenzreihen sind beliebig oft differenzierbar, daher gilt:
Satz 4.6. Sei f € H(U), dann ist f auf U beliebig oft differenzierbar.

Wir wissen, dass die Koeffizienten der Potenzreihenentwicklung mit den Werten der Ablei-
tungen zusammenhingen.

= Zan(z —29)",

_ 1w 1 EACY N
ap = f (ZO) 2 f (C_ZO)nJrl d¢

I¢—20|=R

) = g § e

I¢—=20[=R
Sei | f(¢)] < M fiir | — 29| = R. Dann konnen wir abschétzen

Also gilt

_nl j{ f(Q) n! M n!M
— 27w Rl Rn

a¢| < — 2R = ——
(C _ ZO)nJrl
¢—20|=R
Satz 4.7 (Cauchysche Abschitzung). Sei U ein Gebiet und f € H(U). Weiters gelte {z € C |
|z — 20| < R} C U. Dann gilt

f™(=0)] < o L

max
R” [¢—20l=R
Als Spezialfall ergibt sich fiirn = 0

[f(z0)] < max |f(C)]-

|C—20|=R

Der Betrag einer holomorphen Funktion nimmt sein Maximum also immer am Rand des Kreises
an.
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Definition 4.2.2. Funktionen, die auf ganz C holomorph sind, heilen ganze Funktionen. Diese
lassen sich durch Potenzreihen mit Konvergenzradius R = oo darstellen

Sei f € H(C). Angenommen f wire beschrinkt, also Vz € C : |f(z)| < M, dann kénnen
wir Satz 4.7 anwenden

1
la,| < ﬁMfﬁralleR>O:>an:0 firallen > 0 = f(2) = ao.

f ist also konstant.
Satz 4.8 (Satz von LIOUVILLE). Beschrdnkte, ganze Funktionen sind konstant.
Wir wenden diesen Satz an, um den Fundamentalsatz der Algebra zu beweisen.

Satz 4.9. Sei p(z) = a,2" + Q12" "L+ -+ ag ein Polynom vom Grad n > 1 mit komplexen

Koeffizienten. Dann hat p genau n Nullstellen o, . . ., o, € C und es gilt
p(z) =an(z —aq) (2 — ay).
Beweis. Angenommen p habe keine Nullstelle. Dann ist f(z) = ﬁ eine ganze Funktion.
Weiters gilt fiir R = max(|a,—1|, ..., |ao|)/|an| und |z] > R+ 1
n n— n ‘Z|n —1
D) 2 Lol = aaallel = o= ol 2 ol (141" = R ) 2 el

Die Funktion f ist als stetige Funktion auf |z| < R-+1 beschrinkt. Nach der obigen Ungleichung
ist f also auf |z| > R + 1 beschrénkt, also eine beschrinkte ganze Funktion, daher konstant.
Damit ist auch p konstant im Widerspruch zu der Annahme, dass der Grad > 1 ist.

p besitzt daher eine Nullstelle v, also p(«;) = 0. Damit kénnen wir den Faktor (z — )
aus p abdividieren

p(2) = (z — a1)p1(2)
mit grad p; = n — 1. Durch Iteration des obigen Arguments konnen wir insgesamt n Linearfak-
toren abspalten und die behauptete Darstellung erhalten. [
Sei fe HU),{z€C||z—2]| <R} CUund
Ny={z€U]| f(z) =0}
die Menge der Nullstellen von f. Wir betrachten
Nyn{zeC||z— 2| <R},

also die Menge der Nullstellen in einem Kreis um 2. Angenommen, diese Menge wire unend-
lich. Dann hitte sie einen Haufungspunkt in U, woraus wir nach dem Identitétssatz schlieen
konnten, dass f die Nullfunktion sein muss.

Satz 4.10. Sei f € H(U), f nicht die Nullfunktion, dann liegen in jeder abgeschlossenen Kugel,
die ganz im Definitionsbereich liegt, nur endlich viele Nullstellen.

Sei f nicht die Nullfunktion und f(zo) = 0. Dann gibt es in der Potenzreihenentwicklung
von f um 2z, einen von 0 verschiedenen Koeffizienten. Sei m der kleinste Index mit a,,, # 0

f(z) = Z an(z —20)" = (2 — 29)™ Z an(z —20)" ™ = (2 — 20)"h(2)

mit h(2p) = a,, # 0. Die so bestimmte natiirlich Zahl m nennen wir die Ordnung der Nullstelle
Zp. Schreibweise

ord,, (f) = m.
Bemerkung 22. f hat in 2z, genau dann eine Nullstelle der Ordnung m, wenn
f(z0) = f'(z0) = -+ = f(m_l)(zo) =0, f(m)(zo) 7 0.
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4.3 Eigenschaften holomorpher Funktionen

Bemerkung 23. Wenn zwei holomorphe Funktionen f, g auf einer Kurve iibereinstimmen, dann
stimmen sie im ganzen Definitionsbereich tiberein.

4.3.1 Singularititen
Sei G ein Gebiet , 2y € G, f € H(G \ {#}). Die Stelle z, heiit dann Singularitit von f.

Satz 4.11. Sei f € H(G \ {z0}) und sei f in einer Umgebung von z, beschrinkt, dann gilt
f e HG).

Beweis. f ist beschriankt um zj, also gibt es ¢ > 0 und M > 0 mit
Vze G,0<|z—2| <e:|f(z)] <M.

Wir definieren

0 fiir z = 2

o) {(z—zo) f(z) firz e G\ {zo}

Dann gilt wegen der Beschrianktheit von f

lim g(z) = 0 = g(=0)-

Z—20

g ist also stetig in z,. Weiters gilt

9(2) —g(n) _ (z=2)°f(2) =0 _

Z— 20 Z — 20

(z —20)f(2)

und daher
lim 9(2) — g(2)
Z—20 zZ— 20

=0.

Damit ist g auch differenzierbar in 2. Die neue Funktion g ist also holomorph auf ganz G und
kann daher als Potenzreihe um 2z, geschrieben werden

g(z) = Zan(z — 2)".

Nach unseren obigen Uberlegungen gilt
ap = g(z0) =0, a3 =g'(2)=0.

Damit kénnen wir aus der Potenzreihe den Faktor (z — zg)? herausheben

9(2) = > anle = 20)" = (2 = 20) Y anz = )"

f(z) = anlz —2)""

und damit gilt f € H(U). O

Satz 4.12. Sei G ein Gebiet, zy € G mit f € H(G \ {20}), dann tritt einer der folgenden Fiille
ein:
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1. f € H(G) — hebbare Singularitiit

2. lim, ., |f(2)| = oo, genauer: Im € N, ¢y, ¢a, ..., ¢ € C, ¢y, # 0 sodass

(5w )

in 2 eine hebbare Singularitdt hat. Eine solche Singularitdit heif3st Pol der Ordnung m

3. Ve > 0 liegt die Menge
[F(2) 10 < |2 — 2] < }

dicht in C. Eine wesentliche Singularitiit.

Beweis. Angenommen der dritte Fall trete nicht ein. Dann gibt es £,0 > 0 und ein w € C,
sodass

Vz:0<|z—2z| <e:|f(z) —w| >4
Dann ist die Funktion .
9(z) = 75—
D= oo
in einer Umgebung von z; holomorph und beschrinkt. Wir konnen also g holomorph in 2y

fortsetzen.
Nun gibt es zwei Fille: g(zo) # 0. Dann gilt

FE) =t

und f ist holomorph in 2. Es liegt also eine hebbare Singularitit vor.
g(zo) = 0. Unter unseren Voraussetzungen ist ¢ nicht die Nullfunktion. Die Nullstelle besitzt
also eine Ordnung m

9(2) = (2 = 20)"h(2)

mit h € H(G) und h(z) # 0 in einer Umgebung von zy. Damit ist 1/A(z) holomorph um zj,
also in eine Potenzreihe entwickelbar

hz) = h(zo)
Damit gilt
f(z)=w+ ! =w + ! ian(z—zo)”
(z — 2z9)™h(2) (z — 2z9)™ —
a a A
=t e P e T e
+ f: an(z — zo)" ™™
— holomorph um 2o ’

Es liegt also der zweite Fall des Satzes vor. ]
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Beispiel 37.

fe) =222 e H(C\ {0))
Dann gilt
lim f(2) = 1

und daher ist f in einer Umgebung von 0 beschriankt. Der Punkt 2z, = 0 ist daher eine hebbare
Singularitét von f.

Beispiel 38. Sei

sin z U
f(z) = tan(z) = == € H (C\{E Vv k| ke Z}) .
Dann gilt
lim | £(2)] = tim 52— o
o 27 | cos 2|
[e.9] n(z_l)2n
Sy (1)
f(Z) = - n(z_§)2n+1
= Do)
. T (z—3)™
— A N _1 n 2
sin z = cos(z 2) n:0< ) o)
00 n(z_g)?’z
BN SV Gl D
h2)
1
wobei g holomorph um 7 und g(5) = —1ist. tan(z) hatin z = 7 einen Pol erster Ordnung und
C1 = —1.

Beispiel 39. Sei
f(2) = exp(L) € H(C\ {0}).

2
Dann gilt fiir w # 0 und
1

Zn = — ,nEN
logw + 2min

lim,, oo 2, = 0 und

f(zn) = exp(logw + 2min) = wexp(2min) = w
=1

In jeder Umgebung von z; = 0 nimmt f jeden Wert w # 0 (unendlich oft) an. Damit hat f in
2o = 0 eine wesentliche Singularitit.
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4.4 Die Potentialgleichung
In der theoretischen Elektrotechnik tritt die Differentialgleichung
Au=0

fiir das elektrische Potential im ladungsfreien Raum auf. Wir wollen diese Gleichung hier in
zwel Dimensionen betrachten und Ideen aus der komplexen Analysis zu ihrer Losung verwen-
den.

Definition 4.4.1. Sei U ein Gebiet in R? und v : U — R zweimal differenzierbar. Dann heift «
harmonisch, wenn auf U Au = 0 gilt.

Sei f holomorph auf U (diesmal gesehen als Teilmenge von C). Dann erfiillen Real- und
Imaginirteil von f die Cauchy-Riemann-Gleichungen:

flx+1iy) = u(z,y) +iv(z,y)
Uy = vy

Uy = —Uy.

Durch nochmaliges Differenzieren (f und damit » und v sind beliebig oft differenzierbar) er-
halten wir
Ugy = Ugy

= u Uyy = 0
u :—v} zw + Uyy

und ebenso v,, + vy, = 0.

Bemerkung 24. Die Real- und Imaginérteile holomorpher Funktionen sind harmonisch. Es gilt
auch die Umkehrung: jede harmonische Funktion ist der Realteil einer holomorphen Funktion.

Definition 4.4.2. Sei v harmonisch auf U. Dann heifit eine Funktion v : U — R, sodass
f(z +iy) = u(x,y) + iv(z,y) holomorph auf U ist, konjugiert harmonische Funktion zu w.
Diese ist bis auf eine additive Konstante eindeutig bestimmit.

Bemerkung 25. Sei v und v zueinander konjugiert harmonisch. Dann stehen die Niveaulinien
von u senkrecht auf die Niveaulinien von v (sieche Abbildung 4.4).

Wir wollen nun zu einer gegebenen harmonischen Funktion v die konjugiert harmonische
v bestimmen. Aus den Cauchy-Riemann-Gleichungen sehen wir, dass die Ableitungen von v
nach z und y durch die Ableitungen von u gegeben, also bekannt sind. Die Funktion v kann
daraus durch Integration bestimmt werden

(=,y) (z,y)
v(x,y) = v(zo,y0) + / vy dz 4+ v, dy = v(xg, Yo) + / —uy, dz + u, dy.
(z0,y0) (z0,%0)

Das Integral ist wegunabhiingig, daher ist die Schreibweise gerechtfertigt.
Wir wollen diese Methode anhand eines Beispiels vorzeigen:

Beispiel 40.
u(x,y) = e*(xcos(y) — (y + 1)sin(y))

Diese Funktion ist harmonisch durch Berechnung der zweiten Ableitungen.
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Abbildung 4.4: Niveaulinien der Real- und Imaginirteile der Funktion
f(z) =2 = (14i)z" — (54 44)2° — 82% 4 (6 — 2i)=.

Die ersten Ableitungen ergeben sich als
uy = (x 4+ 1)e* cos(y) — e (y + 1) sin(y)
uy = —(x + 1)e"sin(y) — €*(y + 1) cos(y).
Daraus erhalten wir durch Cauchy-Riemann-Gleichungen

vy = (z+ 1)e®sin(y) + e*(y + 1) cos(y)
vy = (x + 1)e” cos(y) — e"(y + 1) sin(y).

Integration der ersten Gleichung nach z ergibt
v(z,y) = ze’sin(y) + e"(y + 1) cos(y) + C(y).
Differentiation nach y liefert
vy = ze” cos(y) + e” cos(y) — e”(y + 1) sin(y) + C'(y),

woraus sich durch Vergleich mit oben C’(y) = 0 ergibt. Wir konnen also C'(y) = 0 wihlen.
Damit ergibt sich
v(x,y) = xe”sin(y) + e*(y + 1) cos(y)

und
f(z +iy) = e*(zcos(y) — (y + 1)sin(y)) + i(ze” sin(y) + e”(y + 1) cos(y)).
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Indem wir nun y = 0 setzen, erhalten wir
f(z) = (z+1i)e® firzeR,
woraus wir aufgrund des Identititssatzes
f(z) =(z+1i)e* firzeC
schliefen konnen.

Eine zweite Methode zur Bestimmung der konjugiert harmonischen Funktion verwendet
die Tatsache, dass die Ableitung der zugehorigen holomorphen Funktion f durch die Cauchy-
Riemann-Gleichungen leicht aus v zu bestimmen ist:

@ +iy) = ua(,y) +ive (7, y) = ua(,y) — duy(2,y).

Indem wir nun y konstant (z.B. 0) wihlen, erhalten wir einen Ausdruck fiir f” auf einer Geraden,
woraus wir nach dem Identititssatz f” in einem geeigneten Teilgebiet von C bestimmen konnen.
Die gesuchte Funktion f kann nun durch Integration bestimmt werden.

Beispiel 41. Wir starten wieder mit
u(z,y) = e*(xcos(y) — (y +1)sin(y)).
Aus den ersten Ableitungen

uy = (x 4+ 1)e* cos(y) — e (y + 1) sin(y)
uy = —(x + 1)e"sin(y) — e*(y + 1) cos(y).

erhalten wir
f'(x+iy) = up—iu, = (x+1)e” cos(y)—e®(y+1) sin(y)+i((x+1)e” sin(y)+e*(y+1) cos(y)).
Indem wir y = 0 setzen, ergibt sich

fl(x)=(r+1+14)e” firzeR

und somit
f'(z)=(z+1+1i)* firzeC.

Durch Integration erhalten wir die Stammfunktion
f(z)=(z+1i)e* = (z+i(y+1))e"(cos(y) + isin(y)),
woraus wir Real- und Imaginérteil bestimmen konnen
u(z,y) +iv(x,y) = e"(zcos(y) — (y + 1) sin(y)) + ie*(zsin(y) + (y + 1) cos(y)).

Wir wollen nun die Potentialgleichung auf der Einheitskreisscheibe fiir gegebene Randwerte
16sen. Gesucht ist also eine Funktion u : {(z,y) € R? | 22 + ¢* < 1} — R mit

Au =0, undu(cos(t),sin(t)) = f(t)

fiir eine gegebene Funktion f : [0, 27] — R.
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Eine erste Idee zur Losung dieser Gleichung ist durch unseren Losungsansatz bei der Schwin-
gungsgleichung motiviert: Wir suchen moglichst viele Losungen der Potentialgleichung, die als
Produkt einer Funktion des Radius und einer Funktion des Winkels (in Polarkoordinaten) ge-
schrieben werden konnen:

u(r, @) := u(rcos(¢),rsin(¢)) = R(r)®(¢).

Die Potentialgleichung in Polarkoordinaten hat die Form

Indem wir den Ansatz einsetzen, erhalten wir
AR(r)®(¢) = r*R"(r)®(¢) + rR'(r)®(¢) + R(r)®"(¢) = 0.
Wir dividieren durch E®, um die Variablen zu trennen:
r?R'(r)+rR(r) _(ID”(gb)
R(r) o)

Da die linke Seite nur von r, die rechte Seite aber nur von ¢ abhingt, miissen beide Seiten
konstant sein. Also .
- 9)

®()

Wir setzen hier gleich eine positive Konstante p? an, da wie bei der Schwingungsgleichung
sonst keine sinnvolle Losung herauskommt. Wir erhalten Losungen

B(9) = Acos(ud) + Bsin(ug).

Damit die Losung sinnvoll ist, muss sie aber 27-periodisch sein, da in Polarkoordinaten die
Winkel ¢ = 0 und ¢ = 27 dieselben Punkte der Ebene beschreiben. Daraus ergibt sich, dass u
eine ganze Zahl sein muss.

Die verbleibende Gleichung

r?R"(r) +rR(r) _
R(r)

hat die Losungen
R(r)=Crt + Dr 7+,

woraus sich insgesamt ein Losungsansatz

u(r,¢) = + Zr an, cos(ng) + by, sin(ng)) + Z?” (cn cos(ng) + dy, sin(ne))

n=1

ergibt. Die zweite Summe muss verschwinden, weil die zugehorige Losung fiir » — 0 unbe-
schrénkt ist. Also haben wir

u(r, ¢) = 50 + gr" a, cos(ng) + b, sin(neg))
und -
u(cos(¢), sin(¢)) = = ?0 Z (an cos(ng) + b, sin(ne)).
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Wir haben damit ein einfaches Losungsverfahren fiir die Potentialgleichung, indem wir die
Funktion f aus der Randbedingung in eine Fourier-Reihe entwickeln: zu der Funktion

— EO g a, cos(ng) + by, sin(ne))

aus der Randbedingung gehort die Losung

u(rcos(¢), rsin(¢)) = 50 + iTn (an cos(ng) + by, sin(ng)).

n=1

Beispiel 42. Gesucht ist die Losung der Potentialgleichung

Au=0, wu(cos(t),sin(t)) = f(t) =

1 fuir0 <t¢t<nr
-1 fir —w<t<0.

Die Funktion f ist ungerade, daher gilt a,, = 0 fiir n € Nj. Fiir die Werte b,, ergibt sich

- 2 /w sin(nt) dt — 2(1 — cos(nm)) _ {% fiir n ungerade
0

s ™ 0  fiir n gerade,
also -
=Yt sin((2n+ 1))
m(2n +1)
n=0
und -
u(r cos(¢), rsin(¢ Z TR r?sin((2n + 1)¢).

0

Eine zweite Losungsmethode verwendet die CIF. Wir wissen, dass die Losung « der Realteil
einer holomorphen Funktion g ist, fiir die natiirlich die CIF gilt, also

1 9(¢)
9(2)—% o (-2

d¢ fir |z| < 1. 4.2)

Die Schwierigkeit bei der Bestimmung des Realteils der rechten Seite ist nun die Tatsache, dass
im Integral Real- und Imaginérteil von g mit den Real- und Imaginérteilen von CdC “gemischt”
werden. Es tritt also rechts auch die konjugiert harmonische Funktion v auf, die wir nicht ken-
nen.
Dieses Problem lasst sich 16sen, indem wir auf der rechten Seite ein geeignetes verschwin-
dendes Integral addieren, das den Integranden reell macht. Aus dem CIS folgt, dass
1 z

3§ T =0 (4.3)

gilt. Andererseits ergibt sich unter Verwendung von ({ = 1

1 z —1— |z
= ) 4.4
(2t E P @D
Indem wir (4.3) zu (4.2) addieren und (4.4) einsetzen, erhalten wir

g<z>:i.]4 =L e

g
21 Jig=1 T 1C = 2[?
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Mit der Parametrisierung ¢ = ¢ und z = re’® ergibt sich daraus

( ) 1 /Qﬂ- —it 1—r? ( it) it dt
)= — e e e
I 27 Jo 1—2rcos(t—gz§)+r2g

1 2w 1 — 2 )
= —/ T g(e™)dt.
2 Jy 1 —2rcos(t — @)+ r?
Die Funktion ; L

T3 cos(i—9) 172 ist rein reell, daher ergibt sich aus dieser Formel der Realteil von
g im Inneren des Kreises nur aus dem Realteil von g auf der Kreislinie. Fiir die Losung der
Potentialgleichung

Au =0, wu(cos(t),sin(t)) = f(t)

ergibt sich damit
(reos(@). rsin(e)) = o [ ; L L—
iy T 2m Jy 1 —2rcos(t—¢) +r2 ’

die Po1ssoNsche Integralformel (PIF).
Die so erhaltene Losung stimmt natiirlich mit der durch den Fourier-Reihen-Ansatz be-
stimmten iiberein.

4.5 Der globale Cauchysche Integralsatz

Wir wollen die Voraussetzungen des einfach zusammenhingenden Gebiets GG im CIS und der
CIF los werden. Seien (1, ..., (), geschlossene Kurven in (G. Dann nennen wir die formale
Summe

r=cieCyo---aC,

eine Kette.

Ch

Abbildung 4.5: Die Kette ' = C; + C5 + C5 + Cy

Wir definieren das Integral iiber eine Kette durch:



Ebenso definieren wir den Index beziiglich einer Kette
Indr(z) = Inde, (20) + Inde, (20) + - - - + Inde, (20)
Satz 4.13 (Globaler CIS). Sei GG ein Gebiet und 1" eine Kette in G, fiir die
V2 e C\G:Indr(z) =0

gilt (T umléiuft also keine Punkte auflerhalb von G). Dann gilt fiir jedes f € H(G)

7{ f(2)dz = 0.

Beweisskizze. Weil I keinen Punkt aus C \ G umlduft, konnen wir “Briicken” zwischen den
Kurven von I' einbauen, sodass eine geschlossene Kurve in GG entsteht, die ein Gebiet berandet
(siehe Abbildung 4.6). Uber diese verschwindet das Integral.

Abbildung 4.6: Zum Beweis des globalen CIS
Die Integrale iiber die “Briicken” heben sich gegenseitig auf. [
Satz 4.14. Globale CIF: Sei G ein Gebiet und I' eine Kette in G, fiir die
Vze C\G:Indp(z) =0

gilt (T umléiuft also keine Punkte auf3erhalb von G). Dann gilt fiir f € H(G)

L f QO e - 2) Indr(z
27Tif<_de—f()Idr()-

Bemerkung 26. Wenn Indr(z) = 0, dann kann f(z) aus dieser Formel nicht bestimmt werden.

Wir betrachten nun ein Gebiet mit einem ,,LLoch™.
Dann liegt in dem Gebiet ein Kreisring:

{zeC|r<|z— 2| <R}
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Abbildung 4.7: Kreisring

Wir wenden nun die neue Version der CIF auf diesen Kreisring an und erhalten fiir r + ¢ <
|z — 2| < R—¢

Ind(2)2) = £2) = 5= § L

1 f(©) f(©)
| f e
(—z0|=R—¢ |[(—z0|=r+e

Wie im Beweis der Potenzreihendarstellung entwickeln wir C_iz in beiden Integralen in geome-
trische Reihen. Fiir den duBeren Kreis schreiben wir (wegen R — ¢ = | — 2| > |z — 20])

I 1 _ 1 :Oo (z — 2)"
(—z ((—2)—(2—2) (C_ZO)<1_Z—> ;(C_Zo)rwrl

—2
=20

und erhalten nach Einsetzen in das Integral

! f©Q 4o L > ()"
e T T )

|¢—20|=R—¢ |¢—z0|=R—¢ n=0
N L Q)
_;(z 20)"5— ]{ oy dc.
B |¢—20|=R—¢

Ebenso entwickeln wir auf dem inneren Kreis mit r + ¢ = | — zo| < |z — 20|

- 1 . 1 :_°° (¢ —2z)"
(—z (C—2)—(2—2) (z—z0)<1—§:zg> ;%(z—zo)"“
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und setzen wieder in das Integral ein, um

1 f(©) 1 j{ — (C—=0)"
- — d¢ = — ——d
2mi j{ (—=z ¢ 2mi 1(©) Z (2 — zo)"t1 S

|C—20|=r+e |¢—z0|=r+e
“Yma s OG-
I¢—20|=r+e
zu erhalten.

Wenn wir nun die beiden Integrale zusammenfassen, erhalten wir

fz)=> an(z—2)"
mit
= § ESd¢ firn>0
. — [¢—20|=R—e¢
= ¢ G fz(oonﬂ d¢ firn <0.
[¢—z0l=r+e

Wenn wir nun beachten, dass wir die Integrationskurven beliebig innerhalb des Kreisringes
verformen konnen, haben wir den folgenden Satz bewiesen.

Satz 4.15 (LAURENT-Reihe). Sei f holomorph in einem Kreisring {z € C | r < |z — z| < R},

dann gilt
= Z an(z — 29)"

n=—0oo

an ff nlanEZ
27TZ

wobei C' eine beliebige Kurve im Kreisring ist, die zy genau einmal umlduft. Die Reihe konver-
giert fiirr < |z — z| < R.

Bemerkung 27. Potenzreihen haben sich als die natiirliche Darstellung von holomorphen Funk-
tionen auf Kreisscheiben ergeben. Analog dazu haben wir Laurent-Reihen als Darstellung auf
Kreisringen erhalten.

Spezialfall: = 0 d.h. f € H(G \ {z0}). In diesem Fall nennen wir den Teil der Laurent-
Reihe mit negativen Exponenten den Hauptteil.

-1

f(z)= Z an(z—zo)”+2an(z—zo)" 0<l|z—2]| <R

n=—o00 n=0
N 7

Ha$t6i1
Aus Satz 4.12 ergibt sich dann:
1. Wenn der Hauptteil verschwindet, dann hat f in 2, eine hebbare Singularitét

2. Wenn der Hauptteil aus endlich vielen Summanden besteht, dann hat f in z, einen Pol
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3. Wenn den Hauptteil aus unendlich vielen Summanden besteht, dann hat f in z, eine
wesentliche Singularitiit.

Definition 4.5.1. Eine Funktion f heilit meromorph auf GG, wenn sie auf G \ A holomorph ist
und in den Punkten von A hochstens Pole hat (keine wesentlichen Singularititen). Sei G ein
Gebiet und habe A C G keine Haufungspunkte in G.

Aus der Formel fiir die Koeffizienten der Laurent-Reihe sehen wir

“3m 10

§ £¢)d¢ = 2miay

oder

So kann man das Integral berechnen wenn es gelingt, den Wert a_, zu berechnen.

Definition 4.5.2. Sei f € H(G \ {z0}) und habe f in z; einen Pol m-ter Ordnung mit Hauptteil
S an(z — 20)", dann heiBt a_; das Residuum von f, geschrieben

n=-—1
Res f(z) = a_1.
z=z0
Satz 4.16 (Residuen-Satz). Sei f auf G meromorph, C eine Kurve in G und seien zj, die Pole
von f in G. Dann gilt:

f F(Q)d¢ = QmZRes f(2) - Inde(2)

Z=Z
C

4.5.1 Bestimmung von Residuen

Um den Residuensatz verwenden zu konnen, miissen wir Residuen bestimmen konnen also zu
integrieren.

Pole 1. Ordnung: f(z) = qEz; p(z0) # 0, q(z0) = 0, ¢'(20) # 0. Dann hat f in 2, einen
Pol 1. Ordnung. Der Hauptteil besteht also aus genau einem Term, der das Residuum enthélt

f(Z):IM —i—ianz—zo

q(z)  z— 2z —

Wir multiplizieren mit (z — zo) und erhalten

—(z—zo)p(z)_a z—z Ooa z—z)"
q(z) - *1+( 0); n( 0)7

woraus wir durch Grenziibergang

und weiter




erhalten.
Pole hoherer Ordnung (Ordnung m > 1): Wir setzen nun f mit dem Hauptteil an

A,

_ A—(m-1) a1 N~ o
flz) = (z — z)™ " (2 — zg)m1 +"'z—20 +Za"(z 20)"

n=0

multiplizieren mit (z — 2o)™

(z—20)"f(2) = @+ a—(m-1y(z — 20) + - +a_1(z — 20)" "+ (2 — 20)" Z an(z —2)".
n=0

Offenbar kénnen wir nun a_; durch (m — 1)-maliges Differenzieren gewinnen

() (e=arsEl =Dl + G- ()

also
Ty m——— LTS
a_1=Resf(z) = — | — zZ—z z
P (m—1)! z 0
2=z0

Beispiel 43. Gesucht ist das Residuum von f(z) = (ziﬁ)Q in z = ¢. Offenbar liegt an dieser
Stelle ein Pol zweiter Ordnung vor. Es gilt dann

R z+2 d (z+2)(z —1i)? d (z+2) —z—4+1 i

eSS ——mM = — = — = —-—- = —_
z=i <Z2 + 1)2 dz (Z2 + 1)2 z=1 dz (Z + 2)2 zZ=1 (Z + Z>3 z=1 2

4.6 Anwendungen des Residuensatzes

4.6.1 Berechnungen von reellen Integralen

Wir wollen den Residuensatz verwenden, um eine simple und schnelle Methode zur Berechnung
von einigen Typen von reellen Integralen zu bekommen. Manche von diesen Typen konnten wir
zwar schon in der Analysis T1 durch Bestimmung von Stammfunktionen 16sen, fiir einige der
Typen ist die Bestimmung einer elementaren Stammfunktion aber schlicht unmoglich.

(e}

. / R(z)dzr R eine rationale Funktion mit Zidhlergrad < Nennergrad —2

—00
27

. / R(cos(z),sin(x)) dz R rationale Funktion
0

o0

. / e R(zx)dr, t € R, R eine rationale Funktion mit Zihlergrad < Nennergrad —2

—00
o

bzw. / R(z) cos(tz) dx bzw T R(z)sin(tz) dx

—0o0
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Integrale iiber rationale Funktionen

Beispiel 44. Wir wollen das Integral

(e 9]

/ dx
1+ 22

— 00

bestimmen. Dazu beniitzen wir die Gleichung

dz . 1
j{1+22 = 2miRes e
Cr

die fiir R > 1 und die durch Abbildung 4.8 gegebene Kurve C, gilt.

Cr

Abbildung 4.8: Der Integrationsweg Cp

Wir berechnen das Residuum:

1 1 1
Res —— =Res —————— = —.
z=i | + 2 z=i (Z — Z)(Z + Z) 2
Damit ergibt sich fiir R > 1
1422 1 + x2
CR - Va)

Fiir das Integral iiber dem Halbkreis gilt dann (fiir R — 00)
TR — 0,
—1 ~—

‘/ 1+ 22
Linge Halbkreis

dx 1
also/H—$ —2mljels1+22 =T

Beispiel 45.
dx 1
=9 Res ——
/ (22 422 +2)3 ! Ingo . (224+2242)3
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22+2x—|—2:02>21,2:—1ii
1 1
= 27 Res ——— = =2m Res ——————
mz o (22 +22+2)3 mz—felsﬂ (22 +2z+2)3

Es liegt ein Pol dritter Ordnung vor, also gilt

Res 1 _l(i)Q((szl—i)?’

e=—1+i (22 + 22 +2)% 20 \dz) (2+22+2)% __,,,
1/ d\ 1 _ld gy 1 6
C2\dz) (z+ 1403 ,_,, 2dz (241404, (209
N 7 dx L6 3
=2Mi— = —
(2?2 4 2z + 2)3 32 8

Bemerkung 28. Seien p, ¢ Polynome, gradp < grad(q) — 2, ¢ habe keine Nullstellen in R,
dann gilt:

[e.9]

p(z) p(2)
= Res
/q(x Z zezwz

—00

wobel die Summe iiber die Pole in der oberen Halbebene zu erstrecken ist.

Integrale iiber rationale Funktionen in Winkelfunktionen

Wir wollen nun Integrale iiber rationale Funktionen in Winkelfunktionen in komplexe Kurven-
integrale umschreiben, um die Residuenrechnung anwenden zu konnen.

Beispiel 46. Um

2

/ dx
5+4coszx

0
zu berechnen, schreiben wir cos z = (e + e~*") und substituieren z = ¢ (also dz = iz dx)
27 27

[ 5t =]
5+4dcosr ) 5441 ew—i—e“)

0

3 (
= j[ j{ = 2m Z Res !
B zz(5+2 z+1 222+5z—|—2) (222 + 52+ 2)

j2l=1 l21<1

dabei ist die Summe diesmal iiber alle Pole innerhalb des Einheitskreises zu erstrecken. Wir
suchen also alle Nullstellen des Nenners innerhalb des Einheitskreises

5 125 5:i:3 —2
2

—2 wird nicht umlaufen

1 1 1
S = -
=10(222+52+2)  i(dz+5)|,_ .

und damit
27

/ dx _o 1 _27r
5+4cosxr mBi_ 3

0

76



Bemerkung 29. Sei R eine rationale Funktion. Dann kann

/0 " R(cos(x), sin(z)) dz

bestimmt werden, indem man z = ¢** substituiert und cos(z) = 1(z+1) und sin(z) = 5 (2 —1)

setzt.
/O%R(Cos(a:),sin@)) i = 7{ R (% (z + %) 212 (z _ %)) f—j

|2[=1

Das Integral kann durch Residuenrechnung bestimmt werden.

Integrale iiber rationale Funktionen mal ¢** (Fourier-Transformationen)

Die Integrale, die wir bisher bestimmen konnten, konnten wir (allerdings mit erheblich gro3erem
Aufwand) auch mit den Mitteln der reellen Analysis bestimmen. Wir wollen nun eine Klas-
se von Integralen studieren, zu denen es keine elementaren Stammfunktionen gibt. Derartige
Integrale treten etwa bei der Bestimmung von Fourier-Transfromationen auf. Wir betrachten
R(z) = % mit degp < degq — 2.

Fiir t > 0 integrieren wir iiber den oberen Halbkreis mit Radius r

%eitZR(z) dz = 2mi Z Res R(z)e"™

&,
/emR(a:) da:+/eitZR(z) dz

z=rcosp+ising 0<p<m

A 1
‘/e”z R(z)dz| < 7r—
N—— r
—~——
o SCT‘% —0(r—00)

Der Integrand konnte auf dem Kreis |z| = r mit C Tiz abgeschitzt werden, weil wir degp <
deg ¢ — 2 angenommen haben, und wegen

|6itz| — |€itrcos<p| |6—rtsin<p| < 1.
1
Damit erhalten wir
o0
/ e R(x) dx = 2mi Z Res R(z)e™ fiirt > 0
oo Im 2z>0
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Fiir ¢ < 0 integrieren wir {iber den unteren Halbkreis mit Radius  und erhalten

J/

%R(z)em dz = —2mi Z Res R(z)e'

Dr Pole in der unteren Halbebene
r
= / R(z)e™ dx + /R(z)e”z dz
—r N—
Jeit<|<1
[e's)
/ R(z)e"™ dow = —2im E Res R(z)e""
S Im 2<0

Beispiel 47. Wir wollen

/ costx J

———dx

(14 22)?

bestimmen. Dazu bestimmen wir [ e“””(lf%)2 dessen Realteil das gesuchte Integral ist. Zuerst

oo
behandeln wir den Fall ¢ > 0, fiir den
i ) dx eitz
I= "~ = 97iRes ————

/ ‘ (14 22)? s (224 1)2
—00

gilt.
w1 1d e (z—1)?

R S ———
=t I+ 22 1de(z+i)2(z—1)?

Fiir das Residuum ergibt sich

it (z + i) — " 2(z +14)|  ite2i—e'2 e
(z41)* (24)3 242

(t+1)

z=1
Damit erhalten wir fiir ¢ > 0
—t

I= 27r2'e4—2,(t +1) = ge_t(t +1).

Fiir ¢ < 0 erhalten wir

r ) dx . 1 T
itx o - itz o t
/6 Ao mRes e = o=

und insgesamt
/ itz de  JFet(1+4t) firt>0
(14 x2)? Zel(l—t) firt <O0.
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Dies konnen wir zu

o0 o0

costw e AT T

— 0 — OO
umschreiben.

Bemerkung 30. Sei R eine rationale Funktion, deren Zihlergrad um mindestens zwei kleiner
als der Nennergrad ist. Dann gilt

/Oo R(x)eitz dr = 21 ZPole von R mit Im >0 Res R(Z)@itz fiir ¢ Z 0
—2m ZPole von R mit Im <0 Res R(z)eitz fiir ¢t < 0.

Bemerkung 31. Die Integrale
/ cos(tz) R(z) dz und / sin(tz) R(z) dx
sind Real- bzw. Imaginérteil des Integrals

/ R(x)e™ dx

o

und werden als diese berechnet.

Integrale iiber rationale Funktionen mal 75!
Ein weiterer Typ von Integralen, die nicht durch elementare Stammfunktionen bestimmt werden
konnen ist durch

/ R(x)r* ' dx
0

gegeben. Dabei bezeichnet R wieder eine rationale Funktion und s einen komplexen Parameter,
der so gewdhlt sein soll, dass das Integral konvergiert.

it s—1
I—/x dz.
1+
0

Das Integral ist uneigentlich bei 0 und bei oo und konvergiert fiir 0 < Res < 1.

Um Arg z und log 2z und damit 2°~! = exp((s — 1)log 2) definieren zu kdnnen, miissen
wir eine Halbgerade aus C herausschneiden (egal welche). In diesem Beispiel nehmen wir die
positive reelle Achse.

Wir berechnen das Integral fCR 21 4z um die durch Abbildung 4.9 gegebene Kurve. Nach

Beispiel 48.

z+1
dem Residuensatz gilt fiire < 1 < R

s—1 s—1
]{ ZZ—I- 1 dz = 2mi Zfie_sl ZZ+ = 2miexp((s — 1) log(—1)) = 2mie™e™ ™ = —2mie'™.
Cr
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Abbildung 4.9: Integrationskurve C'p

Andererseits konnen wir die Integrationskurve in ihre Teile zerlegen:

s—1 B s—1 s—1 B s—1 2mis s—1
]{Z dz:/x dx—}—/ - dz—/de—/ - dz
z+1 r+1 z+1 r+1 z+1
Cr € |z|=R € |z|=¢
n 1 1 1
. x5~ 25— 5~
= (1 — 2™ d dz — dz.
(1—e >/x+1m+/z—|—1z /z—i—lz
€ |z|=R |z|=¢
Fiir 0 < Re (s) < 1 gilt dann
51 Re (s)—1
dz|< 2rR—— — 0 fir R —
‘ / o z|< 21 7T ur 00
|z|=R
und ebenso
»5—1 6Re(s)fl
/ dz|< 27e — 0 fiire — 0.
z+1 1—¢
|z|=¢
Daher gilt
” s—1
. . T
—9miel™ = (1 — 2ims d
rie'™ = (1 — ¥ / e
0
woraus wir -
/ x5t 2miet™s T
dr = : = —
z+1 e2mis — 1  sinmws
0
erhalten.

Bemerkung 32. Sei R eine rationale Funktion und konvergiere das uneigentliche Integral
/ R(z)r* 'dw
0
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fiir a < Res < b. Dann kann der Wert des Integrals durch Integration iiber die Kurve in
Abbildung 4.9 und Grenziibergang R — oo und € — 0 bestimmt werden. Dabei ist wie in dem
Beispiel die komplexe Ebene entlang der positiven reellen Achse aufzuschneiden.

4.6.2 Anwendung zum Zihlen von Nullstellen

Sei f € H(U), C eine geschlossene Kurve in U gegeben durch
C:z=2z(),t € a,bl.

SO [FCOEW ,  few,  f dw
[‘fﬂz)d [ ey / TORe

a

Dann gilt

mit
w(t) = f(2(t) und w'(t) = f'(2(t))2'(t).

Andererseits gilt nach dem Residuensatz

/
I = f % = 271 Ind ) (0) = QMZZR:%SL f((ZZ))’
f(C) ’

wobei z, die Nullstellen von f durchlduft. Wir berechnen nun die auftretenden Residuen.
Sei z; eine Nullstelle der Ordnung m von f. Dann gilt

F(2) = (= = 20)™g(=) mit g(z0) # 0.

Daraus ergibt sich

und weiter

P _ om0

f(2) 2=z g(z)’
also )

z
,B:ezﬁ ) =m = ord,, (f).
Es gilt daher
1 !/
5 % dz = Indy)(0) = Zordzn(f) Inde(z,).
C n

Satz 4.17 (Logarithmisches Residuum, Prinzip vom Argument). Die Summe der Ordnungen
der Nullstellen von f im Inneren von C ist gleich der Anzahl der Umliufe von f(c) um den
Nullpunkt.

Beispiel 49. Wir wollen den Satz vom logarithmischen Residuum verwenden, um die Nullstel-
len des Polynoms
p(z) = 2" +22* - 322 - 322 -2+ 6

zu lokalisieren. Dazu betrachten wir die Bilder von Kreisen mit verschiedenen Radien unter
p: Aus den Bildern lesen wir ab, dass p keine Nullstelle innerhalb des Einheitskreises hat (die
Kurve im ersten Bild umlduft den Punkt O nicht); weiters hat p innerhalb des Kreises mit Radius
1.3 ebenso wie innerhalb des Kreises mit Radius 2 vier Nullstellen (die Kurven im zweiten und
im dritten Bild umlaufen den Punkt O viermal).
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Abbildung 4.10: Bilder von Kreisen mit Radien 1, 1.3 und 2 unter p(z) = 2° + 2z — 323 —
322—2+6

Satz 4.18 (Satz von ROUCHE). Seien f und g holomorph in U und gelte auf einer Kurve C' in
U:Vze C:lg(z)| <|f(2)|, dann hat f + g innerhalb von C' genausoviele Nullstellen wie f.

Beispiel 50. Wir wollen die Lage der Nullstellen von

p(z) =2°+32" —52° + 72 + 62+ 3
studieren. Dazu setzen wir
f(z) =2°und g(2) = 32* —52° + 72> + 62 + 3.
Die Kurve C sei der Kreis mit Radius 6: |z] = 6
19(2)| < 3|2]* +5|2|* + 7|2|* + 6]z + 3 = 5259 < 7776 = | f(z)| = 6°

p(2) = g(2)+ f(2) hat innerhalb des Kreises mit Radius 6 genausoviele Nullstellen wie f(z) =
2°, also 5 Nullstellen.

Wir wollen nun einen neuen Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra angeben, der den
Satz von Rouché verwendet.

Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra. Sei p(z) = a,2" + a,_ 12" + -+ + a1z + aq.
Dann schreiben wir
Ap-1 ,_ a a
p(z):an(z”—i-—lz 1+-~~+—1z+—0>
anp, Gp, Gp,

und setzen b; = <. Das Polynom

q(2) = 2" 4+ by 12"+ bz + by

hat dann dieselben Nullstellen wie p. Wir setzen R = 2max(1, |by|, ..., |b,—1]) und schitzen

fir 2| = R ab

b 12" bl < b |2 |ba] 2]+ [Bol
R _ RR"—1 R

< — n—1 n—2 oo 1) = — = 7L_1
_2(R + R4 41) 51 Z(R—l)(R )

Wegen R > 2 gilt auch ﬁ < 1 und damit
R

s V<R =L

Also gilt fiir 2| = R
D12 4 bg| < 2]

Damit hat 2" +b,,_; 2" ! + - - - + by innerhalb des Kreises mit Radius R so viele Nullstellen wie
z", also n Nullstellen. O
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4.7 Laplace-Transformation

Wir wollen eine Transformation fiir Funktionen f : R* — R finden, die die Differentiation in
eine moglichst einfache Operation iibersetzt und eine einfache Umkehrformel besitzen soll.

Definition 4.7.1. Sei f : R™ — R eine stiickweise stetige Funktion, und gebe es reelle Zahlen
A und C, sodass

|f(2)] < Cet®
fiir v > 1 gilt, und das Integral
1
| faas
0
konvergiert.
Dann heif3t -
L) = [ e @45)
0

die LAPLACE-Transformierte von f. Diese ist fiir Res > A definiert und dort eine holomor-
phe Funktion. Fiir die Korrespondenz zwischen der Funktion f und ihrer Transformierten ver-
wenden wir das Symbol o———e. Die Laplace-Transformation ist immer in einer Halbebene
Re (s) > ¢o(f) holomorph. Die Grofie ¢o( f) heifit die Konvergenzabszisse von L(f).

Die folgenden Regeln fiir die Transformation ergeben sich durch direktes Nachrechnen.

F(t) o——e LF(s)

aF(t) +bG(t) o——e aL(F(s))+bL(G(s))

F(t),G(t), H(t) o——e  [f(s),9(s),h(s)

1 o—o

eat o ° 1
S—x
t" o— e S,?_!H
et o o (372;7&1
sinat o——e SQj_‘az
cosat o——e ja2
e sinft o——e (sw)%ﬂz
e cos it o—e Mj{—gﬁfp
o > —1, t* o—e Figjll)

o(t) o—e 1

F®(t) o——e sFf(s) —s"1F(0) — s*2F'(0) — - -- — F*=1(0)

t*R(t) o——e (=1)Ff®)(s)
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F(t—M\) firt> )\
A >0, ( ) furt2 o—e M f(s)

e F(t) o——e f(s+a)

Flpt) o—e Lf (

FxGt)= [y F(1)G(t —7)dr o—e f(s)g(s)

O oo [ f(v)dv

fOtF(T) dr o— o {6

c+1i00

ﬁ | f(s)etds o——e f(s)

c—100

Tabelle von wichtigen Laplace-Transformationen

Die Regeln fiir die Transformation von Ableitungen zeigen, warum die Laplace-Transformation
so wichtig ist: sie verwandelt die komplizierte Operation der Differentiation in Multiplikation
mit s.

Die letzte Zeile in der Tabelle gibt zumindest prinzipiell eine Umkehrformel als komplexes
Kurvenintegral fiir die Laplace-Transformation.

Beispiel 51. Gegeben sei die Differentialgleichung
y" + 4y + 5y = cos(t), y(0)=1,y(0)=—1.

Durch Anwendung der Laplace-Transformation geht diese Gleichung iiber in

s
s2+1

s*L(y)(s) — sy(0) — y'(0) +4(sL(y)(s) — y(0)) + 5L (y)(s) =

Diese Gleichung konnen wir nach £(y)(s) auflosen und erhalten

S n s+3
(s24+1)(s®2+4s+5) s2+4s+5

L(y)(s) =

Durch Partialbruchzerlegung ergibt sich

1 1

E(y)(8)=§<82+1) s 7 s+2 5 1

1
TR "8G 224l 342241

daraus. Indem wir die Transformationen aus der Tabelle ablesen, erhalten wir

1 1 7 )
y(t) = gsin(t) + g cos(t) + ge™ cos(t) + ce sin(f).

Beispiel 52. Nach dem Kirchhoffschen Gesetz flieBt durch alle Teile der selbe Strom I(t).
Dieser ist gleich der Ladungsédnderung am Kondensator, also

_ 4@

I = .
dt
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Abbildung 4.11: Ein einfacher elektrischer Schaltkreis

Die Spannungsabfille an den einzelnen Bauteilen werden durch

Q dI

—, Vg=RI, V,=L—

c T

beschrieben. Diese Spannungsabfille miissen sich zur Eingangsspannung U (t) summieren.
Daraus erhalten wir

Vo =

dl Q
L—+RI+—==Ul(t
i e =
Indem wir diese Gleichung einmal differenzieren und [ = Q einsetzen, erhalten wir

d*I ar I dU

L—+R—+ —==—.

dt? dt + Cc dt
Unter der Annahme /(0) = I'(0) = 0 und U(0) = 0 erhalten wir daraus durch Laplace-
Transformation

L(I)(s) (Ls2 + Rs+ %) =sL(U)(s)
oder

L6 = TRt 2

L{U)(s).

4.7.1 Anwendung der Residuenrechnung fiir die Umkehrung der Laplace-

Transformation
Die Umkehrformel
ct+ioco
/ L(F)(s)e™ ds (4.6)
27rz

ermoglicht eine komfortable Bestimmung der Funktion F', wenn die Laplace-Transformation
L(F') gegeben ist. In der Formel ist ¢ > ¢y(F') zu wihlen.

Im folgenden nehmen wir an, dass £(F')(s) eine meromorphe Funktion auf ganz C ist. Wenn
wir nun die Integrationsgerade nach links verschieben (Abbildung 4.12), erhalten wir nach dem
Residuensatz die Gleichung

c+ico —M+ioco
1
F(t) = — L(F tds = — L(F)(s)ed Res L(F st
0=g | Pt =5 [ e 3 Rl
e —Mieo —M<Re (s)<c
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Das Integral entlang der Geraden Re (s) = —M ist von der GroBenordnung e~ ¢, wird also

mit wachsendem A/ immer stirker exponentiell klein. Wenn £(F')(s) links von Re (s) = —M
keine Pole mehr hat und dort nicht zu stark wichst, dann verschwindet dieses Integral sogar.
Wir haben dann
F(ty= ) ResL(F)(s)e”,
Pole von L£(F) mit
—M<Re(s)<c
die Funktion [ ldsst sich also als Summe von Residuen schreiben.

Ebenso ergibt sich fiir ¢ < 0, dass das Umkehrintegral (4.6) verschwinden muss: wir schie-
ben die Integrationsgerade immer weiter nach rechts. Dort hat £(F) keine Singularititen und
geht ausserdem fiir |s| — oo gegen 0. Damit gilt

1 M++ico
lim — L(F tds = 0.
Mose 27 / (F)(s)e ds
M —ico
Da sich aber der Wert des Integrals wegen des CIF nicht dndert, solange M > co(F') gilt, muss
auch

c+1i00

/ L(F)(s)e™ ds = 0

c—100

1
271
gelten.
Beispiel 53. In Beispiel 51 hatten wir die Funktion mit der Laplace-Transformierten

S L s+ 3 B s34 352 +25+3
(s24+1)(s2+4s+5)  s2+4s+5  (s2+1)(s2+4s+5)

L(y)(s) =

durch Partialbruchzerlegung und Verwendung der Tabelle gefunden. Durch die soeben gewon-
nene Formel konnen wir die Funktion y einfacher gewinnen

s +3s2+25+3
t) = R st .
y(t) Z * ((82 +1)(s? +4s +5)6 )
Die Transformierte hat einfache Pole in s = 47 und s = —2 =+ 7. Daher erhalten wir
$+3s7+2s+3 T i\
Res el =—=——=]e
s=i \ (s2+1)(s2+4s+5) 16 16
R $+3s7+2s+3 l+i it
es e =(—=4+—=e¢
s=—i \ (s2 + 1)(s? +4s+5) 16 16

3 2 ~
Res §°+ 35+ 25+ 3 eSt _ 1 . i e(,2+i)t
s=—2+i \ (s2+1)(s2+4s+5) 16 16

Res s34+ 352+ 25+ 3 ot 7 N 54 e
s=—2—i \ (s2 +1)(s> 4+ 4s +5) - \16 16 '

Dabei sind natiirlich die Residuen in +7 und —2 4 ¢ jeweils zueinander konjugiert. Wir miissen
tatsdchlich also nur zwei Residuen bestimmen.
Damit erhalten wir

y(t) 1 (eit + e’it) - —

_ N
T 16 16 ( e (e

it it O o it it
et —e ") + G 6° (e e™)
1 1

7 5
=3 cos(t) + 3 sin(t) + ge_% cos(t) + §6_2t sin(t).
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Abbildung 4.12: Integrationswege fiir die Laplacesche Umkehrformel

Beispiel 54. Wir wollen nun die neue Methode an einem komplizierteren Beispiel erproben.
Wir suchen die Losung der Differentialgleichung

y'+2y+2=t—[t], y(0)=1, ¢(0)=0.

Zuerst bestimmen wir die Laplace-Transformation der rechten Seite
00 o k+1
L(t—[t])(s) = / (|t]) e st dt = Z/ (t —k)e st dt
k=0

0
= i/lte‘s(t“‘f) g = L Fs)e
0 0 s*(1 —e™)

Fiir die Laplace-Transformierte von y erhalten wir daher

L(y)(s)s” — sy(0) —3/'(0) + 2(L(y)(s)s — y(0)) + 2L (y)(s) =

und nach Auflosen nach L(y)(s)

5+ 2 N 1—(1+s)e?
$24+2s+2  s2(l—e5)(s2+2s+2)

L(y)(s) =
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Nun wenden wir die Umkehrformel an

14200

1 2 1—(1 I
y(t) = 5— ot UL+ s)e e’ ds.
270 $2+2s+2  s2(1—e*)(s2+2s+2)
1—i00
Indem wir die Integrationsgerade nach Re (s) = —2 verschieben, erhalten wir daraus (Pole

liegenbei s = —1 i uns s = 2kmi, k € Z)

—2+1i00
1 s+2 1—(1+s)e* .
t) = — *d
y(t) 27i / (82+28—|—2+82<1—6_S)(82+28+2))e °
—2—1i00
s+2 1—(1+s)e?
R st
LS (52 +25+2 * s2(1 —e*)(s? 4+ 2s + 2)) ‘
542 1—(1+s)e?
R st
A, (52 +25+2 i s2(1 —e*)(s? 4+ 2s + 2)) ‘
N Res ( : s+ 2 1—(1 —i—;‘)e‘s ) o
e s=2kmi \ 5% + 25 + 2 s2(1 —e=*)(s2 +2s +2)

Indem wir die Integrationsgerade weiter nach links schieben, sehen wir, dass das Integral ver-
schwindet. Ubrig bleiben also die Residuen

Res s+2 N I1—(1+s)e s st (3 —2i)e’ — (2 —i)e) el71F01
s=—1+i \ 2+ 25+ 2  s?(l —e~ 3)(52+23+2 4(—e+e)
R 542 N 1—(1+s)e® —3 —2i) + (2 +i)elt?) el-1-0
es .
s=—1-i \ 2 +2s+2 s*(1—e9) 52+25+2 4 (=14 elti)
s+ 2 1-— (1 +s)e”®
Res
s=0 \$2+2s+2  $2(1—e ) 82+28+2
Res s+2 I—(1+s)e? 1 kit
s=2kmi \ 2+ 25+ 2  $2(1 — e %)(s% 4 25 + 2) ka 4k2m2 — 2 — 4kmi)

Wir erhalten somit

et (cos(t) (3 + 2e* — e(sin(1) + 5cos(1))) + sin(t)(2 + e(e + sin(1) — 3cos(1))))
2 (14 €2 —2ecos(1))

y(t) =
kat

T3t Z 2kmi(4k?*m? — 2 — 4k7ri);
keZ\{0}

dabei ist die unendliche Reihe eine Fourier-Reihe einer Funktion mit der Periode 1. Dies ist auch
nicht weiter verwunderlich, da ja auch die rechte Seite der Differentialgleichung periodisch mit
Periode 1 war. Aus Abbildung 4.13 erkennt man gut, dass der Teil der Losung, der von den
Residuen bei —1 =+ i kommt, mit wachsendem ¢ schnell abklingt (wie e~*). Ubrig bleibt der Teil
der Losung, der durch die regelméBige Anregung durch die rechte Seite kommt.
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Abbildung 4.13: Die Losung der Differentialgleichung y” + 2y’ + 2 = ¢t — |¢| im Vergleich zur
rechten Seite.
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Kapitel 5

Systeme von Differentialgleichungen und
Stabilitat

Bisher haben wir nur Beispiele behandelt, die eine Differentialgleichung beinhalten. In die-
sem Kapitel wollen nun einen Blick auf Systeme von Differentialgleichungen werfen, also auf
mehrere Gleichungen zwischen mehreren Funktionen und ihren Ableitungen.

5.1 Systeme linearer DGL mit konstanten Koeffizienten

Sei A eine n x n-Matrix

Gesucht ist eine Losung i/ : Rf — R”

des AWP i/ = A - ¢ mit (0) = 1

Sehen wir uns gleich ein Beispiel fiir ein solches System an:

Beispiel 55. Gegeben sei

y'+2) +3y=0

Man setzt
Y1 =Y
Y2 =y
und erhalt
Y1 = Yo

yh = —3y1 — 2o

Dieses System mit den Variablen ¥, y» kann man auch folgendermafen anschreiben:

Y1
Yo
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Abbildung 5.1: Beispiel-Schaltung
Beispiel 56. Gegeben sei Schaltung 5.1. Man erhilt nach den KIRCHHOFFschen Gesetzen
folgende Gleichungen (Knoten- und Maschenregel):

L =1+ I3

Llji + [2R2 = U
R3]3 + L4[§ - RQIQ - O

Zunidchst erkennt man 3 Unbekannte: [, I5, 3. In den Gleichungen kommen nur die Ableitun-
gen von [ und /5 vor, daher substituiert man /5 mit /; — /3 und erhiilt:

Ll.[{ + RQ(Il - Ig) = U
L4I:/3 + R3[3 - R2<[1 - [3) - O

Nun formt man so um, dass die Ableitungen der Variablen /; und /3 auf der linken Seite der
Gleichung stehen:

ALY LY
N T
Ry Ry + Rs
=t I
3L, L, °

Dies kann man als System der Form
y = Ay

anschreiben. Dabei handelt es sich um ein lineares System! Setzt man

Yy = 13
so erhilt man folgendes System:

I - B L ir
— 1 1 . + (L) .U
()= (i ) ()= ()

Sei ¢ ein Eigenvektor zum Eigenwert A der Systemmatrix A

AT = M\ (5.1)
¥ = Ay (5.2)
y(0) = v (5.3)

92



SO setzt man
jlt) = -7
— At =
7 (t) = Ne™ - U
Dies kann man auf Giiltigkeit {iberpriifen, indem man einfach in iy = Ag/ einsetzt:
Aty =eM - A-T= XM v

Wenn wir zu den n Eigenwerten Ay, ..., \,, der Matrix A n linear unabhéngige Eigenvektoren
U1, ..., U, finden konnen, dann kénnen wir damit alle Losungen der DGL ¢/ = Ay beschreiben.
Wir nehmen hier immer an, dass die Matrix A diagonalisierbar ist, also dass es zu jedem
Eigenwert so viele linear unabhédngige Eigenvektoren gibt wie seiner Vielfachheit entspricht.
Es gibt n linear unabhéngige Vektoren v, ..., U, diese bilden eine Basis von R".

wobei )\ ein Eigenwert ist (k = 1,...,n)
Dann ist
gk<t) = eAktUk
die Losung des AWP ¢ = Ay mit ¢(0) = .
Die allgemeine Losung der DGL ¢ = Ay hat die Form

J(t) = eV + pae' Ty + -+ L+ ppea, (5.4)
wobei i, frei wihlbare Konstanten sind.
Weil 4y, ..., U, eine Basis bilden, konnen wir die Konstanten fiy, ...., i, immer so wihlen,
dass

Beispiel 57. Gegeben sei

Zuerst will man die Eigenwerte bestimmen:

—2-X 5
'3 IR G RPN CY R B

=N +6A+8—15
=N 4+6A—T7=0

womit diese folgendermallen lauten:
)\172 = —3:E \/9—|—7
A o=—T7
)\2 = 1
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Nun bestimmt man die Eigenvektoren zu den Eigenwerten:

Man kann bereits die allgemeine Losung anschreiben:

0 = et (3) +me (1))
i = (5)

Fiir ein AWP

setzt man an mit

i (3) o (5) = (5)

Spy + pg = 11
3 — p2 =95
woraus folgt, dass
p1 =2
M2 =

Die zugehorige Losung lautet nun:

g(t) =2 (g) e +1 (_11) et

Beispiel 58. Gegeben sei

94



Die Eigenwerte ergeben sich als

(=1 =22 +1=24+21+2
)\1,2:—1:&\/—_1
A =—-1+41
Ao =—-1—1

Die zugehorigen Eigenvektoren:
—1+1-1 1 50
1 —141-i) T
1
?
1
—1

Womit die allgemeine Losung wieder bestimmt werden kann:

() = et C) el (_12>

Die Losung sollte reell sein, daher setzen wir p1; = A+ Biund py = A — Bi, heben e heraus
und erhalten

S
I

St
I

—1

J(t) = e [ (A+ Bi)(cos(t) + isin(t)) - C) + (A — Bi)(cos(t) — isin(t))-] ( ' )}

Nach Zusammenfassen der Realteile (die Imaginérteile miissen schlieBlich verschwinden) er-
halten wir die Losung

=t 2a (50} vam (200

gelangt. Man kann also y; und y, auch anschreiben als
Lo ¢ [ cos(t)
Blt) =e (_ sin(t))
Lo ¢ (sin(?)
B(t) = e (cos(t)>

Fiir ein AWP
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erhilt man durch Einsetzen

womit

Die Losung fiir das AWP lautet:

0= (S50~ ()

<

Definition 5.1.1. Sei y = Ay ein lineares System von DGLen und seien ¥, (¢), .../, (t) n linear
unabhingige Losungen (A n X n-Matrix)

Dann heiBt {#, (¢), ...9,(t)} Fundamentalsystem.

5.1.1 Inhomogene Systeme von DGL

Diese Systeme von DGLen weisen eine Storfunktion I;(t) auf:
7 = Aj+b(t) (5.6)

Sei 41 (t), ..., Yn(t) ein Fundamentalsystem.
Man wihlt den Ansatz der Variation der Konstanten:

g(t) = pa (g () + - -+ pa ()G (t) (5.7)
g (t) = p ()7 (t) + uz( J2(t) -+ A i, ()7 (2) (5.8)
+ ()G (1) + -+ pn ()37, (2)

und setzt wiederum in das gegebene System ein:

-

Mo+ 4 G+ a4 ], = A+ -+ Apy 45 (5.9)

womit man ein lineares Gleichungssystem in n unbekannten Funktionen ), ..., o, erhilt:
AT+ g = B(1) (5.10)
Nun kann man 4, ..., i/, bestimmen, da ¥, ..., ¢/, bekannt und linear unabhéngig sind.
szf%ﬁ (5.11)
Damit kann man die partikuldre Losung bestimmen:
Up(t) = pa(O)G1(E) + - - - + pn (D) (1) (5.12)
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Die allgemeine Losung lautet:
J=p+Gn = Q7 () + -+ pn(O)Fn(t) + Agi () + - + Angin(8).

Diese Methode ist im Allgemeinen sehr aufwendig.
Im Fall von Systemen mit konstanten Koeffizienten gibt es eine Ansatzmethode, die einfa-

—

cher durchzufiihren ist. Diese funktioniert, wenn b(t) aus (reellen und komplexen=Winkelfunktionen)
Exponentialfunktionen besteht. Fiir das System

y(t) = Ay(t) +b(t)
kann man also einen Ansatz finden, wenn b(t) folgende Form aufweist:

* Es handelt sich um eine reelle Exponentialfunktion
b(t) = e &
Der Ansatz (“Typ der rechten Seite”’) kann wie folgt getroffen werden:

yt) = e - v (5.13)
J(t) = pe - v (5.14)

Dies setzt man wie gewohnt in das gegebene System ein:

pelt G =t AT+ e @ (5.15)
u = Av+¢ (5.16)

Wenn 4 kein Eigenwert von A ist, so kann man schreiben:
(WE — A)te=v
* Die Storfunktion ist eine komplexe Exponentialfunktion (enthdlt Winkelfunktionen):
b(t) = e (cos(at) + sin(at)d)
Der Ansatz hierfiir ist
§(t) = e (cos(at)v + sin(at)y)
7 (t) = pet*(cos(at)vy + sin(at)vy) + e (—asin(at)v; + a cos(at)vy)
Setzt man dies wiederum ein, so erhilt man
pcos(at)vy + psin(at)vy — asin(at)v; + « cos(at)vs
= Acos(at)t; + Asin(at)vy + cos(at)é) + sin(at)cy
Koeffizientenvergleich liefert 2n Gleichungen in 2n Unbekannten:

cos(at) 1 puth + avy = AV) + &) (5.17)
sin(at) : pvy — oty = Aty + Cy (5.18)

Diese Gleichungen lassen sich umformen zu:

M/l72 — 04171 + Z(/M_)»l —+ OZUQ) = Aﬁg + 52 + Z(A’Ul + 81) (519)
(11 + i) E — A] (T + i0y) = & + ic) (5.21)
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Dies hat eine eindeutig bestimmte Losung, wenn p + iov KEIN Eigenwert von A ist, d.h. Reso-
nanz darf nicht vorliegen.

Im Fall von Resonanz (der hier nicht weiter behandelt werden soll) ist der Ansatz entspre-
chend zu adaptieren, indem man die Ansatzfunktionen mit Potenzen von ¢ multipliziert.

Beispiel 59. Fortsetzung von Beispiel 56: Es seien folgende Werte gegeben:

R2 - Rg == 1OOQ
Ll1=1L,=05H
U =50V

Setzt man diese Werte nun in die Systemmatrix ein, so ergibt sich:

_ B By U
o L L T L
y B < &1 _RQEFRS) y+ <01>
Ly Ly

_ (200 200\ (100
—\ 200 —400)Y 0

0= (140)

Die homogene Gleichung zur Bestimmung der Eigenwerte lautet:

wobei

(=200 — X\)(—=400 — X\) — 2002 = A2 4 600\ + 80000 — 40000
Ao = 100(—3 + V/5).

Fiir die Eigenvektoren ergibt sich damit

. 1+v/5 ~ 1-v5
(1) = ()

Damit nimmt die Losung der homogenen Gleichung folgenden Wert an:

100(—3 5)t ~ 100(—3—v5)t =
( _H[) U1 + 2€ ( \f) (%)

Y = C1€ c

Fiir die partikuldre Losung wird die Storfunktion wie bisher mitberiicksichtigt:

- ()= (%)

Da 0 kein Eigenwert von A ist, lautet der Ansatz:

. (A

Y=1\nB
o_ (200 200\ (AY (100
~\ 200 —400)\B 0
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Das Gleichungssystem fiir A und B ist hier leicht zu 16sen:

—200A + 2008 + 100 =0
200A — 400B =0

ergibt

Die partikulédre Losung ist damit

und die allgemeine Losung lautet

= G) + 01! 0BV, 0,000 VO,
2

Anmerkung: da \; o < O: fiir £ — oo geht die homogene Losung schnell gegen 0.

Beispiel 60. Gegeben sei

ergibt folgende Eigenwerte:
(—2=AP+1=0=No=—2%i

Fiir die Eigenvektoren ergeben sich folgende Berechnungen:

A=—-2+1: (—2—=(-24+1)z+y=0
—ix+y =0
A=—-2—1i: —x+(—2—(=2+14)y=0
—x—1iy =20

womit der 1. Eigenvektor
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lautet.
Da es sich um konjugiert komplexe Eigenwerte handelt, kann man den zweiten Eigenvektor
auch gleich anschreiben (dieser ist konjugiert komplex zum 1. Eigenvektor):

()

und die homogene Losung bilden:

Ju(t) = (A+iB)e el C) + (A —iB)e et ( L )

—1
Da in dieser Losung wieder komplexe Werte vorhanden sind, formt man um:

g ( 2A cos(t) — 2Bssin(t) )
- —2Bcos(t) — 2Asin(t)

o ()
- (3)

erhilt. Fiir die partikulidre Losung sieht die Ansatzmethode wie folgt aus:

womit man fiir 7; und 75

Up(t) = cos(t)U5 + sin(t)v,

wobei

Abgeleitet erhilt man
4y, (t) = —sin(t)Ts + cos(t) U,

und wiederum eingesetzt

o Sin(t)ﬁg + COS(t>174 = COS(t) (_? _2) 173 + Sin(t) (_f _12> ?74

Koeffizientenvergleich liefert hier:

sin(t) . —

wl
Il
/IT
— N = N
—_
)
~__
S
+
VRN
— = O
N~ o

cos(t) : U,

||
T
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Nun setzt man v3 und v, entsprechend ein und erhilt folgende Gleichungssysteme:
(A _ (2 1 C n 0
B) \-1 —-2)\D 1
cy (-2 1 A n 1
D) \-1 -2)\B 0
diese kann man auch anschreiben als
(AN _ -2C'+ D
B) \-C-2D+1
C\ [(-2A+B+1
D) —B —-2A

Lost man dieses Gleichungssystem, so erhélt man

Die allgemeine Losung lautet:
L« L [ cos(t)+sin(t) _o¢ [ cos(t) _ot [ sin(t)
yit) = 4 <— cos(t) + sin(t) +Ae — sin(t) e cos(t)

5.2 Qualitatives Verhalten der Losungen von Systemen von
DGL

Nun wollen wir uns das Verhalten dieser Losungen von lineare Systemen von DGL ansehen.
Betrachten wir das System

i = Aj (5.22)

o (wn(t)
y(t) = (?/Z(t) (5.23)
(5.24)

wobei A eine 2 x 2-Matrix ist. Die Losung ¢ = 0 ist immer Losung eines solchen Systems.
Diese Losung nennt man die Ruhelage des Systems.

Fiir lineare Gleichungen héngt das Verhalten von den Eigenwerten \;, \, der Matrix A ab.
Wir wollen uns nun die verschiedenen Fille fiir die Eigenwerte und damit das Systemverhalten
ansehen und die Eigenschaften der Ruhelage studieren.
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5.2.1 reelle Eigenwerte

o )\1,)\2 > Omit)\l 7&)\2
und der Losung
g: ae)\lt . ,171 + 56)\2t . 172
Das Ergebnis ist ein abstoBender Knotenpunkt. Jeder Startwert 4, # 0 ergibt eine
Losung, die von der Ruhelage weg strebt. (Abb. 5.2)

Y
A

\

Abbildung 5.2: Abstolender Knotenpunkt

o )\1,)\2 < Omit/\1 7£)\2
und der Losung
g‘: ae’\lt . ,171 +5€/\2t . 172

Das Ergebnis liefert ein dhnliches Bild, allerdings zeigen die Pfeile der Trajektorien in
die andere Richtung - alle Losungen streben gegen den Ursprung, man erhilt einen an-
ziehenden Knotenpunkt (Abb. 5.3).

* A1 = A2 = A € R. Hier ergeben sich 2 Moglichkeiten:

1. Die Matrix ist diagonalisierbar: <())\ ?\)

7(t) = e (0) In diesem Fall erhilt man je nach Vorzeichen von A einen anziehen-
den oder abstoflenden Knotenpunkt. Wenn A = 0 ist, lautet die Differentialgleichung
¢ = 0; in diesem Fall sind alle Losungen konstant.

2. Die Matrix ist nicht diagonalisierbar und somit gibt es nur einen Eigenvektor. Fiir
einen geeigneten zweiten Vektor vy gilt dann

A’(71 - )\771

Al_fg - )\172 ‘|‘ 171
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Mit

erhalt man

wobei

Abbildung 5.3: Anziehender Knotenpunkt

Sy
I
Lo

?71 (t) = €At171

?72 (t) = 6/\t172 + te)‘tz_fl

37/2@) = )\eMUQ + 6)\t171 + )\f}(i)\tl_}i

Man iiberpriift nun, ob 1, das gegebene System erfiillt:

Dies trifft mit

Zu:

Je nach Vorzeichen der Eigenwerte handelt es sich wieder um einen abstof3enden
(Abb. 5.5) oder anziehenden (Abb. 5.4) Knotenpunkt. Wenn A\ = 0 ist, lautet das

7 = MMy + Ny + At MT, = A(MTy + teMi)

At = Ay

Aﬁz - )\772 + ’171

A(G)\t’t_}é + te)‘tz_fl) = )\6/\t172 + 6>\t171 + )\te)\t’l_}l

System (fiir if = 2,0 + 2275)



Abbildung 5.4: Anziehender Knotenpunkt im Falle einer nicht diagonalisierbaren Matrix

Abbildung 5.5: Abstoender Knotenpunkt im Falle einer nicht diagonalisierbaren Matrix
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Die Losungen sind lineare Funktionen in ¢. Fiir ¢(0) = C4u, ergibt sich y(t) =
C'v,, also eine konstant Losung. Alle Anfangswerte auf der Geraden C'vj, fithren zu
konstanten Losungen. Diese Gerade nennt man eine Ruhezone (Abb. 5.6).

Abbildung 5.6: Ruhezone (strichlierte Linie) im Falle einer nicht diagonalisierbaren Matrix mit
Eigenwert 0

e Fiir A\; > O und )\ < 0 (oder umgekehrt) erhidlt man einen Sattelpunkt (Abb. 5.7). Die
Losungen werden in Richtung des Eigenvektors zum Eigenwert A\, angzogen und in der
Richtung des Eigenvektors zum Eigenwert \; abgestof3en.

b )\1 :Omit)\2 7&0
Hierbei bildet sich eine Ruhezone aus; jedes Vielfache des Eigenvektors zum Eigenwert

0 liefert eine konstante Losung. Je nach Vorzeichen des zweiten Eigenwertes streben die
Trajektorien Richtung Ruhezone (Abb, 5.8) oder gegen Unendlich (Abb, 5.9).

5.2.2 komplexe Eigenwerte

b )\1,)\2 € (Cmit)\g :Xl
Es liegen konjugiert komplexe Eigenwerte vor:

)\1:Oé+7:5
)\gza—i@
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Abbildung 5.9: \; = 0, Ay > 0, die Trajektorien streben von der Ruhezone (strichlierte Line)
weg
Die Losung lautet
§(t) = e™[Av] cos(Bt) + B, sin(ft)]

Je nach Realteil des Eigenwertes handelt es sich um einen abstoenden (a > 0) oder um
einen anziehenden (o < 0) Strudelpunkt (Abb. 5.10 und 5.11). Fiir den Fall « = 0

Y

Abbildung 5.10: Anziehender Strudelpunkt

entsteht ein Wirbelpunkt (Abb. 5.12).
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Wir wollen nun wissen, wie das Phasenportrait zu § = f| (¢) fiir eine allgemeine Funktion
f um die Ruhelage 7, (f (%) = 0) aussieht bzw. wie sich die Losungen fiir ¢ gegen Unendlich
verhalten. Ausgehend von den im Falle linearer Systeme gefundenen Fillen definieren wir.

Definition 5.2.1. Die Ruhelage 7, System von DGL i/ = f () heiBt stabil, wenn

(Ve > 0) (30 > 0) : Vi Lsg d. DGL mit ||5(0) — Go(0)|| <& ¥t € R : [[g(t) — §o(t)]| < €
(5.25)

Wenn man bei ¢ = 0 nahe genug bei der Ruhelage startet, bleibt die Losung fiir alle t nahe bei
der Ruhelage.

Wenn die Ruhelage §, des Systems § = f| () stabil ist und lim; ., 7(t) = %o, dann heiBt
die Ruhelage asymptotisch stabil. Die Ruhelage heif3t instabil, wenn sie nicht stabil ist.

(Je > 0)(Y6 > 0) : Ig Lsg d. DGL mit |[§(0) — 5o(0)]| <& ATt € RT : |5(t) — Go(t)]| > ¢
(5.26)

Es gibt Losungen, die beliebig nahe an der Ruhelage starten und die Kugel mit Radius € verlas-
sen.

Fiir die vorher diskutierten Fille bei linearen Systemen mit konstanten Koeffizienten ergibt
sich

* anziehender Knotenpunkt: asymptotisch stabil
* abstoBender Knotenpunkt: instabil

* anziehender Strudelpunkt: asymptotisch stabil
* abstoflender Strudelpunkt: instabil

* Wirbelpunkt: stabil

* Sattelpunkt: instabil

—

Idee: Ersetze f(y) durch die erste Ndherung, also die Linearisierung um die Ruhelage. Ab
jetzt nehmen wir der Einfachheit halber an, dass die Ruhelage yy = 0 ist.

7@ = Aj+ 3@ mit  im 19O
1z1-0 [ 2]]

=0

Satz 5.1. Sei f(g) = Ay + g(y) mit  limyz-o 9O — 0. Dann ist die Ruhelage O des

[1]
Systems ij = (i) asymptotisch stabil, wenn alle Eigenwerte von A negativen Realteil haben.
Die Ruhelage ist instabil, wenn ein Eigenwert positiven Realteil hat. Wenn der Realteil eines
Eigenwertes 0 ist, so kann man anhand dieses Satzes keine Aussage treffen.
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Beispiel 61.

r' =sin(z) + zy
Y =" —1+y+a>+9y°

Dann ist 0 eine Ruhelage.
Wir betrachten die Jacobimatrix

J— Za—? Za—? :(cosx+y x )
2 2 x
32 B2 e’ +2xr 142

Am Punkt 0 ergibt dies:
aF
W{Cy)ho - G ?) d.h., die Ruhelage ist instabil

Da die Realteile der Eigenwerte positiv sind (\; o = +1), ist die Ruhelage instabil.

Bemerkung: 3, mit f (7o) = 0 ist ebenfalls eine Ruhelage des Systems 7 mit f (7).

Alle Uberlegungen bleiben auch fiir diese Ruhelage richtig. Die Eigenwerte von %Lﬁ)
entscheiden iiber das Verhalten des Losungen und damit iiber die Stabilitdt der Ruhelagen,

soferne der Realteil der Eigenwerte nicht 0 ist.

5.3 Stabilitatsuntersuchungen mit der Methode von Ljapu-
nov

Abbildung 5.13: Fadenpendel

Beispiel 62. Gegeben sei

!

mly" = —mgsin(y)
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Dies kann man auch anschreiben als

1 .
=—-Z5s
7 sin(y)
Nun setzt man die Variablen:
n=y
v =Yy =

womit man folgende Gleichungen erhilt:

Y1 = 1o

Yo = —% sin(y1)
Durch Linearisierung (fiir kleine y ist sin(y) = y) erhélt man

/

)
Yo = —z?h

Die Systemmatrix sieht dann aus wie folgt:

und die Eigenwerte sind

Ny
+£ 0
.19
Ao = iy /2
1,2 ? /

Da der Realteil O ist, kann man auf Grund des Satzes keine Aussage iliber die Stabilitit des
Systems treffen.

Auf Alexander M. Ljapunov geht die Idee zuriick eine ,,Energiefunktion” V' zu betrachten,
die in einer Umgebung der Ruhelage definiert und positiv ist. Die Ruhelage ist dann stabil, wenn
die Energie entlang einer Losung der Differentialgleichung nicht zunimmt, also die Ableitung
der Energie entlang der Losung < 0 ist. Diese Idee wollen wir nun genauer ausfiihren und in
Beispielen anwenden.

Eine Funktion V : D — R{ mit folgenden Eigenschaften heiBt Ljapunov-Funktion

* D soll eine offene Umgebung der Ruhelage ¥ sein
* Vst differenzierbar auf D
* V(f):(),fGD:}f:fR
Vie D, #7r V(Z)>D0.
Nun gilt fiir
o(t) = V(y(t)),
also die Energie entlang der Losung der Differentialgleichung
@(t) = (grad V. (1)) = (grad V. f(7) ).
Wir setzen nun ‘ .
V(@) = <grad V(z), (:E)>.
Wenn V' € D, ¥ # ©r
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* V(&) < 0 gilt, dann ist die Ruhelage 7 stabil
« V(&) < 0 gilt, dann ist sie asymptotisch stabil

* V(&) > 0 gilt, dann ist sie instabil.

Beispiel 63. Man wihlt als 1. Versuch

Damit ist

* Wenn

V(&) <0 fiir ||Z — 25| < 0 :

—

Die Ruhelage x i von ¢ = f(¥) ist stabil.

¢ Wenn

V(#) < 0 fiir |7 — Zg| < 0 -

—

Die Ruhelage x g von ¢ = f(y) ist asymptotisch stabil.

* Wenn

V(Z) > 0 fiir || — Zg|| < 0 :

—

Die Ruhelage x i von i/ = f(%) ist instabil.

Beispiel 64. Sei

~

Y1 = Y2
g .
Yy = ~7 sin(y1)

und



Diese Funktion kann beide Vorzeichen annehmen, also hilft sie hier nicht weiter.

Man versucht weiter:
i) !
<grad V, <_% Sin(x1)> > =0

also

>0f.—m<z1<m,x17#0 >0Vza7#£0
Dies hat auf D = (—'7r, 7) x R die geforderten Eigenschaften einer Ljapunovfunktion und es
gilt V(&) = 0. Also V(&) = 0 < 0 - Ruhelage ist stabil.
Beispiel 65. Sei

= wy + bx? — 2cxy + dy?
Y = —wx + ax® — 2bzy + cy?

wobei a, b, c,d,w € R. Um die Eigenwerte zu berechnen, vernachldssigt man Terme von Ord-
nung 2, die Eigenwerte sind £7w. Der Linearisierungssatz trifft also keine Aussage.
Wir versuchen

V(z,y) =2"+y°
V(x,y) = 2z(wy + b — 2cxy + dy?) + 2y(—wz + ax? — 2bxy + cy?)
= 2(bz* + (a — 2¢)2*y + (d — 2b)xy* + cy’)

Dieser Ausdruck kann beide Vorzeichen annehmen, (z.B. x = 0 setzen). liefert also kein Ergeb-
nis.
Nichster Versuch:

Vz,y) = 22+ + (Aa:g + By + Cxy? + Dy3)

Bemerkung: fiir 0 < 2% + y* < ¢ gilt V(z,y) > 0

V(z,y) = 2xi + 2yy
= (22 + 3A2* + 2Bxy + Cy?) - (wy + ba? — 2cxy + dy?)+
(2y + Ba? + 2Czy + 3Dy*)(—wzx + az? — 2bxy + cy?)

Multipliziert man dies aus, so ergibt sich

V(ac, y) = 2wy + 2bx® — dea’y + 2dwy® 4 3Ax wy + 3Abz* — 6Aca’y + 3Adx*y?
+ Cwy® + Cba*y® — 2Ccxy® + day* + 2Bawy® + 2Bba®y — 4Bex?y? + 2Bxy’d
— 2wry + 2azx’y — 4bwy® + 2¢y® — Bwa® + Baz* — 2Bba’y + Beax’y? — 20wy
+ 2Caz3y — ACbx*y* + 2Ccxy® — 3Dwzy? + 3Dy*ax?® — 6Dbxy® + 3Dcy?
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Nun fiihrt man wieder Koeffizientenvergleich durch:

23 :2b— Bw =0
xy : —4c+ 3Aw + 2a — 2Cw = 0
xy* : 2d + 2Bw — 4b — 3Dw = 0

Y Cw+2c=0

(5.27)
(5.28)
(5.29)

(5.30)

Mit dieser Wahl von A, B, C' und D fallen die Terme 3. Ordnung weg. Auflerdem verschwinden

die Terme 4. Ordnung.

Damit gilt V(z,y) = 0, die Energie ist also entlang der Losungen der Differentialgleichung
konstant. Nach Konstruktion ist V' in einer Umgebung der Ruhelage eine Ljapunov-Funktion.

Damit ist die Ruhelage in diesem Beispiel stabil.

Tatsdchlich konnen wir hier wegen V(x, y) = 0 mehr sagen: die Losungen des Systems sind

Niveaulinien der Ljapunov-Funktion V' (z, y).
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